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概要

すべての整数対 $(i,j)$ を頂点とし，すべての頂点
$(i,j)$ に対する $(i-1,j),$ $(i,j)$ 間および $(i,j-1)$ ,

$(i,j)$ 間と，いくつかの頂点 $(i,j)$ に対する $(i-1,j-$
1 $)$ , $(i$ ,の間にのみ辺をもつ格子グラフにおいて，$e\geq$

$g$ かつ $f\leq h$ である頂点 $(e, f)$ から頂点 $(g, h)$ への

交差のない任意の 2つの最短経路 $P,$ $Q$ によって挟

まれた領域として定義される部分格子グラフを $G$ と

する．海藻全単射は，そのような $G$ に対して $P$ の

辺の集合から $Q$ の辺の集合への全単射として定義さ
れ，$P,$ $Q$ 上の任意の 2つの頂点の間の $G$ における

最短経路がもつ辺の個数を線形時間で求めることに
利用できることが知られている．$G$ に単位格子を一
つ追加することで得られる部分格子グラフに対する
海藻全単射は，$G$ の海藻全単射から定数時間で容易
に求めることができる．本稿では，$G$ から単位格子
を一つ取り除くことで得られる部分格子グラフに対
する海藻全単射を $G$の海藻全単射から求める方法に
ついて考える．

1 はじめに

すべての整数対 $(i,j)$ を頂点とし，すべての頂点
$(i,j)$ に対する $(i-1,j)$ , $(i,j)$ 間および $(i,j-1)$ ,

$(i,j)$ 間と，いくつかの頂点 $(i,j)$ に対する $(i-1,j-$
1 $)$ , $(i,j)$ 間にのみ辺をもつ格子グラフにおける 2頂
点間の最短経路の長さ (その経路上の辺の個数) を求

める問題は，文字列比較において多くの応用をもつ．

たとえば，$A,$ $B$ を長さがそれぞれ $m,$ $n$ の文字列

とすると，$A$ の $i$ 番目の文字と $B$ の $j$ 番目の文字が
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等しいすべての頂点 $(i,j)$ に対してのみ $(i-1,j-1)$,

$(i,j)$ 間の辺 (以降，斜めの辺という) をもつ格子グ
ラフ (以降，$A$ と $B$ の一致記号対グラフという) に

おいて，頂点 $(0,0)$ から頂点 $(m,n)$ への最短経路が

もつ辺の個数が $l$ ならば，$A$ と $B$ の最長共通部分列

(longest common subsequenoe)の長さは，$m+n-l$
である．同様に，$A$ と $B$ の部分文字列 (substring)
の最長共通部分列も，部分文字列の開始位置により
定まる頂点から終了位置により定まる頂点への最短
経路がもつ辺の個数から求まる．また，ギャップ開
始ペナルティを伴わない整列 (alignment) の最大ス
コアについても，記号対のスコア設定に基づいて $A$

と $B$ により定まる適切な格子グラフを用いることで
同様に得ることができる [2].

Tiskin[3] は，Alves ら [1] による $A$ の各部分文字

列と $B$全体の最長共通部分列の長さの間に成立する
性質に関する観察を一般化することによって，$m+n$

個の添え字対が，一方の文字列の任意の部分文字列
ともう一方の文字列全体や，一方の文字列の任意の
接頭辞ともう一方の任意の接尾辞の最長共通部分列
の長さを簡潔に表現することを示し，文字列比較に
関する問題を高速に解く数多くのアルゴリズムを提
案した．この $m+n$個の添え字対は，$A$ と $B$ の一

致記号対グラフにおいて，頂点 $(m,0)$ から $(0,0)$ を

経由して $(0,n)$ へと至る最短経路 $P$上の辺の集合か

ら，頂点 $(m, 0)$ から $(m,n)$ を経由して $(0,n)$ へと至

る最短経路 $Q$上の辺の集合への全単射として表すこ

とができ，$P,$ $Q$ に挟まれる領域の斜めの辺以外の
すべての辺からなる集合に対して海草図とよばれる

$m+n$個の部分集合による分割を求めることで得ら
れる．この全単斜を $P,$ $Q$ に挟まれる領域に対する

海草全単射とよぶことにする．
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海草全単射の定義を，斜めの辺が存在する位置に関
して制約のない一般の格子グラフにおける頂点 $(m, 0)$

から頂点 $(0,n)$ への交差のない任意の 2つの最短経
路 $P,$ $Q$ によって挟まれた領域として与えられる部
分格子グラフ (以降，右上がり領域グラフという) $G$

に対して拡張すると，$G$ の海草全単射を $P,$ $Q$ 上の

任意の 2つの頂点間の最短経路がもっ辺の個数を線
形時間で求めることに利用できる [2].
右上がり領域グラフ $G$ に単位格子を一つ追加する
ことで得られる右上がり領域グラフに対する海藻全
単射は，$G$ の海藻全単射のみから定数時間で容易に
求めることができる．本稿では，$G$ から単位格子を
一つ取り除くことで得られる右上がり領域グラフに
対する海藻全単射を，$G$ の海藻全単射から定数時間
で求めるためには，取り除かれる単位格子グラフと
対をなすある単位格子が $G$ に含まれるか否かに関す

る情報を用いれば十分であることを示す．また，右上
がり領域グラフに逐次的に単位格子を追加したり削
除する過程において，ある単位格子を追加する際に，
それと対をなす単位格子の位置を $O(\log(m+n))$ 時
間で決定する $O(mn)$ 領域アルゴリズムを提案する．

$m,$ $n$ を任意の正整数とする．したがって，$(m, 0)$

から $(0,n)$ への最短経路は $m$ 個の縦の辺と $n$ 個の

横の辺からなる．$P,$ $Q$ を，第 $k$ 番目の頂点がそれ
ぞれ $(e, f),$ $(g, h)$ のとき，$e\leq g$ かつ $f\leq h$ であ

るような $(m, 0)$ から $(0, n)$ への任意の最短経路とす

る．$P,$ $Q$ の第 $k$ 番目の辺をそれぞれ $p_{k},$ $q_{k}$ で表す．

したがって，$p_{1},$ $\ldots$ ,森に含まれる横の辺の個数が
$q_{1},$

$\ldots,$
$q_{k}$ に含まれる横の辺の個数よりも大きくなる

ことはない．$G$を，$P,$ $Q$ およびそれらに挟まれる
領域からなる部分格子グラフとし，このようなグラ

フを，$P,$ $Q$ に対する右上がり領域グラフという．
$G$ の海草図は，$G$ のすべての縦の辺と横の辺から

なる集合における $m+n$個の海草とよばれる列によ

る分割である．$P$ と $Q$ が共有する辺は，それぞれ 1
個の海草を構成する．一方，任意の海草 $S,$ $T$ とそれ

らが出会う任意の単位格子 $u(i,j)$ に対して，以下の
条件が成立する．ただし，$u^{l}(i,j),$ $u^{t}(i,j)$ がそれぞ
れ $S,$ $T$の辺であるとき，$S,$ $T$ は $u(i,j)$ において出

会うとい $A\searrow$ $S$ における $u^{l}(i,j)$ の次の辺が $u^{r}(i,j)$

かつ $T$ における $u^{t}(i,j)$ の次の辺が $u^{b}(i,j)$ ならば，
$S,$ $T$ は $u(i,\cdot j)$ において交差するという．

2 準備

すべての整数対 $(i,j)$ を頂点とし，すべての頂点
$(i,j)$ に対する $(i-1,j),$ $(i,j)$ 間および $(i,j-1)$ ,

$(i,j)$ 間と，いくつかの頂点 $(i,j)$ に対する $(i-1,j-$
1 $)$ , ($i$ ,の間にのみ辺をもつ格子グラフを考える．$(i-$

1, $j),$ $(i,j)$ 間，$(i,j-1),$ $(i,j)$ 間，$(i-1,j-1)$ , $\cdot$

$(i$ ,の間の辺をそれぞれ，縦の辺，横の辺，斜めの辺

という．頂点 $(i-1,j-1),$ $(i-1,j),$ $(i,j-1),$ $(i,j)$

によって誘導される部分格子グラフを単位格子とよ .

び，$u(i$ ,ので表す．$(i-1,j-1),$ $(i,j-1)$ 間の辺，
$(i-1,j-1),$ $(i-1,j)$間の辺，$(i,j-1),$ $(i,j)$ 間の .

辺’, $(i-1,j),$ $(i,j)$ 間の辺および，もし存在するなら $i$

ば，$(i-1,j-1),$ $(i$ ,の間の辺をそれぞれ，$u^{l}(i,j)$ ,
$u^{t}(i,j),$ $u^{b}(i,j),$ $u^{r}(i,j),$ $u^{d}(i,j)$ で表す．$u^{d}(i,j)$

$’-\backslash$

をもつ $u(i,j)$ を閉単位格子といい，$u^{d}(i,j)$ をもた .,
ない $u(i,j)$ を開単位格子という． $-\backslash |$

1. $S,$ $T$ が $u(i,j)$ において交差しないならば，$S$

における $u^{l}(i,j)$ の次の辺は $u^{b}(i,j)$ であり，$T$

における $u^{t}(i,j)$ の次の辺は $u^{r}(i,j)$ である．

2. $S,$ $T$が $u(i,j)$ において交差するための必要十分

条件は，$u(i,j)$ が開単位格子かつ $S,$ $T$が $u(i,j)$

以外の単位格子において交差しないことである．

$-\overline{R=}$い換えると，どの海草の対も，開単位格子におい
て一度も出会うことがないか$\searrow$ そうでなければ，ちょ
うど 1個の開単位格子において交差する．一般に，海
Fの対は複数個の開単位格子において出会い，それ
らのどの単位格子において交差してもよいため，海

$\Rightarrow$図は必ずしも一つに定まらない．しかし，各海草
$t_{\overline{(-}}$は先頭の辺と末尾の辺として，$P$ からの辺と $Q$ か

らの辺がそれぞれちょうど 1個ずつ含まれ，$P$ の各
$\grave{J}Zp_{k}$ に対応する $Q$ の辺 $q_{\beta(k)}$ は，どの海草図を選ぶ
$f_{0)}$に依存することなしに一意に定まる．このような
$\ovalbox{\tt\small REJECT} p_{k},$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k)}$ によって定義される $P$上の辺を表す添
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$(m, 0)$ $(m, n)$

(a) (b)

図 1: 格子グラフと，$m=10,$ $n=8$ の場合の $P,$ $Q$ に対する右上がり領域グラフの例．(a), (b) はそれぞ

れ右上がり領域グラフの前交差海藻図と後交差海藻図である．辺を結ぶ各曲線は 2個以上の辺からなる海
藻を表す．(c) は格子グラフにおいて $u(e, f)rightarrow u(g, h)$ であることを $u(e, f)$ と $u(g, h)$ を結ぶ矢印で表す．

え字の集合から $Q$上の辺を表す添え字の集合への全 $P$ と辺 $u^{b}(g, h),$ $u^{r}(g, h)$ をもつ $Q$ が存在して，$P$

単射 $\beta$ を，$G$ の海草全単射という．図 1の (a), (b) と $Q$ に対する右上がり領域グラフの前交差海藻図ま
は，同じ右上がり領域グラフの 2つの海藻図の例で たは後交差海藻図において，$u^{l}(e, f)$ 海藻と $u^{t}(e, f)$

ある．たとえば，(a), (b) のどちらの場合も，太い 海藻が出会う開単位格子が $u(e, f)$ と $u(g, h)$ のみで

曲線で表される角と $q_{10}$ を結ぶ海藻と $p_{10}$ と $q_{9}$ をあることを表す．図 1の (a), (b) における格子グラ

結ぶ海藻は二重線で示される 4個の開単位格子にお フの $u(e,f)rightarrow u(g, h)$ である開単位格子 $u(e, f)$ ,

いて出会うが，交差する開単位格子は互いに異なる．$u(g, h)$ の対は (c) に示すとおりである．

海藻図において海藻が交差する開単位格子を交差
単位格子，そうでない開単位格子を接近単位格子とい
う．ある海藻の対が接近単位格子 $u(i,j)$ と交差単位 3 アルゴリズム
格子 $u(i’,j’)$ において出会うとき，$u(i,j)$ が $u(i’,j’)$

$G_{0},$ $G_{1},$
$\ldots$ , $G_{z}$ を，$G_{0}$ が単位格子を 1個ももた

よりも $P$ に近いならば，$u(i,j)$ を前接近単位格子と ず，$y>1$ である $G$ が $G$ 1に $u(i$ $i$のを追加す$y$ $y-$ $y$

いい，逆に $Q$ に近いならば，$u(i,j)$ を後接近単位格
るか $G_{y-1}$ から $u(i j)$ を削除することで得られる$y$ $y$

子という．前接近単位格子が存在しない海草図を前 ような任意の右上がり領域グラフの列とする．$G_{y}$

交差海草図といい，後接近単位格子が存在しない海 は $P$ $Q$ に対する右上がり領域グラフであるとす
$y$ $y$

草図を後交差海草図という．どちらも一意であるこ
る．$\beta_{y}$を，$y$

を $G$ の海藻全単射とする．したがって，$\beta_{0}$

とを帰納法によって示すことができる．図 1の (a). は恒等写像である．$\tilde{G}$ で $1\leq x\leq y$ かつ $G_{x}$ が
$y$ ’

(b) は，それぞれ前交差海藻図，後交差海藻図である．
$G_{x-1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ $u(i_{x},j_{x})$ を追加することで得られるすべて

海藻図における辺 $r$ をもつ海藻を $r$ 海藻という．
の $x$ に対する $u(i_{x},j_{x})$ からなる右上がり領域グラフ

$1\leq e\leq m,$ $1\leq f\leq n,$ $1\leq g\leq m,$ $1\leq h\leq n$ を表す．以下に，$\tilde{G}_{z}$ に含まれる $u(e, f)rightarrow u(g, h)$

である任意の開単位格子 $u(e, f),$ $u(g, h)$ に対して，
である開単位格子 $u(e, f),$ $u(g, h)$ の対をそれぞれ

$u(e, f)rightarrow u(g, h)$ で，辺 $u^{l}(e, f),$ $u^{t}(e, f)$ をもつ
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$O(\log(m+n))$ 時間で求め，これを用いて，逐次的 が接近単位格子であり，$S$ 中の海藻 $S$ と $\mathcal{T}$ 中の海藻
に各 $\beta_{y-1}$ を $\beta_{y}$ に定数時間で更新する $O(mn)$ 領域 $T$ がそれぞれ辺 $u^{l}(i,j),$ $u^{t}(i,j)$ をもつとき，$S$ と $T$

アルゴリズムを提案する．は順接近するということにする．この定義より，任
アルゴリズムは次の定理に基づく．意の時刻において，どの $S$ 中の海藻と $T$ 中の海藻も

順接近しないことを帰納法によって示せば十分であ定理 1 $G$ を $P,$ $Q$ に対する右上がり領域グラフとし，
$c$

る．最初の時刻において，$S,$ $\mathcal{T}$ 中の海藻はすべて前
$u(e, f)$ を任意の開単位格子とする．$P$ が辺 $u^{l}(e, f)$ ,

$\theta$

交差海藻図のものであるから，どの $S$ 中の海藻 $S$ と
$u^{t}(e, f)$ をもつならば，$u(e, f)$ が前接近単位格子であ

海藻$\mathcal{T}$ 中の海藻 $T$ も順接近しない．なぜなら，$S,$ $T$ が$ef$ $S$ぜなる海藻図を $G$がもつための必要条件は，$u(e, f)rightarrow$
$’$

それぞれ $l$$u(e,f)$ 海藻と $u^{t}(e,f)$海藻ならば，$S$ と $T$

$u(g, h)$ である $u(g, h)$ が $G$ に含まれることである．
$\grave$

順接近するためには
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$tが順接近するためには後接近単位格子で出会わなけ

同様に，$u(g, h)$ を任意の開単位格子とすると，$Q$ が
ればならず，一方，そうでないならば，前接近単 $\ulcorner$

辺 $u^{b}(g, h),$ $u^{r}(g, h)$ をもつならば，$u(g, h)$ が後接近
$\underline{|}L$

単位格子である海藻図を $G$ がもつための必要十分条 格子で出会わなければならないからである．ある時
刻において，どの $S$ 中の海藻と $\mathcal{T}$ 中の海藻も順接近

件は，$u(e, f)rightarrow u(g, h)$ である $u(e,f)$ が $G$ に含
しないと仮定する．次の時刻において，$S$ 中の海藻

まれることである．
$S$ と $T$ 中の海藻 $T$が順接近するためには，$S$ 中の海

証明 辺 $u^{l}(e, f),$ $u^{t}(e, f)$ をもつ $P_{*}$ と辺 $u^{b}(g, h)$ , 藻 $S’$ が存在して，$S’$ は $T$ と前接近単位格子におい
$u^{r}(g, h)$ をもつ $Q_{*}$ に対する右上がり領域グラフ $G_{*}$ て出会い，かつ，$S$ と後接近単位格子において出会

の前交差海草図において，$u^{l}(e,f)$海藻と $u^{t}(e, f)$海うか$\searrow$ そうでなければ，$\mathcal{T}$ 中の海藻 $T’$ が存在して，
藻が出会う開単位格子は $u(e, f)$ と $u(g, h)$ のみであ $T’$ は $S$ と前接近単位格子において出会い，かつ，$T$

るとする．$P$ は辺 $u^{l}(e, f),$ $u^{t}(e, f)$ をもつとする．と後接近単位格子において出会う必要がある．しか
はじめに，$u(g, h)$ が $G$ に含まれない場合につい し，このことは帰納法の仮定に矛盾する．したがっ
て示す．$G$ の前交差海草図における $u^{l}(e, f)$ 海藻，て，どの $S$ 中の海藻と $\mathcal{T}$ 中の海藻も順接近しない．
$u^{t}(e, f)$ 海藻がそれぞれ $G_{*}$ の前交差海草図における 以上より，$G$ の任意の海藻図 $D$ において，$u^{l}(e, f)$

$u^{l}(e, f)$海藻，$u^{t}(e, f)$ 海藻の接頭辞であることは容 海藻と $u^{t}(e, f)$ 海藻が出会う開単位格子は交差単位
易に示せる．したがって，$G$ の前交差海草図におけ 格子である $u(e, f)$ のみである
る $u^{l}(e, f)$ 海藻と $u^{t}(e, f)$ 海藻が出会う開単位格子 次に，$u(g, h)$ が $G$ に含まれる場合について示す．
は交差単位格子である $u(e, f)$ のみである．$D$ を $G$ $P$ と辺 $u^{l}(g, h),$ $u^{t}(g, h)$ をもつ $Q’$ に対する右上がり
の任意の海草図とする．$G$ の前交差海草図は，$D$ を領域グラフ $G’$ が $G$の部分グラフであるとする．$G’$ の

海藻図の初期値として，ある海藻の対 $S,$ $T$ が前接 前交差海草図は $G_{*}$ の前交差海草図と同じ $u^{l}(e, f)$ 海
近単位格子 $u(i,j)$ において出会うとき，$S$ と $T$ が藻と $u^{t}(e, f)$ 海藻をもつから，この海藻図において，
$u(i,j)$ において交差するように海藻図を変更するこ $u^{l}(e, f)$ 海草と $u^{t}(e, f)$ 海草は交差単位格子 $u(e, f)$

とを繰り返すことによって得られる．$D$ は逆の手順 と後交差単位格子 $u(g, h)$ でのみ出会う．この海藻図
により $G$ の前交差海草図から得られるから，この過 の $u^{l}(e, f)$ 海草と $u^{t}(e, f)$ 海草が交差する開単位格
程において $u^{l}(e, f)$ 海藻と $u^{t}(e,f)$ 海藻が出会う後 子を $u(g,h)$ になるように変更することで得られる海

接近単位格子が生じないことを示せばよい．$\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}$図を $D’$ とする．したがって，$D’$ において $u(e, f)$

$S$ を，海草図における $u^{l}(e, f)$ 海草および $P$ にお は前接近単位格子である．$D’$ の各海草を接頭辞とす
いて $u^{t}(e, f)$ よりも後に現れるすべての辺 $p$ に対す る海草をもつ $G$ の海草図は容易に構築できる．この
る $P$海草からなる集合とし，同様に $\mathcal{T}$を，$u^{t}(e, f)$ 海 草図において $u(e, f)$ は前接近単位格子である．
草および $P$ において $u^{l}(e, f)$ よりも前に現れるすべ 定理の他の場合についても，同様に示せる．口
ての辺 $P$ に対する $P$海草からなる集合とする．$u(i,j)$

63



提案するアルゴリズムは，それまでに見つかっ
た $u(e, f)rightarrow u(g, h)$ である開単位格子 $u(e, f)$ ,

$u(g, h)$ の対を，$1\leq i\leq m,$ $1\leq i\leq n$ である各単

位格子 $u(i,j)$ を頂点としてもつグラフ $U$ に $u(e, f)$ ,

$u(g, h)$ を結ぶ辺を追加することによって保持する．

また，$\tilde{G}_{y}$ の前交差海藻図と後交差海藻図および $U$ を

用いて，$G_{y-1}$ の海藻全単射 $\beta_{y-1}$ から $G_{y}$ の感想全

単射 $\beta_{y}$ への定数時間更新および $u(e, f)rightarrow u(g,h)$

である開単位格子 $u(e, f),$ $u(g, h)$ の $O(\log(m+n))$

時間探索を行う．$\tilde{G}_{y}$ の前交差海藻図と後交差海藻図

の各海藻は，辺 $u^{b}(i,j)$ または $u^{r}(i,j)$ を第 $i+j$番目

の位置にある要素として格納する高さ $O(\log(m+n))$

の二分探索木として表される．$\tilde{G}_{0}$ の各海藻図におけ
る各海藻は 1個の辺のみからなるため，それを表す
二分探索木は $O(\log(m+n))$ 時間で構築できる．

$1\leq y\leq z$ である各添え字 $y$ の昇順に，アルゴリ
ズムは以下のように動作する．$P_{y-1},$ $P_{y}$ がそれぞ

れ辺 $u^{l}(i,j),$ $u^{t}(i,j),$ $P_{y}$ が辺 $u^{b}(i,j),$ $u^{r}(i,j)$ をも

つ ( $G_{y-1}$ の $P$側から単位格子 $u(i,j)$ が削除される)

ならば，$U$ が $u(i,j)rightarrow u(g, h)$ を表す辺をもつか

否かを調べる．もしもそのような $u(g, h)$ が $G_{y}$ に含

まれるならば，定理 1より，$\beta_{y}$ は $\beta_{y-1}$ と等しいた

め更新する際に変更は必要ない．そうでない場合は，
$u^{b}(i,j)$ が $P$ の第 $k$番目の辺であるとき，$\beta_{y-1}$ の $k$ ,

$k+1$ に対する値を互いに入れ替える変更のみで $\beta_{y}$

が得られる．$G_{y-1}$ の $Q$ 側の単位格子が削除される
場合も，同様の方針で $\beta_{y-1}$ を $\beta_{y}$ に更新できる．ど
ちらの場合も $\tilde{G}_{y}$ は $\tilde{G}_{y-1}$ に等しいから，前交差海
藻図と後交差海藻図の更新は必要ない．

$P_{y-1},$ $P_{y}$ がそれぞれ辺 $u_{r}(i,j),$ $u_{b}(i,j)$ , 辺

$u\iota(i,j),$ $u^{t}(i,j)$ をもつ $(G_{y-1}$ の $P$ 側に単位格子
$u(i,j)$ が追加される) 場合は，以下のように動作する．
$u^{b}(i,j)$ が $P$ の第 $k$番目の辺であるとき: $\beta_{y-1}(k)>$

$\beta_{y-1}(k+1)$ ならば，$\beta_{y}$ は $\beta_{y-1}$ に等し $A|$ . そうでない
ならば，$\beta_{y-1}$ の $k,$ $k+1$ に対する値を互いに入れ替

える変更のみで $\beta_{y}$ が得られる．$u(i,j)$ が $\tilde{G}_{y-1}$ に含

まれない場合は，以下のように $U$ と海藻図を更新す

る．$\tilde{G}_{y-1}$ の後交差海藻図は，$u^{b}(i,j)$ 海藻と $u^{r}(i,j)$

海藻の先頭にそれぞれ，$\beta_{y-1}(k)>\beta_{y-1}(k+1)$ な

らば $u^{l}(i,j),$ $u^{t}(i,j)$ , そうでないならば，$u^{t}(i,j)$ ,

$u^{l}(i,j)$ を追加することで，$\tilde{G}_{y}$ の後交差海藻図に更

新できる．一方，$\tilde{G}_{y-1}$ の前交差海藻図は，$u^{b}(i,j)$ 海

藻と $u^{r}(i,j)$ 海藻の先頭にそれぞれ $u^{t}(i,j),$ $u^{l}(i,j)$

を追加し，それらが交差する $u(i,j)$ 以外の開単位格

子 $u(g, h)$ を $O(\log(m+n))$ 時間で二分探索した後

に，もし見つかったならば，$u^{r}(g, h),$ $u^{b}(g, h)$ をそ

れそれ先頭とする接尾辞を $O(\log(m+n))$ 時間で交

換することで，$\tilde{G}_{y}$ の後交差海藻図に更新できる．ま
た，$u(g,h)$ が見つかった場合は，$u(i,j)rightarrow u(g, h)$

であるから，$u(i,j)$ と $u(g, h)$ の間に辺を加えること

で $U$ を更新する．$G_{y-1}$ の $Q$側に単位格子が追加さ

れる場合も，同様の方針で $\beta_{y-1},$ $U$ および海藻図を

更新する．
上に述べた $0(mn)$領域アルゴリズムが，$\tilde{G}_{z}$ に含

まれる $u(e, f)rightarrow u(g,h)$ である開単位格子 $u(e, f)$ ,

$u(g, h)$ の対を逐次的にそれぞれ $O(\log(m+n))$ 時間

で求め，この過程において，$y=1,2,$ $\ldots,$
$z$ の順に，

$G_{y-1}$ の海藻全単射 $\beta_{y-1}$ を $G_{y}$ の海藻全単射 $\beta_{y}$ に

定数時間で更新することは，容易に確認できる．
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