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摘要．離散時間のマルコフタイプのハイブリツド決定過程を定義し，割引された総利得の最

適化問題を考察する．そして動的計画法の考え方を適用して，最適利得関数はある作用素の

不動点として与えられ，最適政策の特徴付けがなされる．

1 はじめに

可信性測度は Liu[7] によって提案された．自己双対性の公理を含んだ理論であり，不
確実性の問題を分析する一つの手法として研究がなされている．一方，Chance 理論は

可信性理論と確率理論の統合理論であり [6] よって提案されている．可信性理論に基づい
て，M. Kageyama and K. Iwamura[4] は，可信性核の概念を与えて離散時間の可信性過
程を構成した．さらに，2011年に，Chnace 理論の動的システムとして，M. Kageyama

ら [5] が離散時間のハイブリッド過程を定義してその性質を分析した．ファジー動的シス
テムについてはたとえば [3] を参照のこと．

この論文は，Chance理論を利用した M. Kageyama らの論文 [5] のモデルに action を

採り入れて，マルコフタイプの決定過程を構成した．

まず，必要な記号と基礎となる Chance 測度とハイブリツド変数の期待値などを紹介し

ておく．

任意の非空集合 $X$ , 関数 $g:X\mapsto[O, O.5]$ が下記の式を満たすとき関数 $g$ は $X$ に関し

て条件だを満たすということにする．

$\sup_{x\in X}g(x)=0.5$ , (1.1)

$\sup_{x\neq x^{*},x\in X}g(x)=0.5$
if $g(x^{*})=0.5$ . (1.2)

そのような関数の全体を $\mathscr{K}(X)$ で表す．
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ボレル集合 $X$ に対して，$\mathscr{P}(X)$ を $X$ 上の確率測度の全体とする．$X$ の部分集合の全

体を $\mathcal{P}(X)$ で表す．$\Theta:=\{\theta_{1}, \theta_{2}, \cdots, \theta_{l}\}$ をパラメータ空間で有限集合とする．可算集合
$S:=\{1,2, \cdots\}$ を状態空間とする．

$\mathscr{K}(\Theta);=\{g=(g(\theta_{1}), g(\theta_{2}), \cdots, g(\theta_{l}))|0\leq g(\theta_{i})\leq 0.5, g\in \mathscr{K}(\Theta)\},$ $\mathscr{P}(S);=$

$\{p=(p(1),p(2), \cdots)|p(i)\geq 0, \sum_{i=1}^{\infty}p(i)=1\}$ , そして，$X:=\mathscr{K}(\Theta)\cross \mathscr{P}(S)$ と定義

する．

$(g,p)\in X$ にたいして，$\Theta\cross S$ 上の関数 $\delta$ を下記の通り定義する．

$\delta(\Lambda|g,p)=\max g(\theta)\theta\in\Theta\wedge p(\Lambda(\theta))$ . (1.3)

ただし

$\Lambda(\theta)=\{x\in S|(\theta, x)\in\Lambda\}$ . (1.4)

$\Theta\cross S$ 上の chance 測度 Ch$(\cdot|g,p)$ は，次で定義される (cf. [7]). 任意の $\Lambda\in\Theta\cross S$ に対

して

$Ch(\Lambda|g,p)=\{\begin{array}{ll}\delta(\Lambda|g,p) if \delta(\Lambda|g,p)<0.5,1-\delta(\overline{\Lambda}|g,p) if \delta(\Lambda|g,p)=0.5.\end{array}$ (1.5)

$\{\Theta\cross S, \mathscr{P}(\Theta\cross S), Ch(\cdot|g,p)\}$ は $(g,p)\in X$ から構成された chance 空間という．

関数 $\tilde{r}:\Theta\cross S\mapsto \mathbb{R}^{+}:=[0, \infty)$ をハイブリッド変数といい，その期待値 $E(\tilde{r}|g,p)$ は

Choquet 積分により下の式で定義する．

$E( \tilde{r}|g,p)=\int_{0}^{\infty}Ch(\{\tilde{r}\geq t\}|g,p)dt.$

2 ハイブリッド決定過程

任意の空でない集合 $X,$ $Y$ に対して，$q(y|x)$ : $X\cross Yarrow[O, 0.5]$ が，各 $x\in X$ に対

して $q(\cdot|x)\in \mathscr{K}(Y)$ を満たすとき可信性核 (Credibilistic kernel) といい，その全体を
$\mathscr{K}(Y|X)$ で表す (cf. [4]). 任意のボレル集合 $X,$ $Y$ に対して $X$ が与えられたときの $Y$ の

確率核 (stochastic kernel) といい，その全体を $\mathscr{P}(Y|X)$ で表す (cf.[l]).

ここで，マルコフタイプのハイブリッド決定過程を定義する．$A=\{a_{1}, a_{2}, \cdots, ak\}$ を

有限な行動空間，可信性核を $q(\theta’|\theta, a)\in \mathscr{K}(\Theta|\Theta\cross A)$ , 確率核を $p(j|i, a)\in \mathscr{P}(S|S\cross A)$ ,
上に有界な利得関数を $\tilde{r}$ : $\Theta\cross S\cross Aarrow R^{+}=[0, \infty)$ , とする．状態空間 $X=$

$\mathscr{K}(\Theta)\cross \mathscr{P}(S)$ の上の離散時間のマルコフタイプの決定過程を下記の通りに定義する．
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初期状態 $(go, p_{0})$ $\in X$ に対して行動 $a_{1}\in A$ を選択すると次の二つのことが起こる．

(i) 状態の推移 : $(g_{0},p_{0})arrow(g_{1},p_{1})$ は下の式 (2.1) と (2.2) で与えられる．

$g_{1}( \theta’)=\max g_{0}(\theta)\theta\in\Theta\wedge q(\theta’|\theta, a_{1})=:T_{q}(g_{0}|a_{1})\theta’\in\Theta$ , (2.1)

$p_{1}(j)= \sum_{i\in S}p(j|i, a_{1})p_{0}(i)=:T_{p}(p_{0}|a_{1})$
(2.2)

(ii) 利得 $\tilde{r}$ 発生し，その期待値は次で与えられる．

$r(g_{0},p_{0}, a_{1}):= \int$ Ch $(\{(\theta, x)|\tilde{r}(\theta, x, a)\geq t\}|g_{0},p_{0})dt$ (2.3)

以下状態 $(g_{1},p_{1})$ から決定と状態の推移，利得の発生が次々と繰り返す．
状態空間 $X$ の距離 $\rho$ を次により定義する．$(g,p),$ $(g’,p’)\in X$ に対して

$\rho((g, p), (g’,p’))=\max|g(\theta)-g’(\theta)|+\sup_{i\theta\in\Theta\in S}|p(i)-p’(i)|$ . (2.4)

$\rho$ による X の Borel 部分集合の全体を $\mathcal{B}(X)$ と表す．

定常政策 $f$ を，可測関数 $f:Xarrow A$ とする，ie., 任意の $a\in A$ に対して

$B_{a}:=\{(g,p)\in X|f(g,p)=a\}\in \mathcal{B}(X)$ (2.5)

定常政策 $f$ の全体を $\mathbb{F}$ で表す．

初期状態 $(9, p)\in X$ のとき $f\in \mathbb{F}$ を用いたときの割引された総利得 $(0<\beta<1)$ を

$\varphi_{f}(g,p)=\sum_{t=0}^{\infty}\beta^{t}r(g_{t},p_{t}, f(g_{t},p_{t}))$ (2.6)

と定義する．但し

$\{\begin{array}{l}g_{0}=g,p_{0}=p,g_{t}=T_{q}(g_{t-1}|f(g_{t-1},p_{t-1})),p_{t}=T_{p(Pt-1}|f(gt-1,Pt-1)) , t\geq 1.\end{array}$ (2.7)

問題は $\varphi_{f}(g,p)$ を最大にする $f\in \mathbb{F}$ を求めることである．

$\overline{\varphi}(g,p)$ $:= \sup\varphi_{f}(g,p)$ を値関数 (Value function) といい，すべての $(g,p)\in X$ に対
ノ $\in \mathbb{F}$

して $\overline{\varphi}(g,p)=\varphi_{f^{*}}(g,p)$ を満たす $f^{*}\in \mathbb{F}$ が存在するとき $f^{*}$ を最適政策という．
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3 解析

補題 3.1 任意の $f\in \mathbb{F}$ に対して，$r(g_{t},p_{t}, f(g_{t},p_{t}))$ は初期状態 $(go, p_{0})$ $=(g,p)\in X$

の関数として可測である．

証明: $t=1$ のときを証明する．任意の $d\in \mathbb{R}^{+}$ に対して，$\mathbb{C}_{d}:=\{(\theta, x)|r(g_{1},p_{1}, f(g_{1},p_{1}))$

$\leq d\}\in \mathcal{B}(X)$ を示せばよい，ただし $g_{1},p_{1}$ はそれぞれ (2.1) と (2.2) によって与えられ

る．各 $a\in A$ に対して $Ch(\{(\theta, x)|\tilde{r}(\theta, x, f(g_{1},p_{1}))\geq t\}|g,p)$ は $(1.3)-(1.5)$ , (2.1),(2.2)
および $\Theta\cross X$ が可算集合であることから明らかに $(g,p, t)\in X\cross \mathbb{R}^{+}$ の可測関数である．

従って (2.3) より $r(g_{1},p_{1}, a)$ は $(g,p)\in X$ の可測関数である．$\mathbb{C}_{d}$ は

$\mathbb{C}_{d}=\bigcup_{a\in A}\{(g,p)|r(g_{1},p_{1}, a)\leq d\}\cap(T_{q}(\cdot|a), T_{p}(\cdot|a))^{-1}(\mathcal{B}_{a})$

と表される．$A$ は有限集合なので (2.5) より $\mathbb{C}_{d}\in \mathcal{B}_{a}$ が示された．

$t=0$ および $t\geq 2$ の場合も同様に $r(g_{t},p_{t}, f(g_{t},p_{t}))$ の可測性が示される．$\square$

定理 3.1任意の $f\in \mathbb{F}$ に対して，割引された総利得 $\varphi_{f}(g,p)$ は $(g,p)\in X$ の関数と

して可測である．

証明 : 補題 3.1から明らかである $\square$

$\overline{X}$ を $X$ 上の有界な可測関数の全体とし，$\varphi,$
$\varphi’\in\overline{X}$ に対して， 上の距離 $\overline{\rho}$ を下記

の通り定義する．

$\overline{\rho}(\varphi, \varphi’)=\sup_{(g,p)\in X}|\varphi(g,p)-\varphi’(g,p)|$
. (3.1)

明らかに $(\overline{X},\overline{\rho})$ は完備である．

任意の $f\in \mathbb{F}$ に対して $\overline{X}$ 上の作用素 $U_{f}$ を次で定義する．

$U_{f}\varphi(g,p)=r(g,p, f(g,p))+\beta\varphi(T_{q}(g|f(g,p)), T_{p}(p|f(g,p)))$ (3.2)

補題 3.2 $U_{f}$ は $\overline{X}$ 上の縮小写像である．

証明 : 任意の $(g,p)$ に対して

$|U_{f}\varphi(g,p)-U_{f}\varphi’(g,p)|$

$=\beta|\varphi(T_{q}(g|f(g,p)), T_{p}(p|f(g,p)))-\varphi’(T_{q}(g|f(g,p)), T_{p}(p|f(g,p)))|$

$\leq\beta\sup_{(g,p)\in X}|\varphi(g,p)-\varphi’(g,p)|=\beta\overline{\rho}(\varphi, \varphi’)$
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従って，$\overline{\rho}(U_{f}\varphi, U_{f}\varphi’)\leq\beta\overline{\rho}(\varphi, \varphi’)$ . $\square$

定理 3.2 $\varphi_{f}$

$戸$は $U_{f}$ の唯一の不動点として与えられる．つまり，
$\varphi_{f}=U_{f}\varphi_{f}.$ (3.3)

証明 : $r$ は非負の有界な関数だから $M>0$ が存在して $0\leq r\leq M$ を満たす．(2.6) より

すべての $(g, p)\in X$ について $0\leq\varphi f\leq M/(1-\beta)$ , 故に $\varphi f\in\overline{X}.$

$\varphi_{f}(g,p)=r(g_{0},p_{0}, f(g_{0},p_{0}))+\sum_{t=1}^{\infty}\beta^{t}r(g_{t},p_{t}, f(g_{t},p_{t}))$

$=r(g_{0},p_{0}, f(g_{0},p_{0}))+ \beta\sum_{t=1}^{\infty}\beta^{t-1}r(g_{t},p_{t}, f(g_{t},p_{t}))$

$=r(g_{0},p_{0}, f(g_{0},p_{0}))+\beta\varphi_{f}(g_{1},p_{1})$

上の式から $\varphi_{f}=U_{f\varphi f}$がいえる．$\square$

淫上の作用素 $U\varphi$ を下記の通り定義する．

$U \varphi(g,p)=\max_{a\in A}\{r(g,p, a)+\alpha\varphi(T_{q}(g|a), T_{p}(p|a))\}, (g,p)\in X, \varphi\in\overline{X}$ . (3.4)

補題 3.3 $U$ は $\overline{X}$ 上の縮小写像である．

証明 : と $U$ の定義から明らかに $U$ はからへの写像である．また，任意の
$(g,p)\in X$ に対して，任意の $\varphi,$

$\varphi’\in$ が

$|U \varphi(g,p)-U\varphi’(g,p)|\leq\alpha\max_{a\in A}|\varphi(T_{q}(g|a), T_{p}(p|a))-\varphi’(T_{q}(g|a), T_{p}(p|a))|$

$\leq\alpha \sup |\varphi(g,p)-\varphi’(g,p)|$

$(g,p)\in X$

$=\alpha\overline{\rho}(\varphi, \varphi’)$ .

これより $\overline{\rho}(U\varphi, U\varphi’)\leq\alpha\overline{\rho}(\varphi, \varphi’)$が成り立つ．$\square$

補題 3.4値関数 $\overline{\varphi}$ は有界な可測関数である．つまり，$\overline{\varphi}\in X.$

証明 : 定理 3.1より $\varphi f\in\overline{X}.$ $narrow\infty$ のとき $U^{n}\varphi_{f}arrow\overline{\varphi}(cf.[2,9])$ . $U^{n}\varphi_{f}$ は可測

関数であるから $\overline{\varphi}$ も可測関数である．また，$0\leq U^{n}\varphi_{f}\leq M/(1-\beta)$ $(n\geq 1)$ より

$0\leq\overline{\varphi}\leq M/(1-\beta)(n\geq 1)$ . 以上より $\overline{\varphi}\in$ となる $\square$
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定理 3.3次の (i) –(iii) が成り立つ．

(i) 値関数 $\overline{\varphi}$ は $U$ の唯一の不動点である．

(ii) 最適政策 $f^{*}\in \mathbb{F}$ が存在する．

(iii) $U\overline{\varphi}=U_{f}\overline{\varphi}$ を満たす $f\in \mathbb{F}$ は最適政策である．

証明 :(i) $\overline{X}$ はバナッハ空間であり，任意の $(g, p)\in X$ に対して

$\varphi_{f}(g, p)=\sum_{t=0}^{\infty}\beta^{t}r(g_{t}, p_{t}, f(g, p))$

$=r(go, Po, f(go, p0))+ \sum_{t=1}^{\infty}\beta^{t}r(g_{t}, p_{t}, f(g_{t}, p_{t}))$

$\leq r(g0, p_{0}, f(go, Po))+\beta\varphi f(g_{1}, p_{1})$

$\leq r(g_{0}, p_{0}, f(g_{0}, p_{0}))+\beta\overline{\varphi}(g, p)$

$\leq\max_{a\in A}[r(g0, p_{0}, a)+\beta\overline{\varphi}(g_{1}, p_{1})]$

$=U\overline{\varphi}(g, p)$ .

したがって，$\sup_{f\in \mathbb{F}}\varphi_{f}(g,p)=\overline{\varphi}(g,p)\leq U\overline{\varphi}.$

次は，$\overline{\varphi}\geq U\overline{\varphi}$ を証明する．$A$ が有限なので次を満たす $f^{*}\in \mathbb{F}$ が存在する

$U\overline{\varphi}(g,p)=r(g,p, f^{*}(g,p))+\beta\overline{\varphi}(g_{1},p_{1}) , (g,p)\in X.$

$\overline{\varphi}\leq U\overline{\varphi}$ より

$U\overline{\varphi}(g,p)\leq r(g,p, f^{*}(g,p))+\beta U\overline{\varphi}(g_{1},p_{1}) , (g,p)\in X.$

これを繰り返して

$U \overline{\varphi}(g,p)\leq\sum_{t=0}^{n}\beta^{t}r(g_{t},p_{t}, f^{*}(g_{t},p_{t}))+\beta^{n+1}\overline{\varphi}(g_{t+1},p_{t+1})$ .

$narrow\infty$ より $U\overline{\varphi}\leq\varphi_{f^{*}}\leq\overline{\varphi}$ . すなわち，$\overline{\varphi}=U\overline{\varphi}$ を得る

(ii) と (iii) については (i) の証明の中ですでに示されている．
口
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