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概要
この報告集では，分数べき積分作用素とウェーブレットとの関係に関して

論じる．また，講演内で話した関連する話題にも触れる．
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1 導入
分数べき積分作用素は

$I_{\alpha}f(x)= \int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{f(y)}{|x-y|^{n-\alpha}}dy$

によって与えられる．ハーディー．リトルウッド・ソボレフの不等式は

$\Vert I_{\alpha}f\Vert_{L^{q}}\leq c\Vert f\Vert_{Lp}, 1<p<q<\infty, \frac{1}{q}=\frac{1}{p}-\frac{\alpha}{n}$

で与えられる不等式であるが，証明方法としては例えば，以下の方法がある．
1. ヤングの不等式を改良する．[1]

2. ハーディー．リトルウッドの極大作用素を用いる．[2]

3. リトルウッド．ペイリー理論を活用する．[13]

これらの巧妙なテクニックを用いないと，$I_{\alpha}f(x)$ の定義式に現れてぃる広義積分
は計算できない．実際に，$|x-y|^{\alpha-n}$ の絡んだ不定積分を正確に計算するのは原理
的に不可能であるからである．本講演の目的は，ウェーブレットを介して，この

$I_{\alpha}$ を分解する方法を与えることである．この分解方法を使えば，ある程度の段階
まで，$I_{\alpha}$ を計算できることがご理解いただけるであろう．

$*$本研究は科研費 若手研究 $B$ 課題番号 21740104 「調和解析の数学一般への応用」
の補助を受けております．
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2 ハールウエーブレット
本講演で用いるウエーブレットはハールウエーブレットである．定義を復習し

ておこう．

Definition 2.1.

1. 一変数 $t$ の関数 $h^{0},$ $h^{1}$ をそれぞれ $h^{0}(t)=x[0,1)(t),$ $h^{1}(t)=x[0,1/2)(t)-$

$x[1/2,1)(t)$ で定める．

2. $\epsilon=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{n})\in\{0,1\}^{n}$に対して，$n$変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ の関数 $h^{\epsilon}$

を
$h^{\epsilon}(x)=h^{\epsilon_{1}}(x_{1})h^{\epsilon_{2}}(x_{2})\cdots h^{\epsilon_{n}}(x_{n})$

で定める．

3. $\epsilon=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{n})\in\{0,1\}^{n}$ と $j\in \mathbb{Z},$ $m\in \mathbb{Z}^{n}$ に対して，$h_{j_{m}}^{\epsilon},(x)=h^{\epsilon}(2^{j}x-$

m $)$ とおく．

4. $E=\{0,1\}^{n}\backslash \{(0,0, \cdots, 0)\}$ とおく．

次の定理を復習しておこう．

Theorem 2.2. [3, 15] $f\in L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$f= \sum_{\epsilon\in E}\sum_{j=-\infty}^{\infty}(\sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}\langle f, h_{j,m}^{\epsilon}\rangle_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}h_{j,m}^{\epsilon})$

が $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ の位相で成り立ち，ノルム同値

$\Vert f\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}\sim\Vert(\sum_{j\in \mathbb{Z}}|\sum_{m\in Z^{n}}\langle f, h_{j,m}^{\epsilon}\rangle_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}h_{j,m}^{\epsilon}|^{2})^{1/2}\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}$

が成り立つ．

3 分数べき積分作用素の近似について
Definition 3.1. $f$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ 関数とする．$\epsilon\in E$ と $j\in \mathbb{Z}$ に対して，

$P_{j}^{\epsilon}f= \sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}\langle f, h_{j,m}^{\epsilon}\rangle_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}h_{j,m}^{\epsilon}$

と定める．
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本稿では，次に定義する作用素 $I_{dyadic}^{\alpha}$ が $I^{\alpha}$ を近似していることを示す．

Definition 3.2. $f\in L_{1oc}^{1}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$I_{dyadic}^{\alpha}f= \sum_{\epsilon\in E}\sum_{j=-\infty}^{\infty}2^{-\alpha j}P_{j}^{\epsilon}f=\sum_{\epsilon\in Ej}\sum_{=-\infty}^{\infty}2^{-\alpha j}(\sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}\langle f, h_{j,m}^{\epsilon}\rangle_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}h_{j,m}^{\epsilon})$

と定める．

$I^{\alpha}$ と $I_{dyadic}^{\alpha}$ は似ているとはとても思えないが，回転，拡大，平行移動を組み合
わせることによって，以下のことが示される．とりあえず，「回転，拡大，平行移
動」を定義しておこう．

Definition 3.3. $f\in L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ とする．

1. $y\in \mathbb{R}^{n}$ ?こ対して，$T_{y}f=f(\cdot-y)$ と定める．

2. $t>0$ に対して，$D_{t}f=t^{-n/2}f(t^{-1}\cdot)$ と定める．

3. $A\in O(n)$ に対して，$\rho_{A}f=f(A^{-1}\cdot)$ と定める．

本稿では，積分核の性質のみを調べて，収束に関する結果は考察しない．

$K_{j}^{\epsilon}(x, y)= \sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}h_{j,m}^{\epsilon}(x)h_{j,m}^{\epsilon}(y) (\epsilon\in E, j\in \mathbb{Z})$

と定める．極限などの話を考えずに，形式的に考えれば，

$P_{j}^{\epsilon}f(x)= \int_{\mathbb{R}^{n}}K_{j}^{\epsilon}(x, y)f(y)dy$

となることは明らかであろう．$K^{\epsilon}$ を平行移動してみよう．

Lemma 3.4. $Q_{1},$ $Q_{2},$ $\cdot$

$\cdot\cdot,$
$Q_{k},$ $\cdot\cdot$ $\cdot$ を合併が $\mathbb{R}^{n}$ となる閉立方体の増大列としょう．

このとき，$\epsilon\in E$ に対して，

$\lim_{karrow\infty}\frac{1}{|Q_{k}|}\int_{Q_{k}}K_{j}^{\epsilon}(x-z, y-z)dz$

$= \sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}2^{jn}\int_{[0,2^{-j})^{n}}h_{j,m}^{\epsilon}(x-z)h_{j,m}^{\epsilon}(y-z)dz$

$=2^{jn} \int_{\mathbb{R}^{n}}h_{j,0}^{\epsilon}(x-z)h_{j,0}^{\epsilon}(y-z)d_{2}$

となる．
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証明．$k\in \mathbb{N}$ に対して，$Q_{k}$ の辺長は $2^{-j+2}$ より大きいとする．$karrow\infty$ の挙動を

調べているので，そうでない $Q_{k}$ は以後の考察の対象にはならない．立方体 $Q_{k}^{*}$ を

$\ovalbox{\tt\small REJECT}[2^{-j}k_{l}, 2^{-j}(k_{l}+m))$ の形をした立方体で $Q_{k}$ を含むものとして最大のものとす
$l=1$

る．$Q_{k}$ を補正して，$Q_{k}^{*}$ を得られたのであるが，

$\lim_{karrow\infty}\frac{1}{|Q_{k}|}\int_{Q_{k}}K_{j}^{\epsilon}(x-z, y-z)dz=\lim_{karrow\infty}\frac{1}{|Q_{k}^{*}|}\int_{Q_{k}^{*}}K_{j}^{\epsilon}(x-z, y-z)dz$

は明らかであろう．ところが，任意のベクトル $k\in \mathbb{Z}^{n}$ に対して，周期性 $K_{j}^{\epsilon}(x+$

$2^{-j}k,$ $y+2^{-j}k)=K_{j^{\mathcal{E}}}(x, y)$ が成り立つから，

$\frac{1}{|Q_{k}^{*}|}\int_{Q_{k}^{*}}K_{j}^{\epsilon}(x-z, y-z)dz=\sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}2^{jn}\int_{[0,2^{-j})^{n}}h_{j,m}^{\epsilon}(x-z)h_{j,m}^{\epsilon}(y-z)dz$

が得られる．さらに，この量を計算していって

$\sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}2^{jn}\int_{l0,2^{-j})^{n}}h_{j,m}^{\epsilon}(x-z)h_{j,m}^{\epsilon}(y-z)dz$

$= \sum_{m\in \mathbb{Z}^{n}}2^{jn}\int_{[0,2^{-j})^{n}}h_{j,0}^{\epsilon}(x-z-2^{-j}m)h_{j,0}^{\epsilon}(y-z-2^{-j}m)dz$

$=2^{jn} \int_{\mathbb{R}^{n}}h_{j,0}^{\epsilon}(x-z)h_{j,0}^{\epsilon}(y-z)d2$

が得られる．口

$K^{\epsilon}(x, y)= \sum_{\epsilon\in Ej}\sum_{=-\infty}^{\infty}2^{-j\alpha}K_{j}^{\epsilon}(x, y)$

と定める．極限に関しておおらかに考えると次のことが言える．

Corollary 3.5. $Q_{1},$ $Q_{2},$ $\cdots$ , $Q_{k},$ $\cdots$ を合併が $\mathbb{R}^{n}$ となる閉立方体の増大列としよ
う．このとき，

$\lim_{karrow\infty}\frac{1}{|Q_{k}|}\int_{Q_{k}}K^{\epsilon}(x-z, y-z)dz$

$= \sum_{\epsilon\in Ej}\sum_{=-\infty}^{\infty}2^{j(n-\alpha)}\int_{\mathbb{R}^{n}}h_{j,0}^{\epsilon}(x-z)h_{j,0}^{\epsilon}(y-z)dz$

$= \sum_{\epsilon\in Ej}\sum_{=-\infty}^{\infty}2^{j(2n-\alpha)}\int_{\mathbb{R}^{n}}h_{0,0}^{\epsilon}(2^{j}x-z)h_{0,0}^{\epsilon}(2^{j}y-z)dz$
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次に拡大について考えよう．

Lemma 3.6. 等式

$\int_{0}^{1}\sum_{j=-\infty}^{\infty}2^{(j+\kappa)(n-\alpha)}\int_{\mathbb{R}^{n}}h_{0,0}^{\epsilon}(2^{j+\kappa}x-z)h_{0,0}^{\epsilon}(2^{j+\kappa}y-z)dzd\kappa$

$= \frac{1}{\log 2}\int_{0}^{\infty}t^{2n-\alpha-1}\int_{\mathbb{R}^{n}}h_{0,0}^{\epsilon}(t(x-z))h_{0,0}^{\epsilon}(t(y-z))dzdt$

が成り立つ．

Corollary 3.7. $Q_{1},$ $Q_{2},$
$\cdots,$ $Q_{k},$ $\cdots$ を合併が $\mathbb{R}^{n}$ となる閉立方体の増大列としよ

う．このとき，

$\int_{0}^{1}2^{\kappa(n-\alpha)}\lim_{karrow\infty}\frac{1}{|Q_{k}|}\int_{Q_{k}}K^{\epsilon}(2^{\kappa}x-z, 2^{\kappa}y-z)dzd\kappa$

$= \frac{1}{\log 2}\int_{0}^{\infty}t^{2n-\alpha-1}\int_{\mathbb{R}^{n}}\sum_{\epsilon\in E}h_{0,0}^{\epsilon}(t(x-z))h_{0,0}^{\epsilon}(t(y-z))dzdt$

これを回転させることにより，

Lemma 3.8. $dvo1_{O(n)}$ で $O(n)$ のハール測度を表す．

$\int_{o(n)}\int_{0}^{1}2^{\kappa(n-\alpha)}\lim_{karrow\infty}\frac{1}{|Q_{k}|}\int_{Q_{k}}K^{\epsilon}(2^{\kappa}Ax-z, 2^{\kappa}Ay-z)dzd\kappa dvo1_{O(n)}A$

$= \int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}\sum_{\epsilon\in E}t^{2n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tA(x-z))h_{0,0}^{\epsilon}(tA(y-z))dzdtdvo1_{O(n)}A$

となる．

証明．$z$ 方向に $z\mapsto Az$の変数変換を施せばよい．口

ここで，関数

$\varphi(x, y)$

$= \int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}\sum_{\epsilon\in E}t^{2n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tA(x-z))h_{0,0}^{\epsilon}(tA(y-z))dzdtdvo1_{O(n)}A$

を具体的に計算していこう．
$z\mapsto z-y$ なる変換を施せば明らかなように，$\varphi(x, y)=\varphi(x-y, 0)$ であるか

ら，$y=0$ の場合をとくに考えればよい．$x$ は $0$ ではないものとして，固定してお
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く．また，$|x|e_{1}=(|x|, 0, \cdots, 0)$ を $x$ に移す $A_{0}\in O(n)$ を考えて，変換 $z\mapsto A_{0}z$

と $AA_{0}\mapsto A$ を施すことによって，$x=|x|e$ の場合を考えればよい．ここで，

$\varphi(x, y)$

$= \int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}\sum_{\epsilon\in E}t^{2n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tA(|x|e_{1}-z))h_{0,0}^{\epsilon}(-tAz)dzdtdvo1_{O(n)}A$

$= \int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}\sum_{\epsilon\in E}t^{n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tA|x|e_{1}+z)h_{0,0}^{\epsilon}(z)dzdtdvo1_{O(n)}A$

$=|x|^{\alpha-n} \int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}\sum_{\epsilon\in E}t^{n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tAe_{1}+z)h_{0,0}^{\epsilon}(z)dzdtdvo1_{O(n)}A$

Lemma 3.9. $\int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}t^{n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tAe_{1}+z)h_{0,0}^{\epsilon}(z)dzdtdvo1_{O(n)}A>0$ が成り

立つ．

証明．$O(n)$ の部分群 $G$ を

$G=\{diag(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha_{n}):\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha_{n}\in\{-1,1\}\}$

で定める．$K_{\epsilon}$ の代わりに，

$L^{\epsilon}(x, y)= \frac{1}{2^{n}}\sum_{A\in G}K^{\epsilon}(Ax, Ay)$

から初めて平行移動，拡大，回転を組み合わせても同じ

$|x|^{\alpha-n} \int_{o(n)}\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}t^{n-\alpha-1}h_{0,0}^{\epsilon}(tAe_{1}+z)h_{0,0}^{\epsilon}(z)dzdtdvo1_{O(n)}A$

に到達するはずである．ほとんどいたるところ $(x,$ $y$ の各成分が 2進有限小数では
ない限り，) $L^{\epsilon}$ は正値であるから，結論が得られる．口

Theorem 3.10. $Q_{1},$ $Q_{2},$ $\cdots,$ $Q_{k},$ $\cdots$ を合併が $\mathbb{R}^{n}$ となる閉立方体の増大列としよ

う．このとき，次の公式が成り立つ．

$I_{\alpha}f(x)$

$\sim\sum_{\epsilon\in E}\int_{o(n)}\int_{0}^{1}\int_{\mathbb{R}^{n}}\lim_{karrow\infty}\frac{2^{\kappa(n-\alpha)}}{|Q_{k}|}\int_{Q_{k}}K^{\epsilon}(2^{\kappa}Ax-z, 2^{\kappa}Ay-z)dzd\kappa dvo1_{O(n)}A$
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4 ハーディー．リトルウツド・ソボレフの定理への応用
に関しての注意

このアプローチで，ハーディー．リトルウッド・ソボレフの定理を証明しようと
すると，リトルウッド．ペイリー理論を用いた証明に近くなる．[14]

5 関連する等式
[12] に関連する等式が載っている．ここでは，その詳細を与える．

Definition 5.1 ([5, 6, 7, 9, 10, 11]). タイルとは $s=Q_{\nu m}\cross Q_{-\nu m’}$ の形をしてい

る集合である．ここで，$v\in \mathbb{Z},$ $m,$ $m’\in \mathbb{Z}^{n}$ とする．このようなタイル $s$ に対して，
$I_{S}:=Q_{\nu m},$ $\omega_{S}:=Q_{-\nu m’}$ とおき，タイル全体の成す集合を $\mathbb{D}$ と表す．

以後，$\Phi\in S$ を

$\chi_{Q(9/100)}\leq\Phi\leq\chi_{Q(1/10)}$

となるようにとる．

Definition 5.2.

1. $\varphi:=\mathcal{F}^{-1}\Phi.$

2. $\Psi:=\Phi-\Phi(2\cdot)$ .

3. 立方体 $Q$ に対して，$\Phi_{Q}(\xi)$ $:= \Phi(\frac{\xi-c(Q)}{\ell(Q)})$ と定める．

4. [11] $s\in \mathbb{D}$ に対して，$\varphi_{s}(x)$ $:=M_{\mathcal{C}(\omega_{s(1)}}{}_{)}T_{C(I_{S})}D\ell(I_{s})\varphi(x)$ と定める．

次の性質を示すのは容易である．

Lemma 5.3.

1. 立方体 $Q$ に対して，
$\chi_{\frac{27}{25}Q}\leq\Phi_{6Q}\leq\chi_{\frac{6}{5}Q}$ . (1)

2. $s$ をタイルとするとき，

$\mathcal{F}\varphi_{s}=T_{c(\omega_{s(1)})}M_{-c(I_{s})}D_{\ell(\omega_{s})}\Phi$ . (2)

とくに，$supp(\mathcal{F}\varphi_{s})\subset\frac{1}{5}\omega_{s(1)}.$
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(1) より，$\Phi_{6Q}$ と $\chi_{Q}$ はほとんど同じであると分かる．一方で，(2) から，フーリ
エ変換を取ると，$\varphi_{s}$ は台が $c(\omega_{s(1)})$ に集中している．
プランシュレルの定理によって，次の補題を示すのは難しくない．

Lemma 5.4. $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ ならば，

$( \sum_{:\omega_{s(2)}}|\langle f, \varphi_{S}\rangle_{L^{2}}|^{2})^{\frac{1}{2}}\lessapprox\Vert f\Vert_{2}.$

次に，時間周波数解析におけるモデル作用素を考える．

Definition 5.5. モデルニ進作用素とは

$A_{\xi,\mathbb{P}}f(x):= \sum_{ns\in \mathbb{P}:,\omega_{s(2)}\ni\xi}\langle f,\varphi_{S}\rangle_{L^{2}}\varphi_{s}, \mathbb{P}\subset \mathbb{D}, \xi\in \mathbb{R}^{n}$

で与えられる．

Lemma 5.6 ([11]). 作用素 $A_{\xi,\mathbb{P}}$ は $\mathbb{P}\subset \mathbb{D}$ と $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ について，$L^{2}$ 一様有界である．

つまり，
$\Vert A_{\xi,\mathbb{P}}:B(L^{2})\Vert\lessapprox 1.$

ここで，$B(L^{2})$ は $L^{2}$ 有界線形作用素全体のなす集合を表す．

Definition 5.7. $l$ 世代のモデル作用素 $A_{\eta,l}$ は

$A_{\eta,l}f(x):= \sum \langle f, \varphi_{S}\rangle_{L^{2}}\varphi_{s}$

$s\in \mathbb{D}:\omega_{s(2^{n})}\ni\eta, |I_{s}|=2^{ln}$

で与えられる．

Lemma 5.8. $m\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})$ が存在して，$2Q_{N}\subset Q_{N+1}$ がすべての $N\in \mathbb{N}$ に

ついて成り立つ $\{Q_{N}\}_{N\in \mathbb{N}}$ に対して，

$\lim_{Narrow\infty}Q_{N}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}f\frac{d\eta}{|Q_{N}|}=\mathcal{F}^{-1}[m(2^{l}\cdot)\cdot \mathcal{F}f]$

となる．位相は $L^{2}$ の強位相である．

証明．作用素の族
$\{Q_{N}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}\frac{d\eta}{|Q_{N}|}\}_{N\in \mathbb{N}}$
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が $B(L^{2})$ で一様有界であるから，

$f\in S_{0}=$ { $g\in S$ : $\mathcal{F}g$ は無限次数のオーダーで消える}

として構わない．

$\mathcal{F}(Q_{N}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}\frac{d\eta}{|Q_{N}|})\mathcal{F}^{-1}f= Q_{N}\mathcal{F}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}\mathcal{F}^{-1}f\frac{d\eta}{|Q_{N}|}$

を考える．$Q_{l}=Q_{l}(\eta)$ で $\ell(Q_{l})=2^{-l}$ かつ $\eta\in Q_{l(2^{n})}$ となる，あるとすれば，一意
的である二進立方体を考える．フーリエ級数展開と (2)から，$Q_{l}$ があれば，

$\mathcal{F}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}\mathcal{F}^{-1}f$

$=$ $\sum$ $\langle M_{\eta}\mathcal{F}^{-1}f,$ $\varphi_{s}\rangle_{L^{2}}\mathcal{F}M_{-\eta}\varphi_{S}$

$s\in \mathbb{D}:\omega_{s(2^{n})}\ni\eta, |I_{S}|=2^{ln}$

$= \sum_{s\in D:\omega_{s(2^{n})}\ni\eta,|I_{6}|=2^{ln}}\langle f,$

$\mathcal{F}M_{-\eta}\varphi_{s}\rangle_{L^{2}}\mathcal{F}M_{-\eta}\varphi_{s}$

$=$ $\sum$ $\langle f,$ $T_{c(\omega_{s(1)})-\eta}M_{c(I_{s})}D_{\ell(\omega_{S})}\Phi\rangle_{L^{2}}T_{c(\omega_{s(1)})-\eta}M_{c(I_{s})}D_{\ell(\omega_{s})}\Phi$

$s\in D:\omega_{s(2^{n})}\ni\eta, |I_{s}|=2^{1n}$

$=f \cdot|\Phi(\frac{+\eta-c(Q_{l(1)})}{\ell(Q_{l})})|^{2}$

となる．

$m_{l}:=2^{ln} \int_{Q_{l+1,\vec{1}}}|\Phi$ $(2^{l}(. + \eta- 2-2\vec{1}))|^{2}d\eta=\int_{\tilde{\frac{1}{2}}+Q(\frac{1}{4})}|\Phi(2^{l}\cdot+\zeta)|^{2}d\zeta$

と定めて，この等式を代入して，

$\mathcal{F}(\int_{Q_{N}}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}\frac{d\eta}{|Q_{N}|})\mathcal{F}^{-1}f=m_{l}\cdot f$

が得られる．これは，$m:= \int_{\vec{\frac{1}{2}}+Q(\frac{1}{4})}|\Phi(\cdot+\zeta)|^{2}d\zeta$ に対して，結果が得られたこ

とを意味している 口

Corollary 5.9. 補題 5. 8と同じ記号を用いて，

$M( \xi):=\sum_{l=-\infty}^{\infty}m(2^{l}\xi)$ (3)
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とすれば，

$\lim_{Larrow\infty}\sum_{l=-L}^{L}(\lim_{Narrow\infty}\int_{Q_{N}}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}f\frac{d\eta}{|Q_{N}|})=\mathcal{F}^{-1}(M\cdot \mathcal{F}f)$

となる．位相は $L^{2}$ の強位相である．

この結果によって，次の公式が得られる．

Corollary 5.10. 補題 5.8の条件の下，$\alpha>0$ を

$\alpha:=\int_{SO(n)}\int_{0}^{1}M(2^{\kappa}A\xi)d\kappa d\mu (\xi\in \mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})$

で定めれば，

$\alpha id_{L^{2}}$

$= \int_{SO(n)}\int_{0}^{1}(\sum_{l=-\infty}^{\infty}\lim_{Narrow\infty}Q_{N}\rho(A^{-1})D_{2^{-\kappa}}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}D_{2^{\kappa}}\rho(A)\frac{d\eta}{|Q_{N}|})d\kappa d\mu,$

となる．位相は $L^{2}$ の強位相である．

Remark.

1. (3) より，$\alpha$ は $\xi$ に依存しない．

2. [11] では，
$\rho(A^{-1})D_{2^{-\kappa}}T_{-y}M_{-\eta}A_{\eta,l}M_{\eta}T_{y}D_{2^{\kappa}}\rho(A)$

を考えていたが，系 5.10より，$\tau_{\pm y}$ が不要であると分かった．
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