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概要

ここでは Hurwitz型 Euler-Zagier 多重 zeta 関数の零に関する我々の論文 [14] につ
いて解説する．論文 [14] では，概均質ベクトル空間の zeta 関数，スペクトル zeta 関
数の特別な場合などの，種々の zeta 関数の零に関する結果も得られているが，それら
はここでは省略する

\S 1で Riemann zeta 関数，Hurwitz zeta 関数，Hurwitz $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ Euler-Zagier 多重 zeta
関数の定義と性質について簡単にまとめる．\S 2では zeta 関数の普遍性定理と混合普
遍性定理を導入した後，主定理を述べる．\S 3では主定理から Hurwitz 型 Euler-Zagier
多重 zeta 関数の零に関する結果を得る．さらに関連する話題についても紹介する

1 Zeta 関数

このセクシヨンでは，まず Riemann zeta 関数について述べる 次にその一般化である，
Hurwitz zeta 関数と Hurwitz $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ Euler-Zagier zeta 関数について簡単にまとめる．詳しい
内容は，[1], [9], [10] などを参照して頂きたい

1.1 Riemann zeta 関数

Riemann zeta 関数は次のように定義される

$\zeta(s) :=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{s}}=\prod_{p}(1-p^{-s})^{-1}, \sigma:=\Re(s)>1$ . (1.1)

Euler 積表示から，Riemann zeta 関数は $\sigma>1$ で零点を持たないことがわかる．級数表示
により，$\sigma>1$ において

$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n}}{n^{s}}=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{s}}-2\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{(2n)^{s}}=(1-2^{1-s})\zeta(s)$

が成り立つ 一方，$\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n}n^{-s}$ は $\Re(s)>0$で広義一様収束している．よつて Riemann
zeta 関数は $\Re(s)>0$ の範囲の有理型関数に解析接続される さらに関数等式

$\zeta(1-s)=\frac{2\Gamma(s)\cos(\pi s/2)}{(2\pi)^{s}}\zeta(s)$
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により，$\zeta(s)$ は全 $s$ 平面の有理型関数に解析接続される $\sigma<0$ では上の関数等式により
$\cos(\pi s/2)=0$ で $\zeta(1-s)=0$ . よつて $s=-2,$ $-4,$ $-6,$ $\ldots$ で $\zeta(s)=0$ となる．これらは自
明な零点と呼ばれている．$s=0$ では $\cos$ の零点と Riemann zeta 関数の極が打ち消しあっ
て，$\zeta(s)\neq 0$ となる．さらに，Euler 積表示から，$\zeta(s)$ は $\sigma>1$ で零点を持たず，上記の関
数等式から $\sigma<0$ では自明な零点以外に零点を持たないことがわかる 残された帯領域
$0\leq\sigma\leq 1$ については，1859年に Riemann により提出された次の予想がある

Riemann 予想 $0<\sigma<1$ における $\zeta(s)$ の零点は全て $\sigma=1/2$ 上にある

1896年に Hadamard と de la vall\’ee Poussinが独立に，$\zeta(1+it)\neq 0,$ $t\neq 0$ を証明した
Riemann 予想については非常に多くの研究がなされ，整数論の中心的問題の一つである
ここでは，Riemann 予想の帰結である 1890年に提唱された次の予想について述べること
だけに留める

Lindel\"of 予想 任意の $\epsilon>0$ に対して，$\zeta(1/2+it)=O(|t|^{\epsilon})$ , $t\geq 2.$

この予想を仮定すれば，凸性原理から，任意の $1/2\leq\sigma\leq 1$ に対して，$\zeta(\sigma+it)=O(|t|^{\epsilon})$ ,
$t\geq 2$ が導かれる この評価は次の命題と同値であることが知られている．
任意の $T\geq 2$ と任意の自然数 $k$ に対して次が成り立っ :

$\int_{2}^{T}|\zeta(\sigma+it)|^{2}$ん砒 $=O(T^{1+\epsilon})$ .

この Riemann zeta 関数の平均値についても様々な研究がなされている．その一例として，
$k=1$ である場合について，1949年に Atkinson は $u$ と $v$ を独立な複素変数として

$\zeta(u)\zeta(v)=\sum_{m>n>0}\frac{1}{m^{u}n^{v}}+\sum_{n>m>0}\frac{1}{m^{u}n^{v}}+\zeta(u+v) , \Re u>1, \Re v>1$

を用いて研究した 上式の右辺第 1項又は第 2項が Euler-Zagier 2重 zeta 関数と呼ばれ
ているものである

1.2 $Hurwit_{Z}g\rfloor$ Euler-Zagier 多重 zeta 関数

Riemann zeta 関数の拡張である，Hurwitz zeta 関数は以下の級数で定義される

$\zeta(s, \alpha)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{(n+\alpha)^{s}}) \Re(s)>1, 0<\alpha\leq 1.$

明らかに $\zeta(s, 1)=\zeta(s)$ であり，$\zeta(\mathcal{S}, 1/2)=(2^{s}-1)\zeta(s)$ であるので，本質的に Riemann
zeta 関数である．Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, \alpha)$ も全 $s$ 平面の有理型関数に解析接続され，さ
らに関数等式を持つことが知られている

115



Riemann zeta 関数とは異なり，$\alpha\neq 1,1/2$ であるとき , $1<\sigma<1+\alpha,$ $0<t<T$ に
おける Hurwitz zeta 関数の零点の個数は $cT$超であることが，$\alpha\neq 1/2,1$ が超越数または
有理数である場合は 1936年に Davenport と Heilbronn により，$\alpha$ が代数的無理数である
場合は 1961年に Cassels により示されている よつてこれらの場合 Hurwitz zeta 関数は
Euler 積表示を持たない $1/2<\sigma<1$ における $\zeta(s, \alpha)$ の零点については後で述べる

Hurwitz zeta 関数と先のセクシヨンの最後で導入された Euler-Zagier 2重 zeta 関数の
拡張である，Hurwitz $g$」Euler-Zagier 多璽 zeta 関数を以下で定義する

$\zeta_{r}(\mathcal{S},$

$\mathcal{S}n_{1}>n$
$\underline{1}.$

この級数は領域 $\Re(s_{1})>1$ かつ $\Re(Sj)\geq 1,2\leq j\leq r$で絶対収束し，全 $\mathbb{C}^{r}$ 平面に有理型に
解析接続される $\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{r}=1$ であるとき上の関数を Euler-Zagier 多重 zeta 関数と
呼び，さらに $s_{1},$ $\ldots$ , s。が自然数であるときは多重 zeta値と呼ばれるものであり，多くの
数学者によつて研究されている 多重 zeta 関数の解析接続についても同様である 1775
年に Eulerが既に $r=2$ かつ $s_{1}$ と $s_{2}$ が自然数である場合を考察していたことを注意して
おく ここでは Hurwitz $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ Euler-Zagier 多重 zeta 関数の解析接続として次の定理を補題
として挙げておく

Lemma 1.1 (Akiyama and Ishikawa [2]). $\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ は $s_{1}=1,$ $\sum_{j=1}^{k}s_{j}\in$

$\mathbb{Z}\geq k,$ $k=2,3,$ $\ldots,$
$r$ 上に限り , possible singularities を持つ

絶対収束域における $\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ の零については，$\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{f}$ が代数的独立

ならぱ，$\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ は $\Re(\mathcal{S}_{1})>1,$ $\Re(sj)\geq 1,2\leq i\leq r$ で無限個の零を持
つことが知られている これは [11, Proposition 3.2] で証明されていることであるが，そ
の証明を見れば，$\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{r}$ に関する仮定はいくらか弱められることがす $<$にわかる

2 普遍性定理と zeta 関数の零点

このセクシヨンでは，まず zeta 関数の普遍性について記述し，Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, \alpha)$

の $1/2<\sigma<1$ における零点分布についてまとめる．次に混合普遍性とその帰結について
述べる 最後に主定理を紹介する この主定理により多重 zeta 関数だけでなく，概均質
ペクトル空間の zeta 関数，スベクトル zeta 関数，Bames zeta 関数などの特別な場合など
零に関する結果も得られるが，それらはここでは省略する．普遍性定理の歴史，証明，一
般化等については [6], [8], [18] などを参照して頂きたい

2.1 Riemann zeta 関数，Hurwitz zeta 関数の普遍性

普遍性について記述するために，まず記号を用意する．meas $(A)$ で集合 $A$ の Lebesgue 測
度とし，$\nu_{T}\{\ldots\}$ $:=T^{-1}meas\{\tau\in[0, T]:. . .\}$ , . . . の部分には $\tau$が充たす条件が書かれる

116



$K$ と $K_{1},$
$\ldots,$

$K_{m}$ を $D$ に含まれる補集合が連結なコンパクト集合とする

Theorem $A$ (Voronin). $f(s)$ を $K$ 上で連続で零点を持たず , $K$ の内部で正則な関数とす
る このとき任意の $\epsilon>0$ に対して，

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}v_{T}\{\max_{s\in K}|\zeta(s+i\tau)-f(s)|<\epsilon\}>0.$

この定理は普遍性定理 $\langle$ universality theorem) と呼ばれるものであり，おおまかに言え
ぱ，零点を持たない任意の正則関数は Riemann zeta 関数 $\zeta(s)$ の平行移動により一様に近
似でき，しかも近似できる $\tau$ の密度は正であることを意味する．Riemann zeta 関数の普
遍性定理は Voronin により 1975年に証明された
次の定理は同時普遍性定理 (joint universality theorem ) と呼ばれるものである 1977

年に Voronin により，1979年に Gonek, 1981年に Bagchi により独立に証明された これ

らはいずれも学位論文として公表された

Theorem $B$ (Bagchi, Gonek, Voronin, independently). $f_{l}(s)$ を $K_{l}$ 上で連続で零点を持

たず，瓦の内部で正則な関数とする．$\chi_{1},$
$\ldots,$ $\chi_{m}$ を互いに非同値な Dirichlet指標とする

このとき任意の $\epsilon>0$ に対して，

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}\nu_{T}\{\max_{1\leq l}\max_{\leq ms\in K_{l}}|L(s+i\tau, \chi_{l})-f_{l}(s)|<\epsilon\}>0.$

この定理は，零点を持たない任意の正則関数の組は，非同値な Dirichlet $L$ 関数 $L(s, \chi)$

の平行移動により一様に近似でき , 近似できる $\tau$ の密度は正であることを意味する
Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, \alpha)$ の普遍性定理については次のものがある．Hurwitz zeta 関数
はオイラー積を持たないこと，近似される関数に零点を持たないという仮定が必要ないこ
とを注意しておく このような場合を強普遍性を持つということにする

Theorem $C$ (Bagchi, Gonek, independently). $\alpha$ を超越数とする $f(s)$ を $K$ 上で連続で
$K$ の内部で正則な関数とする このとき任意の $\epsilon>0$ に対して，

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}v_{T}\{\max_{s\in K}|\zeta(s+i\tau, \alpha)-f(s)|<\epsilon\}>0.$

$1/2\neq\alpha$が有理数である場合の強普遍性は，余計な因子が付いたものは定理 $B$ から導か

れるものであり，それが取り除かれたものは Sander と Steuding [17] により証明されてい
る 現在では数多くの zeta関数が普遍性を持つことが証明されている

Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, \alpha)$ の強普遍性定理から，次の $\zeta(s, \alpha)$ の $1/2<\sigma<1$ における零

点分布が証明される．$\alpha\neq 1/2$ が有理数である場合は，1977年に Voronin により，$\alpha$ が超
越数である場合は，1979年に Gonek, 1981年に Bagchi により独立に証明された

Theorem $D$ (Bagchi, Gonek, Voronin, independently). $\alpha\neq 1/2,1$ が超越数または有理
数とする $1/2<\sigma<1,0<t<T$ における Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, \alpha)$ の零点の個数は $cT$

超である
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2.2 Hybrid universality

このサブセクシヨンではまず hybrid universality について述べる これは適当な日本語訳
がないので混合普遍性と仮に訳してお $<.$ $||x\Vert$ で実数 $x$ と整数の距離で最小のものとする
$H(K)$ を $K$ 上で連続で零点を持たず $K$ の内部で正則な関数全体とする．さらに $H_{0}(K)$ を
$K$ 上で連続で $K$ の内部で正則な関数全体とする

Definition 2.1. $L$関数の集合 $L_{1},$
$\ldots,$

$L_{m}$が hybrid joint universalHyを持つとは，以下の性
質を充たすことである．fi $(s)\in H(K_{l}),$ $\{\alpha_{j}\}_{1\leq j\leq n}$ を $\mathbb{Q}$上一次独立な実数とし，$\{\theta_{j}\}_{1\leq j\leq n}$

を実数とする このとき任意の $\epsilon>0$ に対して，

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}\nu_{T}\{\max_{1\leq l}\max_{\leq ms\in K_{l}}|L_{l}(s+i\tau)-f_{l}(s)|<\epsilon, 1<.\leq n\max_{\lrcorner}\Vert\tau\alpha_{j}-\theta_{j}\Vert<\epsilon\}>0.$

これは前半部分が同時普遍性定理で，後半部分が Kronecker の近似定理である．$L$ 関数
の集合 $L_{1},$ $\ldots L_{m}$ が hybrid joint strong universality を持つ場合とは，上の定義において
$H(K_{l})$ を $H_{0}(K_{l})$ に換えればよい．歴史について簡単に触れる この形の定理を初めに示
したのは Gonek [3] である その後 Kaczorowski と Kulas [5] により改良され，Pa\’{n}kowski
[15,16] が最も一般的な形で述べている
この hybrid joint universalityから次の定理が導かれる 一般 Dirichlet級数を絶対収束

する領域で $\sum_{n=0}^{\infty}a_{n}e^{-\lambda_{n}s},$ $a_{n}\in \mathbb{C},$ $\lambda_{n}>0$で定義する．$\mathcal{D}_{s}$ を $\sigma>1/2$ で絶対収束する一
般 Dirichlet級数の成す環とする

Theorem 2.2. $L_{1},$
$\ldots$ , $L_{m}$ が hybrid joint universality を持ち , $Q_{1},$

$\ldots,$
$Q_{n}$ $\in \mathcal{D}$。とする

$F:H(K)^{m+n}arrow H(K)$ を任意の連続関数，$f_{l}(s)\in H(K)$ とし，g(s): $=F(fi(s),$ $\ldots,$
$f_{m}(s)$ ,

$Q_{1}(s),$
$\ldots,$

$Q_{n}(s))$ とする このとき任意の $\epsilon>0$ に対して，

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}\nu_{T}\{\max_{s\in K}|F(L_{1}(s+i\tau), \ldots, L_{m}(s+i\tau), Q_{1}(s+i\tau), \ldots, Q_{n}(s+i\tau))-g(s)|<\epsilon\}>0.$

$L$ 関数の集合 $L_{1},$ $\ldots L_{m}$ が hybrid joint strong universality を持つ場合は，上の定理にお
いて $H(K)$ を $H_{0}(K)$ に換えればよい 上記の定理において $Q_{1},$

$\ldots$ , $Q_{n}$ $\in \mathcal{D}$。がない場合
は [7] で扱われている この定理の証明などは，我々の論文 [12,13] を参照して頂きたい

2.3 主定理

以下に主定理を述べる．$\mathcal{D}_{s}[X]$ を $\mathcal{D}_{S}$ を係数とする多項式環とする

Main Theorem 1. 関数 $L(s)$ は hybrid universality を持ち , $P_{s}\in \mathcal{D}_{s}[X]$ は単項式でな
い最高次数が 1以上の多項式とする このとき，$P_{S}(L(s))$ は $D$ 内に無限個の零点を持つ

正確には，任意の $1/2<\sigma_{1}<\sigma_{2}<1$ に対し，関数 $P_{S}(L(s))$ は長方領域 $\sigma_{1}<\sigma<\sigma_{2},$

$0<t<T$ , ただし $T>0$ は充分大，内に $cT$ 超個の零点を持つ さらに，関数 $L(s)$ が

strong hybrid universalityを持つ場合は，単項式でないという仮定を外すことができる
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定理において，$\zeta(s)+\zeta(2s)$ や $\zeta^{2}(\mathcal{S})-\zeta(s)$ などは仮定の条件を充たしているが，$\zeta(2s)\zeta(s)$

などは除外される この定理において，関数 $L(\mathcal{S})$ が strong hybrid universalityを持ち，$P_{s}$

が単項式である場合が Theorem $D$ である．繰り返しになるが，この定理から概均質ベク
トル空間の zeta 関数，スペクトル zeta 関数の特別な場合など零点分布もわかることを注
意しておく．詳しい証明は [14] に譲るが，Theorem 2.2において、連続関数 $F$ を多項式に
したもの，代数学の基本定理，ルーシエの定理などが用いられる

次の定理は零点の個数の上か 6の評価である．証明は関数論で良く知られたリトルウツ

ドの補題などを用いる．詳細は [14] を参照して頂きたい．定理に種々の仮定を必要とする
が，関数 $L(s)$ が hybrid universality を持つ場合は，それらを充たす場合が殆どである

Main Theorem 2. 関数 $L(s)$ を $\sigma>1$ で絶対収束する一般 Dirichlet級数で，$\sigma>1/2$ に
有理型に解析接続され，有限個の極を持ち，それらは全て $\sigma=1$ 上にあるとする さら

に関数 $L(s)$ のオーダーは有限で，任意の $1/2<\sigma<1$ に対し，$\int_{2}^{T}|L(\sigma+it)|^{2}dt=O(T)$ ,
$T\geq 2$ と仮定する このとき，任意の $1/2<\sigma_{1}<\sigma_{2}<1$ に対し，関数 $P_{s}(L(s))$ は長方領
域 $\sigma_{1}<\sigma<\sigma_{2},0<t<T$, ただし $T>0$ は充分大，内に $CT$個以下の零点を璽複度も込
めて持つ

3 Hurwitz $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{J}$ Euler-Zagier 多重 zeta関数の零

この章では先の定理を利用して，多重 zeta 関数の零点分布に関する結果を導 $<.$ Hurwitz
$g\rfloor$ Euler-Zagier 多重 zeta 関数は，Main Theorem 1において $P_{s}\in \mathcal{D}_{s}[X]$ の最高次数が 1
より大である，現在知られているもので唯一の例であることを注意したい，他の例であ
る，概均質ベクトル空間の zeta 関数，スペクトル zeta 関数の特別な場合などは全て最高
次数が 1である

3.1 一変数関数とした場合

$\overline{\zeta}_{r}(s;\alpha)$ を $\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha)$ において $s:=s_{1}=\cdots=s_{r},$ $\alpha:=\alpha_{1}=\cdots=\alpha$。とし
たものとする．Hoffman の論文 [4] に基づき , 次の記号を用意する $\Sigma_{r}$ を $r$次対称群，$\Pi_{r}$

を $\{$ 1, 2, $\ldots,$
$r\}$ の分割とし，$\Pi=\{P_{1}, \ldots, P_{\iota}\},$

$c( \Pi_{r})=\prod_{j=1}^{l}(|P_{j}|-1)$ ! and $\zeta(s_{(1,\ldots,r)};\alpha, \Pi_{r})=\prod_{j=1}^{\iota}\zeta(\sum_{k\in P_{j}}s_{k}, \alpha)$ ,

と書 $<$ [4, Theorem 2.1] と同様な議論により次の補題を得る

Lemma 3.1. 特異点を除き，

$\sum_{\sigma\in\Sigma_{r}}s_{\sigma(1),(\sigma(2),\ldots,\sigma(r));\alpha_{0},\alpha_{(0,\ldots,0)})=\sum_{\Pi_{r}}c(\Pi_{r})\zeta(S_{(1,2,\ldots,r);\alpha_{0},\Pi)}}.$
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この補題から，ある多項式 $P_{r}\in \mathcal{D}_{s}[X]$ が存在し，$\overline{\zeta}_{r}(s;\alpha)=P_{r}(\zeta(s, \alpha))$が成立するこ
とがわかる．具体例を挙げると以下のようになる

$\overline{\zeta}_{2}(s;\alpha)=\frac{1}{2}\zeta(s, \alpha)^{2}-\frac{1}{2}\zeta(2_{\mathcal{S}}, \alpha)$

$\overline{\zeta}_{3}(s;\alpha)=\frac{1}{6}\zeta(s, \alpha)^{3}-\frac{1}{2}\zeta(s, \alpha)\zeta(2s, \alpha)+\frac{1}{3}\zeta(3s, \alpha)$.

Hurwitz zeta 関数 $\zeta(s, \alpha)$ が $\alpha$ が有理数又は超越数であるとき hybrid universality を持
つこと，Main Theorem 1, 2と上の補題により次の定理と系を得る

Theorem 3.2. $\alpha$ が有理数又は超越数であるとき $\overline{\zeta}_{r}(s;\alpha)$ は，任意の $1/2<\sigma_{1}<\sigma_{2}<1$

に対し，長方領域 $\sigma_{1}<\sigma<\sigma_{2},0<t<T$ , ただし $T>0$ は充分大，内に $cT$超個かつ $CT$

個以下の零点を童複度も込めて持つ

Corollary 3.3. $\alpha_{0}$ が有理数又は超越数であるとき $\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)} ; \alpha_{0}, \alpha_{(0,\ldots,0)})$ は，$1/2<$

$\Re(s_{j})<1,$ $j=1,$ $\ldots,$
$r$ において零を持つ

ここでいくつかの注意を述べておく Zhao[19] は $\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{r}=1$ であるとき，負
の整数点において $\zeta_{r}(s_{1} , S_{(2,\ldots,r)} ;\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})=0$ なる例を示し，負の整数点でない零の存
在を未解決問題として提出した Zhao による零点は自明な零点とは言い難いので実零点
と呼ぶことにし，Theorem 3.2から存在が保証される零点を複素零点と呼ぶことにする
Corollary 3.3において，$\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)} ; \alpha_{0}, \alpha_{(0,\ldots,0)})$ は多変数関数なので零点になるとは限
らないので，単に零と書いた

次に $r\geq 2$ として，Euler-Zagier 多重 zeta 関数 $\overline{\zeta}_{r}(s;1)$ に対する Lindel\"of予想を , 任意
の $\epsilon>0$ に対して，

$\overline{\zeta}_{r}(1/2+it;1)=O(|t|^{\epsilon}) , t\geq 2$

によつて定義する 詳細は省略するが，任意の $r\geq 2$ に対する Euler-Zagier 多重 zeta 関
数

-

$\zeta$r(s;1) に対する Lindel\"of予想と，Riemann zeta 関数に対する Lindel\"of予想が同値で
あることが，Lemma 3.1により証明される．よつて Euler-Zagier 多重 zeta 関数 $\overline{\zeta}_{r}(s;1)$ は

Lindel\"of予想を充たすと予想されるが，実部が 1/2より大である複素零点を持つ (Riemann
予想の類似を満足しない)zeta 関数である

3.2 変数を固定した場合

次の定理において $\alpha_{1}$ が超越数である場合は，[11] において下からの評価が示されている

Theorem 3.4. $0<\alpha_{1}<1$ は代数的無理数でないとする．$(\alpha_{2}, \ldots, \alpha_{r})\in(0,1]^{r-1}, \Re(s_{2})>$

$3/2,$ $\Re(s_{j})\geq 1,3\leq j\leq r$ なる $(s_{2}, \ldots, s_{r})\in \mathbb{C}^{r-1}$ を固定したとき，$r-1$ 童 Hurwitz 型
Euler-Zagier zeta関数に対して $\zeta_{r-1}(S_{2},$ $S_{(3,\ldots,r);\alpha_{2},\alpha_{(2,\ldots,r)})}\neq 0$ と仮定する．このとき $r$ 重
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Hurwitz 型 Euler-Zagier zeta関数 $\zeta_{r}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ は , 任意の $1/2<\sigma_{1}<\sigma_{2}<1$

に対し，長方領域 $\sigma_{1}<\Re s_{1}<\sigma_{2},0<t<T_{f}$ ただし $T>0$ は充分大，内に $cT$超個かつ
$CT$個以下の零点を重複度も込めて持つ

Main Theorem 1において最高次数を 1とするため，$r-1$ 重 Hurwitz Z Euler-Zagier
zeta 関数が $\zeta_{r-1}$ $(s_{2}, s_{(3,\ldots,r)}; \alpha_{2}, \alpha_{(2,\ldots,r)})\neq 0$ という仮定が必要になる 前のサブセクシヨ

ンと同様に，$\alpha_{1}=1$ である場合は $\zeta_{r}(s_{1}, s_{\langle 2,\ldots,r)} ;1, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ に対する Lindel\"of予想が定義
でき，Riemann zeta 関数に対する Lindel\"of予想と同値になる
以下に証明の概略を書く $\Re(Sj)>1,1\leq j\leq r$ とする 調和積公式により

$\zeta(s_{1};\alpha_{1})\zeta_{r-1}(S_{2}, \mathcal{S}_{(3,\ldots,r)\rangle};\alpha_{2}\alpha_{(3,\ldots,r)})$

$= \sum_{n_{1}\geq 0,n_{2}>\cdot\cdot>n_{r}\geq 0}.\frac{1}{(n_{1}+\alpha_{1})^{s_{1}}(n_{2}+\alpha_{2})^{s_{2}}\cdots(n_{r}+\alpha_{r})^{s_{r}}}$

$=( \sum_{n_{1}>\cdots>n_{r}\geq 0}+\sum^{*})\frac{1}{(n_{1}+\alpha_{1})^{s}1\cdots(n_{r}+\alpha_{r})^{s_{r}}}.$

を得る ただし和 $\sum^{*}$ は以下の条件を充たす

$n_{2}\geq n_{1}>n_{3}>\cdots>n_{r}\geq 0, \cdots, n_{2}>n_{3}>\cdots>n_{r}\geq n_{1}\geq 0.$

$\Re(s_{j})>1,1\leq i\leq r$ において

$\zeta_{r}^{*}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)}):=\sum^{*}\frac{1}{(n_{1}+\alpha_{1})^{s_{1}}\cdots(n_{r}+\alpha_{r})^{s_{T}}},$

と定義し，領域 $Z$ を $1-\delta<\Re(s_{1})<1,$ $\Re(s_{2})>1+\delta,$ $\Re(Sj)\geq 1,3\leq i\leq r$ と定義する．
領域 $Z$ において $\zeta_{r}^{*}$ $(s_{1} , s_{(2,\ldots,r)} ;\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ は $Z$で絶対収束する．よつて以下の等式を得る

$\zeta(\mathcal{S}_{1};\alpha_{1})\zeta_{r-1}(s_{2}, s_{(3,\ldots,r)};\alpha_{2}, \alpha_{(3,\ldots,r)})=$

(3.1)
$\zeta_{r}(\mathcal{S}_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})+\zeta_{r}^{*}(s_{1}, s_{(2,\ldots,r)};\alpha_{1}, \alpha_{(2,\ldots,r)})$ , $(\mathcal{S}_{1}, \ldots, S_{r})\in Z.$

したがつて Main Theorem 1と 2が適用できる
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