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1 序文

ここでは、実閉体 $R$ の通常の構造 $(R, +, \cdot, <)$ の順序極小拡張構造 $\mathcal{N}=$

$(R, +, \cdot, <, \ldots)$ において、 デファイナブルモース関数について考察する。順
序極小構造は、実数体 $\mathbb{R}$ の順序極小拡張構造 $\mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots)$ に限って
も、 [17] により、非可算無限個存在することが知られている。
デファイナブル集合・デファイナブル写像に関して、 [3], [4] などに性質

がまとめられている。 また、 [18] では、実数体 $\mathbb{R}$ の場合において、順序極小
構造より一般化された形でまとめられている。
ここでは、 デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、 すべて

$\mathcal{N}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ で考えるものとし、 $2\leqq r<\infty$ とする。

2 準備

順序 $<$ をもった体 $(R, +, \cdot, <)$ の順序 $<$ が線形とは、 任意の $x,y\in R$ に対し
て、 $x<y,x=y,x>y$ のどれか一つが成り立つことである。順序 $<$ が稠
密とは、 任意の $x,y\in R,x<y$ に対して、 $z\in R$ が存在して、 $x<z<y$
となることである。順序 $<$ が端点をもたないとは、任意の $x\in R$ に対して、

$y,$ $z\in R$ が存在して、 $y<x<z$ となることである。
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稠密線形で端点をもたない順序 $<$ をもった体 $(R, +, \cdot, <)$ が順序体とは、
以下の二つの条件をを満たすことである。

(1) 任意の $x,$ $y,$ $z\in R$ に対して、 $x<y$ ならば、 $x+z<y+z$ である。
(2) 任意の $x,$ $y,$ $z\in R$ に対して、 $x<y$ かつ $z>0$ ならば、 $xz<yz$ で

ある。
順序体 $(R, +, \cdot, <)$ が実体とは、 以下の同値な二つの条件のひとつを満た

すことである。
(1) $R$ の元 $x_{1},$ $\ldots,$

$x_{n}$ で、 $x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2}=-1$ となるものは存在しない。
(2) 任意の $R$ の元 $y_{1},$ $\ldots,$ $y_{m}$ に対して、 $y_{1}^{2}+\cdots+y_{m}^{2}=0$ ならば、 $y_{1}=$

$=y_{m}=0$ である。
実体 $(R, +, \cdot, <)$ が実閉体とは、以下の同値な二つの条件のひとつを満た

すことである。
(1) [多項式に関する中間値定理] 任意の $f(x)\in R[x]$ に対して、 $a<b$かつ

$f(a)\neq f(b)$ ならば、 $f([a, b]_{R})$ は、 $f(a)$ と $f(b)$ のあいだの値をすべて含む。
ただし、 $[a,$ $b|_{R}=\{x\in R|a\leq X\leq b\}$ とする。

(2) $R[i]=R[x]/(x^{2}+1)$ が代数閉体となる。
構造 $\mathcal{N}$ $=(R, (f_{i}), (L_{j}), (c_{k}))$ とは、以下のデータで定義されるものである。

1. 集合 $R$ を $\mathcal{N}$ の underlying set または universe という。

2. 関数の集合 $\{f_{i}|i\in I\}_{\backslash }$ ただし $f_{i}$ : $R^{n_{i}}arrow R,$ $n_{i}\geq 1$
。

3. 関係の集合 $\{L_{j}|j\in J\}$
、 ただし $L_{j}\subset R^{m_{j}},$ $m_{j}\geq 1$。

4 特別な元の集合 $\{c_{k}|k\in K\}\subset R$。各 $c_{k}$ を定数という。

添字集合 $I,$ $J,$ $K$ は、 空集合でもかまわない。
$f(L)$ が $m$変数関数 ( $m$変数関係) とは、 $f$ : $R^{m}arrow R(L\subset R^{m})$ となるこ

とである。
項とは、以下の 3つの規則にしたがって得られる有限列ことである。

1. 定数は項である。

2. 変数は項である。

3. $f$ が $m$ 変数関数かつ tl, . . . , 輪が項ならば、 $f(t_{1}, \ldots, t_{m})$ は項である。

論理式とは、変数、関数、 関係、論理記号、括弧、 コンマ、 $\exists,\forall$ からなる
有限列で、 以下の 3つの規則にしたがって得られるものである。

1. 任意の二つの項 $t_{1},t_{2}$ に対して、 $t_{1}=t_{2}$ と $t_{1}<t_{2}$ は論理式である。
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2. $L$ が $m$ 変数関係かつ $t_{1},$
$\ldots,$

$t_{m}$ が項ならば、 $L(t_{1}, \ldots, t_{m})$ は論理式で
ある。

3. $\phi$ と $\psi$ が論理式ならば、 $\neg\phi,$ $\phi\vee\psi$ と $\phi\wedge\psi$ は論理式である。 $\phi$ が論理
式かつ $v$ が変数ならば、 $(\exists v)\phi$ と $(\forall v)\phi$ は論理式である。

$R^{n}$ の部分集合 $X$ が $\mathcal{N}$ においてデファイナブルとは、論理式
$\phi(x_{1}, \ldots , x_{n}, y_{1}, \ldots, y_{m})$ と $b_{1},$

$\ldots,$
$b_{m}\in R$ が存在して、 $X=\{(a_{1}, \ldots, a_{n})\in$

$R^{n}|\phi(a_{1}, \ldots, a_{n}, b_{1}, \ldots, b_{m})$ が $\mathcal{N}$ で成り立つ} となることである。 このと
き、 $X$ をデファイナブル集合という。

$\mathcal{N}=(R, +, <, \cdots)$ が順序極小構造 ( $0$-minimal structure) とは、 $R$の任
意のデファイナブル集合が点と開区間の有限和となることである。ここで、
開区間とは、 $(a, b)_{R}=\{x\in R|a<x<b\},$ $-\infty\leq a<b\leq\infty$ を表すものと
する。
実閉体 $(R, +, \cdot, <)$ は、順序極小構造であり、デファイナブル集合全体は、

semialgebraic集合全体に一致する。
$R$ の位相は、 開区間を開基とする位相とする。 $R^{n}$ の位相は、 積位相と

する。
実数係数 Puiseux級数 $\mathbb{R}$ [X] $\wedge$、すなわち、 $\sum_{i=k}^{\infty}a_{i}X^{\frac{i}{q}},$

$k\in \mathbb{Z},$ $q\in \mathbb{N},$ $a_{i}\in \mathbb{R}$

と表されるもの全体は、 実閉体となり、非アスキメデス的である。
実数体 $\mathbb{R}$

、 $\mathbb{R}_{alg}=$ { $x\in \mathbb{R}|x$ は $\mathbb{Q}$ 上代数的である} は、 アルキメデス的
である。
以下の事実が知られている。

定理 2.1. (1) 実閉体の標数は $O$ である。
(2) 可算以上の任意の濃度 $\kappa$ に対して、 $2^{\kappa}$ 個の同型でない実閉体で濃度 $\kappa$

のものが存在する。

定義 2.2. $X\subset R^{n、}Y\subset R^{m}$ をデファイナブル集合とする。連続写像 $f$ :
$Xarrow Y$ がデファイナブル写像とは、 $f$ のグラフ $(\subset R^{n}\cross R^{m})$ がデファイナ
ブル集合となることである。

実閉体 $R$上で、実数体 $\mathbb{R}$ のとき同様に、 $1\leqq r\leqq\infty$ に対して、 $C^{r}$ 級関数、
$C^{r}$ 級写像を定義することができる。 ところが、一般の実閉体 $R$ では、 $C^{\infty}$ 級
関数に対してさえ、 中間値の定理、最大値最小値の定理、ロルの定理、平
均値の定理が不成立となる。 また、 一変数 $C^{\infty}$ 級関数 $f$ に対して、 $f’>0$ な
らば、 $f$ が増加しているという定理も不成立となる。以下がその例である。

例 2.3. $\mathcal{N}=(\mathbb{R}_{alg}, +, \cdot, <)$ とする。 $a,$ $b\in \mathbb{R}_{alg}$ に対して、 $[a,$ $b|_{\mathbb{R}_{alg}}=\{x\in$

$\mathbb{R}_{alg}|a\leqq x\leqq b\},$ $(a, b)_{\mathbb{R}_{alg}}=$ $\{X \in \mathbb{R}_{alg}|a<x<b\}$ とする。 関数 $f$ を
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$f;[1,10]_{\mathbb{R}_{alg}}arrow \mathbb{R}_{alg}$ を $[1, \pi]\cap \mathbb{R}_{alg}$上で $X,$ $[\pi, 2\pi]\cap \mathbb{R}_{alg}$上で $x-5,$ $[2\pi, 10]\cap \mathbb{R}_{alg}$

上で $-x+30$ と定義すると、 $C^{\infty}$ 級関数となる。 この $f$ に対して、 中間値の
定理、最大値最小値の定理、 ロルの定理、平均値の定理が不成立となる。
$[1, 2\pi]\cap \mathbb{R}_{alg}$ において、 $f’>0$ であるが、 $f$ は増加関数でない。 この $f$ は $\mathcal{N}$

においてデファイナブルでない。

デファイナブル集合 $X$ $\subset$ $R^{n}$ がデファイナブリーコンパクトと
は、 任意のデファイナブル関数 $f$ : $(a, b)_{R}$ $arrow$ $X$ に対して、極限点
$\lim_{xarrow a+0}f(x),$ $\lim_{xarrow b-0}f(x)$ が $X$ 内に存在することである。
デファイナブル集合 $X\subset R^{n}$ がデファイナブル連結とは、 $X$ の二つの空

でないデファイナブル開集合 $Y,$ $Z$ で、 $X=Y\cup Z$ かつ $Y\cap Z=\emptyset$ となるも
のが存在しないことである。
コンパクトデファイナブル集合は、デファイナブリーコンパクトであるが、

デファイナブリーコンパクト集合は、コンパクトとは限らない。連結デファイ
ナブル集合は、デファイナブル連結であるが、デファイナブル連結集合は、連結
とは限らない。たとえば、 $R=\mathbb{R}_{alg}$ なら $lf_{\backslash }^{\backslash }[0,1|_{\mathbb{R}_{a\downarrow?}}=\{x\in \mathbb{R}_{alg}|0\leq x\leq 1\}$

は、 デファイナブリーコンパクトかつデファイナ 7, $\triangleright$連結であるが、 コンパ
クトでも連結でもない。

定理 2.4 ([16]). $R^{n}$ のデファイナブル集合 $X$ に対して、 $X$ がデファイナブ
リーコンパクト集合であることと有界閉集合であることは同値である。

コンパクト集合、連結集合の連続写像のよる像が、 それぞれ、 コンパク
ト集合、 連結集合となることのデファイナブル版が以下である。

命題 2.5. $X\subset R^{n、}Y\subset R^{m}$ をデファイナブル集合、 $f:Xarrow Y$ をデファイ
ナブル写像とする。 $x$ がデファイナブリーコンパクト (デファイナブル連結)
ならば、 $f(X)$ はデファイナブリーコンパクト (デファイナブル連結) である。

デファイナブル関数に対して、例 2.3のようなことはおこらない。

定理 2.6. (1) (中間値の定理) デファイナブル連結集合 $X$ 上の任意のデファ
イナブル関数 $f(x)$ に対して、 $a,$ $b\in X$ かつ $f(a)\neq f(b)$ ならば、 $f(X)$ は、
$f(a)$ と $f(b)$ のあいだの値をすべて含む。

(2) (最大値・最小値の定理) デファイナブリーコンパクト集合 $X$ 上の任
意のデファイナブル関数 $f(x)$ は最大値最小値をとる。

(3) (ロルの定理) $f$ : $[a, b]_{R}arrow R$ をデファイナブル関数とし、 $(a, b)_{R}$ で
微分可能で、 $f(a)=f(b)$ とすると、 $f’(c)=0$ となる $c$ が $a$ と $b$ の間に存在
する。
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(4) (平均値の定理) $f$ : $[a, b]_{R}arrow R$ をデファイナブル関数とし、 $(a, b)_{R}$ で
微分可能とすると、 $f’(c)= \frac{f(b)-f(a)}{b-a}$ となる $c$ が $a$ と $b$ の間に存在する。

(5) $f$ : $(a, b)_{R}arrow R$ を微分可能なデファイナブル関数とし、 $(a, b)_{R}$ 上で
$f’>0$ ならば、 $f$ は増加している。

3 デファイナブルモース関数
$X\subset R^{n},$ $Z\subset R^{m}$ をデファイナブル集合とし、 $f$ : $xarrow z$をデファイナブル写
像とする。 $f$がデファイナブル同相写像とは、デファイナブル写像 $h:Zarrow X$
が存在して、 $f\circ h=id_{Z}$ かつ $h\circ f=id_{X}$ となることである。

$X\subset R^{n},$ $Z\subset R^{m}$ をデファイナブル開集合とし、 $f$ : $Xarrow Z$をデファイナ
ブル写像とする。 $f$ がデファイナブル $C^{r}$ 写像とは、 $f$ が $C^{r}$ 写像となること
である。デファイナブル $C^{r}$ 写像 $f$ がデファイナブルぴ微分同相写像とは、
$f$ がぴ微分同相写像となることである。

定義 3.1. (1) $r$ を非負整数または $\infty$ とする。Hausdorff空間 $X$ が $n$次元デファ
イナブル $C^{r}$ 級多様体とは、 $X$ の有限開被覆 $\{U_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda、}R^{n}$ の有限個の開集合
$\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ と有限個の同相写像 $\{\phi_{\lambda}:U_{\lambda}arrow V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ が存在して、 $U_{\lambda}\cap U_{\nu}\neq\emptyset$ と
なる $\lambda,$ $v$ に対して、 $\phi_{\lambda}(U_{\lambda}\cap U_{\nu})$がデファイナブルかつ $\phi_{\nu}\circ\phi_{\lambda}^{-1}$ . $\phi_{\lambda}(U_{\lambda}\cap U_{\nu})arrow$

$\phi_{\nu}(U_{\lambda}\cap U_{\nu})$がデファイナブル $C^{r}$ 微分同相写像となることである。 このとき、
$\{(U_{\lambda}, \phi_{\lambda})\}$ をデファイナブル $C^{r}$ 座標近傍系という。

(2) デファイナブルデファイナブル $C^{r}$級多様体 $X$ がデファイナブリーコ
ンパクトとは、任意のデファイナブル写像 $f$ : $(a, b)_{R}arrow X$ に対して、極限点
$\lim_{xarrow a+0}f(x),$ $\lim_{xarrow b-0}f(x)$ が $X$ 内に存在することである。

例 3.2. (1) $n$ 次元単位球面 $S^{n}= \{(x_{1}, \ldots, x_{n+1})\in R^{n+1}|\sum_{i=1}^{n+1}x1=1\}$ は、
$n$次元デファイナブル $C^{\infty}$ 級多様体である。

(2) $T^{2}=S^{1}\cross S^{1}$ は、 2次元デファイナブル $C^{\infty}$ 級多様体である。

デファイナブルぴ多様体・デファイナブル $C^{r}G$多様体は、 [10], [7] など
で研究されている。
基礎体が実数体 $\mathbb{R}$ のときに、 $n$ 次元 $C^{r}$ 級多様体の $\mathbb{R}^{2n+1}$ への $C^{r}$ 級埋め

込みの存在が知られているが、 そのデファイナブル版が以下である。

定理 3.3. (1) $([11J)$ 実数体 $\mathbb{R}$ の順序極小拡張構造 $\mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots)$ に
対して、 $0\leqq r<\infty$ ならば、任意のデファイナブル $C^{r}$ 級多様体は、 ある $\mathbb{R}^{n}$

へのデファイナブル $C^{r}$ 級埋め込みが存在する。
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(2) $([切実数体 \mathbb{R} の指数的順序極小拡張構造 \mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, exp, \ldots)$

に対して、任意のデファイナブル $C^{\infty}$級多様体は、ある $\mathbb{R}^{n}$ へのデファイナブ
ル $C^{\infty}$ 級埋め込みが存在する。 ただし、 $exp$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R},$ $x\mapsto e^{x}$ を表すとする。

(3) $([2J)$ 実閉体 $R$ の順序極小拡張構造 $\mathcal{N}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ に対して、
$0\leqq r<\infty$ ならば、任意のデファイナブリーコンパクトデファイナブル $C^{r}$

級多様体は、 ある $R^{n}$ へのデファイナブル $C^{r}$ 級埋め込みが存在する。

定理 3.4 ([22]). 指数関数 $exp$ は、 $\mathbb{R}_{alg}arrow \mathbb{R}_{alg}$ の関数としては、定義され
ない。

$X$ をデファイナブルぴ級多様体とし、 $f$ : $Xarrow R$ をデファイナブル $C$ア

級関数とする。 $X$ の点 $P$ が $f$ の臨界点とは、 $f$ の $P$ での微分が $0$ となること
である。 $P$が $f$ の臨界点のとき、 $f(P)$ を $f$ の臨界値という。 $f$ の臨界点 $P$が非
退化とは、 $f$ の $P$ におけるヘッセ行列が正則となるである。 この定義は、 デ
ファイナブル局所座標近傍のとり方によらないで決まる。 $f$ がデファイナブ
ルモース関数とは、 $f$ に臨界点が存在しないか、 存在すれば非退化な臨界点
となることである。
基礎体が実数体 $\mathbb{R}$ のときのモース理論の本として、 [15] がある。

定理 3.5 (e.g. [14]). 基礎体が実数体 $\mathbb{R}$ のとき、 コンパクト $C^{\infty}$ 級多様体 $X$

上のモース関数全体は、 $X$上の $C^{\infty}$ 級関数全体の集合において、 Whitney $C^{2}$

位相で開かつ稠密である。

定理 3.5のデファイナブル版を考察することが、 ここでの目的である。デ
ファイナブル版を考察するときには、、以下で定義されるデファイナブル $C^{r}$

位相を用いる。
$X$ を $R^{n}$ のデファイナブル $C^{r}$ 級部分多様体とする。 De$f^{r}(X)$ で $X$ 上の

デファイナブル $C^{r}$ 級関数全体を表すとする。 $f\in Def^{r}(X)$ とし、 $\epsilon$ : $Xarrow R$

を正値デファイナブル関数とする $f$ の De$f^{r}(X)$ における $\epsilon$ 近傍 $N(f;\epsilon)$ を
$\{h\in Def^{r}(X)||\partial^{\alpha}(h-f)|<\epsilon, \forall\alpha\in(\mathbb{N}\cup\{0\})^{n}, |\alpha|\leqq r\}$ とする。 ただし、
$\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n})\in(\mathbb{N}\cup\{0\})^{n},$ $|\alpha|=\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n},$ $\partial F=\frac{\partial^{|\alpha|}F}{\partial x_{1}^{1}\ldots\partial x_{n}^{\alpha_{n}}}$ とする。 こ

れらの $\epsilon$ 近傍から定義される De$f^{r}(X)$ の位相をデファイナブルぴ位相とい
う。 この位相は、基礎体が実数体 $\mathbb{R}$のときに定義される $C^{r}$位相、 $WhitneyC^{r}$

位相とは、 一般には異なるものである。

定理 3.6 ([8]). $X$ をデファイナブリーコンパクトデファイナブル $C^{r}$ 多様体と
し、 $2\leqq r<\infty$ とする。 このとき、 $X$ 上のデファイナブルモース関数全体の
集合 De$f_{Morse}^{r}(X)$ は、 $X$ 上のデファイナブル $C^{r}$ 級関数全体の集合 De$f^{r}(X)$

において、 デファイナブル $C^{2}$ 位相で開かつ稠密である。
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基礎体が実数体 $\mathbb{R}$ のときは、定理 3.6の同変版が知られている ([9], [13])。
以下の 3つの結果を用いて、定理 3.6を証明することができる。

補題 3.7 (e.g. [3]). $A\subset R^{n}$ をデファイナブル集合とし、 $U_{1},$
$\ldots,$

$U_{n}$ を $A$ のデ
ファイナブル開集合で $\cup$窪 lUi $=A$ とする。 このとき、 $A$ のデファイナブル開
集合 $W_{1},$

$\ldots,$
$W_{n}$ が存在して、 各 $i$ に対して、 $cl_{A}(W_{i})\subset$ 防かつ $\bigcup_{i=1}^{n}W_{i}=A$

となる。 ただし、 $cl_{A}(W_{i})$ は $W_{i}$ の $A$ における閉包を表すとする。

定理 3.8 ([2]). $X$ を $R^{n}$ のデファイナブルぴ部分多様体とし、 $0\leqq r<\infty$

とする。 $F_{1}$ ,乃を交わらない $X$ のデファイナブル閉部分集合とする。 このと
き、 デファイナブルぴ関数 $h:Xarrow R$ が存在して、 $h|F_{1}=0,$ $h|F_{2}=1$ か
つ $0\leqq h\leqq 1$ となる。

以下の定理は、 Sard の定理のデファイナブル版である。

定理 3.9 ([2]). $X$ を $R^{S}$ の $m$次元デファイナブル $C^{r}$ 部分多様体、 $Y$ を $R^{t}$ の
$n$ 次元デファイナブル $C^{r}$ 部分多様体とする。 $f$ : $Xarrow Y$ をデファイナブル
$C^{r}$ 写像とする。 このとき、 $f$ の臨界値全体の集合は、 $n$次元未満のデファイ
ナブル集合である。

順序極小構造を一般化した構造として、弱順序極小構造、局所順序極小
構造、 デファイナブル完備構造を考えることができる。弱順序極小構造は、
[22], [21], [19] などで研究さている。局所順序極小構造は、 [20], [12] などで研
究さている。
実閉体の拡張 $\mathcal{L}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ がデファイナブル完備構造とは、空でな

い $R$ の任意のデファイナブル部分集合 $A$ に対して、 $\sup A,$ $\inf A\in R\cup\{\pm\infty\}$

となることである。デファイナブル完備構造は、 [1], [6] などで研究さている。
デファイナブル完備構造上のデファイナブル関数に対して、定理 2.6のよう
な中間値の定理、最大値・最小値の定理が成り立つ。
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