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1 序論

本稿では，文献 [4] で示した擬非拡大型 ((r) 型) 写像列の共通不動点問題に関する収束
定理 (定理 3.1および 3.2) を紹介し，それらと文献 [28, 29] の結果の関係を説明する。

3節で紹介する定理 3.1および 3.2では共に，与えられた写像列と射影の列から点列を
構成し，その点列が共通不動点に収束することを証明している。定理 3.1の点列構成方法，
いわゆるハイブリッド法の先行研究として [9, 13, 17, 19-22, 24] が重要である。 また，定理
3.2で採用した点列構成方法は，[27] で導入されたものである。 この他に，極大単調作用素
のリゾルベントなどの擬非拡大型写像の先行研究としては [14-16, 18, 23] がある。 これら

の先行研究の結果を，特に射影を用いた収束定理の部分を包括的に議論しようとする試み
からまとめたものが，ここで紹介する文献 [4] である。

2 準備

本稿では，$\mathbb{N}$ を正の整数全体の集合，$E$ を実 Banach空間，$E^{*}$ を $E$ の共役空間とし，$E$ お

よび $E^{*}$ のノルムを $\Vert\cdot\Vert$ で，$x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の値を $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ で表す。 また，$E$ の点
列 $\{x_{n}\}$ が $x$ へ強収束することを $x_{n}arrow x$ , 弱収束することを $x_{n}arrow x$ と表す。 $E$ 上の双対
写像を $J$ で表す。つまり，各 $x\in E$ に対して $Jx=\{x^{*}\in E^{*}$ : $\langle x,$ $x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$

である。

以下，特に断らない限り，$E$ を滑らか (smooth), 狭義凸 (strictly convex) かつ回帰的
(reflexive) な $B$anach 空間とする。 このとき，双対写像 $J$ は $E$ から $E^{*}$ への 1価写像で全
単射である。 $E$ の凸性，滑らかさの定義および $J$ の諸性質について詳しくは，文献 [25, 26]
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を参照するとよい。

関数 $\phi:E\cross Earrow \mathbb{R}$ を，$x,$ $y\in E$ に対して

$\phi(x, y)=\Vert x\Vert^{2}-2\langle x, Jy\rangle+\Vert y\Vert^{2}$

で定義する [1]。 $C$ が閉凸集合のとき，各 $x\in E$ に対して，$\phi(z, x)=\min\{\phi(y, x):y\in C\}$

を満たす $z\in C$ がただ一つ存在する。その点 $z$ を $Q_{C}(x)$ と表し，$Q_{C}$ を $E$ から $C$ の

上への一般化射影 (generalized projection) と呼ぶ [1, 13]。 $E$ が Hilbert 空間のとき，
$\phi(x, y)=\Vert x-y\Vert^{2}$ であるから，一般化射影は Hilbert 空間における距離射影 (metric

projection) の自然な拡張の一つである。

写像 $T:Carrow E$ の不動点の集合を $F(T)$ で表す。 $T:Carrow E$ が (r) 型であるとは

$\bullet$ $F(T)\neq\emptyset$ であり，
$\bullet$ すべて $x\in C$ および $p\in F(T)$ に対して $\phi(p, Tx)\leq\phi(p, x)$

が成り立つときをいう。 $E$ が Hilbert 空間のとき，(r) 型写像は，擬非拡大 (quasinonex-

pansive) 写像と呼ばれる。 $C$ が閉凸であり，$T:Carrow E$ が (r) 型ならば，$F(T)$ は閉凸で

あることが知られている [20, Proposition2.4]。

写像 $T:Carrow E$ の漸近的不動点 (asymptotic fixed point) の集合を $\hat{F}(T)$ で表す。 こ

こで，点 $p\in C$ が写像 $T$ の漸近的不動点であるとは，$x_{n}arrow p$ かつ $x_{n}-Tx_{n}arrow 0$ が成り

立つ $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ が存在するときをいう [23]。定義より明らかに，$F(T)\subset\hat{F}(T)$ であ

る。写像 $T:Carrow E$ が (r) 型で，$F(T)=\hat{F}(T)$ が成り立つとき，$T$ は [18,20] の意味で

relatively nonexpansive であるという。
$\{T_{n}\}$ を $C$ から $E$ への写像列とし，$\{T_{n}\}$ は共通不動点を持つ，つまり，$\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$

は空ではないとする。 $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ の弱収束部分列の極限 (weak cluster point または

weak subsequential limit) の全体の集合を $\omega_{w}(\{x_{n}\})$ で表す。つまり

$\omega_{w}(\{x_{n}\})=$ { $z\in E$ : $\{x_{n}\}$ の部分列 $\{x_{n}.\}$ が存在して $x_{n}.$ $arrow z$}

である。 $\{T_{n}\}$ が条件 (Z) を満たすとは，$x_{n}-T_{n}x_{n}arrow 0$ となる $C$ の有界点列 $\{x_{n}\}$ に対

して，$\omega_{w}(\{x_{n}\})\subset\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ が成り立つときをいう。条件 (Z) を満たす写像列の例に

ついては，[2, 4-6, 8, 9] を参照するとよい。

3(r) 型写像列の共通不動点問題に関する収束定理

本節では，$E$ を滑らかで一様凸 (uniformly convex) な Banach空間，$C$ を $E$ の空でな

い閉凸部分集合，$\{T_{n}\}$ を $C$ から $E$ への (r) 型写像の列とし，$\{T_{n}\}$ の共通不動点問題，つ
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まり，点 $u \in\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ を求める問題に関する二つの結果 (共通不動点への収束定理)
を述べる。

一つ目は，ハイブリッド法 (hybrid method) による収束定理で，[19, Theorem 3.1] の
一つの拡張である。

定理 3.1 ([4, Theorem 4.2] および [2, Proposition 6]). $\{T_{n}\}$ の共通不動点の集合
$F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ は空ではなく，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たすとする。 $x$ を $E$ の任意の点と

し，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=Q_{C}(x)$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}H_{n}=\{z\in C:\phi(z, T_{n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\};W_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, Jx-Jx_{n}\rangle\geq 0\};x_{n+1} =QHれ口 w_{n}(x)\end{array}$

で定義する。 このとき，$\{x_{n}\}$ は QF $(x)$ に強収束する。

二つ目は，[27] で導入された縮小射影法 (shrinking projection method) による収束定
理である。

定理 3.2 ([4, Theorem 4.4] および [2, Proposition 6]). $\{T_{n}\}$ の共通不動点の集合
$F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ は空ではなく，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たすとする。 $x$ を $E$ の任意の点と

し，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$C_{1}=C$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=Q_{C_{n}}(x) ;C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\phi(z, T_{n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}\end{array}$

で定義する。 このとき，$\{x_{n}\}$ は QF $(x)$ へ強収束する。

定理 3.1と定理 3.2では点列構成方法は異なるが，証明のほとんどを共通化することが
できる。実際，両定理の証明の後半は，次の補助定理によって完了する。

補助定理 3.3 ([4, Lemma 4.1]). $F$ を $E$ の空でない閉凸部分集合，$\{M_{n}\}$ と $\{N_{n}\}$ を $E$

の空でない閉凸部分集合列とし，$F \subset\bigcap_{n=1}^{\infty}M_{n}$ を仮定する。さらに，$x$ を $E$ の任意の

点，$\{x_{n}\}$ を $E$ の点列とし，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して，$x_{n}=Q_{N_{n}}(x),$ $x_{n+1}\in N_{n}$ および

$x_{n+1}=Q_{M_{n}}(x)$ と仮定する。 このとき，次が成り立つ。

$\bullet$ $\{x_{n}\}$ は有界である。
$\bullet$ $\phi(x_{n+1}, x_{n})arrow 0$ である。
$\bullet$ $\omega_{w}(\{x_{n}\})\subset F$ ならば，$x_{n}arrow Q_{F}(x)$ である。
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この補助定理は，[6, Lemma 3.1] の一般化である。 また，この補助定理の一般化射影を距
離射影に置き換えても同様な結論が得られる [8, Lemma3.1]。

4 均衡問題と不動点問題

本節では，$|$ 前節の定理 3.1, 3.2と文献 [28, 29] の結果の関係を説明する。以下，$E$ を一様

に滑らか (uniformly smooth) で一様凸な Banach空間，$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合

とする。

文献 [28, 29] では関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ に関する均衡問題と (r) 型写像 $S:Carrow E$ の不

動点問題の共通解を求める問題，つまり

すべての $y\in C$ に対して $f(z, y)\geq 0$ かつ $z=Sz$

となる $z\in C$ を求める問題を扱っている。 $f$ に関する均衡問題の解の集合を

$EP(f)=\{z\in C:f(z, y)\geq 0, \forall y\in C\}$

と表せば，この問題の解の集合は $EP(f)\cap F(S)$ である。

以下，関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ に対して，次の条件を仮定する。 これらの仮定を満たす $f$ の

例については [10] とその参考文献を参照するとよい。

(Fl) すべての $x\in C$ に対して $f(x, x)=0$ である。

(F2) すべての $x,$ $y\in C$ に対して $f(x, y)\leq-f(y, x)$ である。

(F3) すべての $x\in C$ に対して $f(x, \cdot):Carrow \mathbb{R}$ は凸かつ下半連続関数である。

(F4) 各 $x,$ $y\in C$ に対して

$t\in[0,1]\mapsto f((1-t)x+ty, y)$

で定義される関数は上半連続である。

これらの仮定のもとで，[3] および [11] より，各 $x\in E$ と $r>0$ に対して

$T_{r}(x)= \{z\in C;f(z, y)+\frac{1}{r}\langle y-z, Jz-Jx\rangle\geq 0, \forall y\in C\}$ (4.1)

は一点集合であることが知られている。つまり，式 (4.1) によって $E$ から $C$ への 1価写

像罫が定義できる。さらに，罫は (r) 型写像であり $*$ 1, $F(T_{r})=EP(f)$ であることが容

易に確かめられるので，解の集合 $EP(f)\cap F(S)$ は閉凸集合である。

$*1T_{r}$ は [7] の意味で $Q$ 型である。 したがって，[4] の意味で $(sr)$ 型である。
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定理 3.1と文献 [3] の結果を使うと，次の定理を示すことができる。

定理 4.1 ([29, Theorem 3.1]). $S:Carrow E$ を (r) 型写像，$\{r_{n}\}$ を正の数列，$\{\alpha_{n}\}$ を $[0,1]$

の数列とし，$F(S)=\hat{F}(S),$ $\inf_{n}r_{n}>0,$ $\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ および $EP(f)\cap F(S)\neq\emptyset$ を

仮定する。 $x$ を $E$ の任意の点とし，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=Q_{C}(x)$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対

して

$\{\begin{array}{l}H_{n}=\{z\in C:\phi(z, T_{r_{n}}J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSx_{n}))\leq\phi(z, x_{n})\};W_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, Jx-Jx_{n}\rangle\geq 0\};x_{n+1}=Q_{H_{n}\cap W_{n}}(x)\end{array}$

で定義する。 ここで，$T_{r_{n}}$ は (4.1) で定義される写像であり，$J^{-1}$ は $E^{*}$ の双対写像であ

る。 このとき，$\{x$訂は $Q_{EP(f)\cap F(S)}(x)$ に強収束する。

証明．各 $n\in \mathbb{N}$ に対して，$V_{n}:Carrow E$ を $V_{n}=J^{-1}(\alpha_{n}J+(1-\alpha_{n})JS)$ で定義する。

[4, Lemma 3.2] より

$F(T_{r_{n}}V_{n})=F(T_{r_{n}})\cap F(V_{n})=EP(f)\cap F(V_{n})\supset EP(f)\cap F(S)\neq\emptyset$

であり，$T_{r_{n}}V_{n}$ は (r) 型であることがわかる。また，$\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ より

口 $F(T_{r_{n}}V_{n})=EP(f)\cap F(S)$

$n=1$

である。 ここで，$E$ から $E^{*}$ への作用素 (多価写像)Af を

$A_{f}(v)=\{$ $\emptyset\{v^{*}\in E^{*}:f(v, y)\geq\langle y-v, v^{*}\rangle, \forall y\in C\}$ $(v\not\in C)(v\in C)$

;

で定義すると [3, Theorem 3.5] により，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して，$(J+r_{n}A_{f})^{-1}J=T_{r_{n}}$

が成り立つ $*$ 2。 ゆえに，[2, Proposition 6] および [2, Example 7] から，$\{T_{r_{n}}V_{n}\}$ は条件
(Z) を満たすことがわかる。 したがって，定理 3.1より結論を得る。 $\square$

同様にして，定理 3.2および文献 [2-4] の結果を使うと，次の定理が得られる。

定理 4.2 ([28, Theorem 3.1]). $S,$ $\{r_{n}\},$ $\{\alpha_{n}\},$ $T_{r_{n}}$ および $J^{-1}$ は，定理 3.1と同じとし，
$F(S)=\hat{F}(S),$ $\inf_{n}r_{n}>0,$ $\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ および $EP(f)\cap F(S)\neq\emptyset$ を仮定する。 $x$

$*2$ 実はこのとき，$A_{f}$ は極大単調作用素であり，$(A_{f})^{-1}0=\{z\in E:0\in A_{f}z\}=EP(f)$ である。
$(J+r_{n}A_{f})^{-1}J$ は $A_{f}$ のリゾルベント (resolvent) と呼ばれる。
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を $E$ の任意の点とし，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$C_{1}=C$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=Q_{C_{n}}(x) ;C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\phi(z, T_{r_{n}}J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSx_{n}))\leq\phi(z, x_{n})\}\end{array}$

で定義する。 このとき，$\{x_{n}\}$ は $Q_{EP(f)\cap F(S)}(x)$ に強収束する。
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