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1 はじめに

対戦結果に基づくスポーツチームの順位付けは，多くのスポーツファンの関心事である．例えば，
日本の伝統文化的スポーツである大相撲に関する数学的順位付け問題を解析した論文が最近，出
版されたりもしている [1]. 南アフリカで開催された 2010 FIFA World Cup サッヵーはスペイン
の初優勝で幕を閉じた．日本もグループリーグを突破し，ベスト 8をかけた試合では惜しくも $P$

$K$戦の末，敗れたものの多くのメディアの報道も手伝ってサッカーファンならずとも多くの国民
の関心を得ることとなった．

2010 FIFA World Cup は予選リーグを通過したチームによる決勝トーナメント方式を採用し
ているため，上位 4位までのチームの順位は明らかになるが，5位以下のチームの順位 (ランキン
グ $)$ は不明である．World Cup の対戦データとして，出場国 32 チームそれぞれが対戦したチーム
から何点取得したかという対戦表が得られる．しかし，予選リーグ，決勝トーナメントをあわせても
ごく一部のチーム同士の対戦 (本稿における解析手法で用いるのは 3位決定戦を除く 63戦) しか行
われていないため，利用出来る対戦表は非常に疎な行列である．このような不完全な観測データに
基づくチームのランキング問題は例えば [3,4] で研究されており，さまざまな問題に適用されてい
る [5,6,7,8]. また，ランキングの問題は統計学の観点からも盛んに研究が行われており [9], 特に
Bradley-Terry モデル [10, 11] が代表的な順位付け問題の確率モデルのーつである．Bradley-Terry
モデルは，個々のチームに強さのパラメータを与え，観測した対戦結果をパラメータに基づく確率
モデルで説明するものである．しかし，確率モデルのパラメータを観測した対戦データから推定す
るため，各チーム同士が十分な数の対戦を行っていない場合には安定した推定は期待できない．そ
こで我々は，Keener [3] が提案したペロン・フロベニウスの定理を基礎とした順位付け法を用いて，
参加 32 チームの順位 (パフォーマンス) を決定し，英国 BBC ニュースがWorld Cup の対戦成績
を考慮して発表した順位 (パフォーマンス) と比較し，シンプルな数学的手法による順位付けの妥
当性を検証する [2]. (もちろん BBC ニュースによる見解を万人が認めるものとは言えないか$\searrow$ 本
稿では 1つの参考値として採用する．)
第 4節において，重み付き関数を導入することで，ランキングの際に勝敗を重視するか得点を

重視するかを連続的に変化させ，実際に FIFA World Cup の参加チームに対して BBC ニュースが
付けたランキングの特徴付けを行う．第 5節では，Shannonエントロピー，von Neumannエント
ロピー及び min-max distanceを用いて予選グループ内での接戦の度合いを定量的に解析する手法
も合わせて考察する．最終節において，Bradley-Terryモデルを用いた順位付けを 2つの場合 (ウ
エイトの有無) で行し ), これらと BBCニュースの見解とを比較し，議論する．

2 Keenerのランキング法

チーム同士の対戦結果が得られているときに，それを元にしたランキング行列を作成し，ペロン・フ
ロベニウスの定理を用いてチームの強さを順位付けする手法が Keener にょり提案されている [3].
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まず，Keener の手法の基礎となるペロン・フロベニウスの定理を記す．
ペロン・フロベニウスの定理 ([3, 12, 13, 14]): 実正方行列 $A$ の全ての要素が非負の時，全ての
要素が非負である固有ベクトルが存在し，その固有値は正である．さらに，行列 $A$ が既約の場合，
そのような固有ベクトルは一意に定まり，対応する固有値は行列 $A$ の最大の固有値に一致する．

本研究では，チームの対戦結果に基づき生成した，全成分が非負で既約 [15] な行列をランキン
グ行列と呼び，ランキング行列の固有ベクトルで全ての成分が正であるようなベクトルをランキン
グベクトルと呼ぶ．次に，ランキング行列の構成方法を述べる．チーム $i$ がチーム $i$ との対戦で獲

得した点数を $S_{ij}$ とする．なお，この得点亀$j$ には $PK$戦による得点は含めない．この得点 $S_{ij}$ を用

いて，ランキング行列 $R=(r_{ij})$ を次式で定義する:.

$r_{ij}= \frac{S_{ij}+1}{S_{ij}+S_{ji}+2}$ . (1)

ただし，自分自身との対戦は不可能なので $r_{ii}=0$ とする．単純ではあるが，$r_{ij}= \frac{s_{:_{J}}}{S:_{J}+S_{J}}$ のよう

な定義では，無得点ドローの場合に分母がゼロになり吻は定義されなくなる．次に，$PK$ 戦による

得点も考慮するため，次式のように定義を修正する:

$r_{ij}= \frac{S_{ij}+1+pP_{ij}}{S_{ij}+S_{ji}+2+p(P_{ij}+P_{ji})}$. (2)

ランキング行列の成分 $r_{ij}$ の定義 (2) において，分母と分子にそれぞれ 1, 2を加えたのは，無得点ド
ローの場合を考慮するためである．また，$P_{ij}$ は，トーナメントにおいて勝敗を決定するために行わ
れた $PK$ 戦における得点であり，小さい正数p(本研究における実験では $p=0.1$ または $p=0.O1$ )
を乗じてランキング行列に反映させている．付録 $B$ に示す World Cup の対戦結果に基づき，上記
の方法でランキング行列 $R$ を作成した．得られたランキング行列は以下の形である:

$R=($ EAEBDADBFAFBGAGBAABACADAEAFAGAHBCBDBEBFBGBHGCGDGEGFGGHHCHDHEHFHGHFCFDFEFFGFHECEDEEFEGEHDCDDEDFDGDHCCDCECFCGCH) $\cdot$

行列 $R$のブロック $A,AB,$ $\cdots,$
$H$ の具体的な数値は Appendix A に示す．なお，対戦が一度も行わ

れなかったチーム間に対応する物には，小さい正の数 $h$ を与えた．以下の命題から，$h>0$ が $R$ が

既約であるための十分条件であることが分かる:

命題 1 (page 361 in [15]): 全ての成分が非負である $n\cross n$ 行列 $A$ が既約であるための必要十

分条件は，行列 $(I+A)^{n-1}$ の全ての成分が正であることである．

本稿では $h=0.1$ とした．なお，World Cup の対戦結果に基づくランキング行列においては，んは
決勝トーナメントに進出出来なかったチームにペナルテイを与えることに相当する．また，既約で
あるための必要十分条件は他にもグラフが強連結であるなど幾つかの特徴付けがされている．本
論からは離れるが，最近の関連する話題として，検索サイト Google が用いている検索アルゴリズ
ムの pagerank に関する研究があり [16], この pagerankベクトルとランキングベクトルが一致す
ることがスライド [17] で取り上げられていることを報告しておく．
ランキング行列 $R$ を基に，以下の手順でランキングベクトルを計算する．ランキング行列 $R$ の

固有値を $\lambda_{1},$
$\cdots,$

$\lambda_{32}$ とする．ただし $|\lambda_{1}|\geq\cdots\geq|\lambda_{32}|$ とする．任意の初期ベクトル $x_{0}\neq 0$ に対し

て，$x_{k}=Rx_{k-1},$ $(k=1,2, \cdots)$ , によってベクトル $x_{k}$ を更新し，収束したベクトルが，最大固有値
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$\lambda_{1}$ に対応する固有ベクトル，すなわちランキングベクトル $x$ となる (べき乗法: [13]). ペロン・フ
ロベニウスの定理により $\lambda_{1}$ は正であることと，$x$ の全成分が非負であること及びその一意性が保
証されている．こうして，World Cup の対戦結果に基づくランキング行列 $R$ から，32次元の非負
成分を持つランキングベクトル $x$ が得られる．Keener は，このランキングベクトルの各要素が，各
チームの “強さ” に対応すると主張している．

3 解析結果とその解釈

2010 FIFA World Cup の対戦結果を基に構成したランキング行列のランキングベクトルを表 1に
示す．表 1の左の列は，BBC が公表した World Cup 参加チームの順位 (パフォーマンス) であ
る [18]. 中央の列は，我々の解析による結果であり，各チームに対応するランキングベクトルの値
と共に示してある．右の列は，各予選グループリーグ内での対戦結果を基に同様の手法で計算した
ランキングとランキングベクトルの値と，グループリーグ内の順位で並べたチーム名である．この
ランキングベクトルの値は，World Cup における各チームのパフォーマンスを数値化したものと考
えることが出来る．BBC によるランキングは，次のようにして定められていると考えられる．まず，
上位 4 チームは World Cup の結果から一意に定まる．5位以下のチームについては，FIFA が公式
に発表している World Cup 直前の世界ランキングを勘案しつつ，決勝トーナメントに進出したか
否力 $\backslash$ , グループリーグ内でどの程度の得点差で勝利したかなどに基づき参加 32チームの順序がつ
けられたと考えられる．以下，我々が得たランキングベクトルの値と BBC による順位 (パフォー
マンス) について議論を行う:

(i) 両方のランキングで，1位から 4位までは実際の試合によって定まった順位と一致しており，
両ランキングともに上位 4チームは妥当な順位付けが行われていると考えられる．

(ii) 両ランキングにおいて，5位と 6位のチームの順序が入れ替わっている．アルゼンチンは準々
決勝においてドイツに 0-4で敗北しており，同じく準々決勝で 1–2でオランダに敗北した
ブラジルのほうが (我々の結果にあるように) 上位にランクされることは不自然ではない．

(iii) 9位と 10位のチームに注目する．我々の順位付けでは，ポルトガルが日本より上位にランク
されている．ポルトガルは優勝国スペインに 0–1という僅差で敗北したのに対し，日本は
予選リーグにおいて 2位のオランダに同じく 0–1で敗北している．このため，より上位の
チームと接戦を繰り広げたポルトガルが上位にランクされているという解釈ができる．つま
り，我々のランキングでは，上位チームとの対戦成績を自然に考慮することが出来ていると
考えられる．

(iv) 実際の対戦結果の上ではスイスは決勝トーナメントに進出できず，ベスト 16には含まれてい
ない．しかし，我々の順位付けにおいては 16位になっている．これは，予選グループリーグ
においてスイスは優勝国スペインに 1-0で唯一勝利していることから妥当な順位であろう．

(V) 最後に，BBC による順位 (パフォーマンス) とどの程度整合した結果が得られたかを評価す
る．評価の尺度としては，ランキングのような順序データ同士に定義される順序相関のーつ
である，Kendall の $\tau$ を用いる [19]. $n$ 個の項目 il, $i_{2},$

$\ldots$ ,呪からなる 2つの順序データ $0_{1},0_{2}$

があり，二つの項目の大小関係が 01, 02において一致するものの数を $P$ とするとき，Kendall
の $\tau$ は

$\tau(0_{1},0_{2}). =\frac{4P}{n(n-1)}-1$ (3)

で定義され，01と 02に含まれる項目の順序が完全に一致するときに 1を，完全に遡頂の場合に
は $-1$ を取る．なお，順序相関としてよく利用されるものには，Kendallの $\tau$ の他に Spearman
の順位相関係数 $\rho$ がある [20]:

$\rho(0_{1},0_{2})=1-\frac{6\sum D^{2}}{n(n^{2}-1)}$ , (4)
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表 1: FIFA 2010 World Cup standings by BBC and our estimated rankings
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ここで $D$ は順序データ $0_{1},0_{2}$ 内の 2つの項目の順位の差であり，和は全ての 2つの項目の取
り方について考える．Kendall の $\tau$ と同様に Spearman の相関係数も算出したが，Kendall の

$\tau$ と同様の傾向を示したため，本稿では $\tau$ の値のみを示す．

BBC による順位付けと我々の順位付けのとの間で，Kenda11の $\tau$ は 0.8548387であった．こ
れは両者が相当な度合いで類似していることを意味しており，ランキング行列とペロン・フ
ロベニウスの定理に基づく順位付け手法の妥当性を支持するものである．なお，上記の考察
のように，BBC によるランキングには反映されていない上位チームとの対戦成績が我々の順
位付けには反映されていることがあるため，必ずしも BBC によるランキングと一致してい
ることが “正しい” 順位付けであるとは言えないことに注意する必要がある．

次に，表 1の右の列に注目する．グループ $B,D,E$ において，実際の勝敗にょって決まった 3位と 4
位のチームのランキングベクトルの対応する成分の大きさが逆転していることが分かる．我々の順
位付けにおいては，ランキング行列の列の総和が大きいチームに大きなスコアを与える傾向がある．
この傾向により，グループ $B$ と D における 3,4位の逆転は説明できる．しかし，グループ $E$ におけ
る順位の逆転はこの傾向によっては説明がつかない．この現象は以下のような理由によるもので
あると考えられる．グループ $E$ において 3位であったデンマークは，グループ $E$ で 1位のオランダ
に 0–2で敗北したのに対し，カメルーンは 1–2でオランダに敗北している．従って，上述の (iii)
で述べたように，我々の順位付けにおいては上位チームと接戦であったチームにより大きなポイン
トが与えられるという性質によってグループ $E$ における 3,4位の順位の逆転は説明可能である．

4 連続的重み付け関数によるランキング傾向の解析

前節で得られた結果は，対戦結果として勝敗と獲得点数の両方に依存している．本節では，一つのパ
ラメータを導入することで，勝敗と獲得点数の重視の度合いを連続的に変化させたランキングベク
トルの生成方法を提案する．例として，予選グループ $E$ を考える．Appendix $A$ に，行列 $E=(e_{ij})$

が示してある．非負パラメータ $w>0$ を用いて，重み付きランキング行列 $W$ を，

$W=(w_{ij}), w_{ij}= \frac{1}{2}+\frac{1}{2}sgn(e_{ij}-\frac{1}{2})|2\prime e_{ij}-1|^{\frac{1}{w}}$ (5)

で定義する．このパラメータ $w>0$ は以下のような意味を持っている．パラメータの範囲が
$0<w\leq 1$ のとき，式 (5) で定義される重み関数は，格差縮小関数 (reducing difference function)
と呼ばれ，この場合獲得点数をより重視してランキングを考えることになる．一方，$w\geq 1$ のとき
は式 (5) の重み関数は格差拡大関数 (expanding difference function) と呼ばれ，この場合は獲得点
数よりも勝敗を重視してランキングを考えることになる [2,5].
パラメータ $w$ がランキング行列 $W$ に与える影響についてより詳しい説明をする．図 1(左) は，

重みが付けられた要素 $w_{ij}$ と，元の要素鞠の対応を $w=1,0.5,0.2,$ $w=0.1$ の時にそれぞれ表し
たものである．まず，チーム $i$ にチーム $i$ が勝利したとき，式 (1) 及び (2) より，それぞれのチーム
$i,j$ には $e_{ij}>0.5,$ $eji=1arrow e_{ij}<0.5$ を満たすポイントが与えられることが分かる (当然，引き
分けの場合には $e_{ij}=e_{ji}=0.5$ である). 図 1より，$e_{ij}$ と噸の差は $w$ が小さくなるに従って小さ
くなることが見て取れる．同様にして，図 1より，$e_{ij}$ と吻の差は $w$ が大きくなるに従って大きく
なることが分かる．表 2に，重みつきのランキング行列 $W$ の要素の例を示す．この表から，2つの
チームに与えられたポイントの差はパラメータ $w$ に対応して単調増加することが分かる．つまり，
$w=0.1$ のときは，両者の差は非常に小さいが，$w=10$ のときには両者の差は非常に大きくなる．
(なお，$w=1$ のときは，両チームに与えられるポイントは式 (1) にょって計算されるオリジナルの
ポイントと一致し，重みを考慮しないランキング行列 $E$ の値は 0.75, 0.25となっている．)
重み付き関数の持つ意味をより深く理解するために，次のような 2つの極端な状況を考える．

(i) チーム $i$ とチーム $i$ が対戦し，スコアが 10 vs 9のとき．

(ii) チーム $i$ とチーム $i$ が対戦し，スコアが 10 vs 1のとき．
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図 1: Left:The weighted function for $w=1$ (solid curve), $w=05$ (long dashed curve), $w=02$

(dashed curve) and $w=0.1$ (dotted curve). $Right:The$ weighted function for $w=1$ (solid curve),
$w=2$ (long dashed curve), $w=5$ (dashed curve) and $w=10$ (dotted curve).

表 2: 重み関数の例 (1)

$\frac{|w=0.1w=0.2w=0.5w=1w=2w=5w=10}{NDenmark1_{0^{5004880.5156250.6250.750..8535530.9352750..966516}}^{o_{4995120484375037502501464470.0647250033484}}}$

どちらの場合でも，勝利したチームは $i$ であるが，(i) の場合には接戦であったのに対し，(ii) の場合
は大差の対戦となっている．

表 3: 重み関数の例 (2)

$\frac{|w=0.2w=0.\cdot 5w=1w=2w=5w=10}{(w_{ij},w_{ji})in(ii)(w_{ij},w_{ji})in(i)1_{(0.58,0.42)(o.74,026)(085,015)(0.92,0.08)(0.96,0.04)(098,0.02)}^{(0.5,0.5)(0.501,0.499)(0..52,0..48)(0.61,0.39)(0.77,0.23)(0.87,0.13)}}$

表 3に，二つの定義 (1) と (5) に従って計算した $(w_{ij,ji}w)$ を示した $(w=1$ の時には $w_{ij}=e_{ij}$

かつ $wji=eji$ である). (i) と (ii) のいずれの場合においても，$w_{ij}$ と $w_{ji}$ の差は $w$ が大きくなるに
つれて大きくなることが分かる．これは，負けたチームに与えられる点数が低くなっていっている
ためである．数字上のスコアの差は (i) の場合には $10-9=1$ であり $w_{ij}=0.52$ と $wji=0.48$ と

の差は小さいが，$w=10$ の時には $w_{ij}$ と $wji$ との差は非常に大きくなっていることがわかる．こ
れは，$w$ が大きい時には，例え接戦であった場合でも負けたチームへの評価が低くなっているため
である．(i) と (ii) の場合を更に比較する．表 3より，$w=1$ の時のポイントの差は，(i) の場合には
$\Delta\equiv w-w=0.04$ であり，(ii) の場合には $\Delta=0.85-0.15=0.7$ であることが分かる．一方，
$w=10$ の時には (i) の場合に $\Delta=0.87-0.13=0.74$ , (ii) の場合に $\Delta=0.98-0.02=0.96$ であ

る．$w=1$ の場合には 0.04と 0.7で 10倍以上の大きな違いが生じるが，$w=10$ の場合には 0.74
と 0.96であり大きな違いは生じない．従って，獲得した得点ではなく勝敗のみを重視したい場合に
は，パラメータを $w\geq 1$ とすれば良いことが分かる．$w$ を大きくすると，勝利したチームと敗北し
たチームの差異は明瞭になる．一方，$w=0.2$ のとき，(i) の場合には $\Delta\simeq 0$ であり (ii) の場合には
$\Delta=0.16$ である．これは，重みパラメータ $w$ が小さい時には，得点差の小さい 2 チームに与えられ
るポイントの差は小さくなることを意味している．また，(ii)のように大きな点差がついている場
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合には，$w$ が小さくても $w_{ij},$ $w_{ji}$ には大きな差がつく．従って，獲得点数を重視したい場合には，パ
ラメータは $0<w\leq 1$ のように小さく設定すべきであることが分かる．

ranking

図 2: 提案する重み付け関数を用いた時の，グループ $E$ の各チームのランキング．オランダ (solid
curve), 日本 (long dashed curve), デンマーク (dashed curve), カメルーン (dotted curve).

図 2は，グループ $E$ に属する 4 チームのランキングベクトルを，パラメータが $0<w\leq 3$ の場
合に示したものである．パラメータが $0<w\leq 1$ の時のランキングベクトルは，勝敗よりも獲得点
数を重視した順位付けに対応している．一方，$w\geq 1$ の時のランキングベクトルは，獲得点数より
も勝敗そのものを重視した順位付けに対応している．図 2より，我々の提案するランキング法は，
$w>\sim 1.2$ としたときに BBC によるランキングと良く合致することが分かる．この連続的な重みパ
ラメータの導入により，所与のランキング行列がどのような傾向 (勝敗重視あるいは獲得点数重視
など) をもって作られたものなのかを判断することが可能となる．

5 エントロピーを用いた接戦度合いの解析

FIFA 2010 World Cup では，4 チームから成るグループでまず予選を行い，その上位 2 チームが
決勝トーナメントに進出するというシステムを採用している．本節では，Shannonエントロピー
を用いることで，各予選グルー $7^{p}$内がどの程度接戦だったのかを解析する方法を提案する．まず，
Appendix A にある行列 $A,$ $B,$ $\cdots,$

$H$ それぞれに対してランキングベクトルを計算し，そのベクト
ルを総和が 1になるように正規化して確率ベクトルを得る．次に，確率ベクトルに対して Shannon
エントロピー [21] を計算する．Shannon エントロピーは，確率分布 (ベクトル){pl, $\cdots,$ $p_{n}$ } に対
して

$H(p_{1}, \cdots,p_{n})\equiv-\sum_{j=1}^{n}p_{j}\log_{2}p_{j}$ , (6)

で定義される量である．Shannon エントロピーは常に非負であり，不等式

$H(p_{1}, \cdots,p_{n})\leq\log_{2}n$ (7)

が成立する．等号は $p_{1}= \cdots=p_{n}=\frac{1}{n}$ の時に，かつその時に限り成立する．各グループリーグに
は 4 チームが存在するため，$S(p_{1}, \cdots,p_{4})\leq 2.0$ である．Shannonエントロピーが高いほど，その
グルー 7に含まれるチームの強さは拮抗していることになり，そのグループでは接戦が繰り広げら
れたと考えられる．
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表 4にエントロピーの値と，ランキングベクトルの最大値と最小値の差を示した．この表の結
果と先に述べた Shannon エントロピーの性質を考えれば，グループ $F$ がもつとも接戦であったこ

とが容易に分かる．また，グループ $D$ と $C$ も比較的接戦であったことが分かる．一方，Shannon エ
ントロピーの値が低く，ランキングベクトルの最大と最小値の差も大きいことから，グループ $G$ は

構成チーム同士の強さに大きな差があったと考えられる．これは，実際に北朝鮮がこのグループ $G$

内で全敗しており，最大で 11点の点を取られていることから，実際の状況を反映した結果が得ら
れたと言える．
また，接戦の度合いを表す量として適切か否かは別として von Neumannエントロピー [22] を

計算した．各グループの行列 (例えばグループ $A$ ならば行列 $A$) から密度行列を $\rho_{A}\equiv\frac{|A|}{Tr[|A|]}$(但

し，$|A|\equiv(A^{*}A)^{1/2})$ で定め，
$S(\rho_{A})\equiv-Tr[\rho_{A}\log_{2}\rho_{A}]$

によって計算した．(von Neumann エントロピーの $\log$ の底は通常 $e$ であるが，ここでは Shannon
エントロピーとの統一性を重視して 2にした．) Singular valueや正規化の与え方によって，ここで
の von Neumannエントロピーは色々と定義できるが，計算をした結果どれも同様の傾向を示した
ので，上記の定義によるもののみを示す．表から，von Neumannエントロピー : $S(\rho_{J})\leq H(P_{J})$ :
Shannon エントロピー (但し，$P$」は $4\cross 4$ のランキング行列 $J=A,$ $B,$ $C,$ $D,$ $E,$ $F,$ $G,$ $H$ に対し

て，ランキングベクトルの成分を $l_{1^{-}}$ノルムで正規化してしたものを確率分布と見倣した記号とす
る．$)$ という関係がわかるが，本節における von Neumann エントロピーの示す意味は Shannon エ
ントロピーほど明確なものではない．しかしながら，全体として，von Neumannエントロピーが
高い値 (上位 3位) と Shannonエントロピーが高いグループ (上位 3位) に対応していることが
分かる．また，ランキングベクトルの最大値と最小値の差の下位 3のグループも 2つのエントロ
ピーの上位 3 グループに一致していることが分かり，大まかな指標にはなり得ることを示唆して
いると言えよう．
本節で行った Shannonエントロピーによる接戦度合いの解析は，各グループリーグにおける対

戦結果を全体のランキング行列に反映させる方法に組み込む際に利用することが出来ると考えら
れる．例えば，Shaxmonエントロピーが高いグループリーグを勝ち残ったチームに対しては，その
チームが獲得した得点に何らかの正の補正を行うことは合理的であると考えられる．

6 おわりに

本稿では，多数のスポーツチームの対戦結果から，対戦が行われていないチームを含めた全チーム
に順位付けを行う手法として Keener によって提案されたランキング行列とペロンフロベニウス
の定理を用いる手法を利用し，2010 FFA World Cup の出場国の順位付けを検討した．得られた
順位を詳細に調べたところ，単純な代数的操作のみに基づいて合理的な順位付けが行えていること
が確認できた．特に，例えばポルトガル対日本のように直接の対戦が行われていないチーム同士に
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も順序関係を導入することが出来ている．これは，ポルトガルはスペインと対戦しており，日本は
オランダと対戦しており，スペインとオランダが対戦を行っているという関係から類推される日本
とポルトガルの順位が数学的道具立てによって自動的に定められているという点で興味深い結果
である．(厳密には，チームの実力に対する順位付けではなく，この大会での各チームのパフォー
マンスの順位付けを行ったことになる．)

また，パラメータ $h>0$ を変更する (より小さい値を選ぶ) ことにょっても決勝リーグに進め
なかったチームへの負の効果を与えることが可能になる．つまり，4節で述べたウェイト $w>0$ の
他にも明確な意味を持ったパラメータを使うことにより別の視点からの解析が可能となるのであ
る．このような取り組みに関しては，例えば，論文 [6] では，学生の試験結果の順位付けに応用し
ている．

さらに，重み付き関数の利用により，得点重視か勝敗重視かといった，順位付けを主観的に行
うことが可能となる．より得点結果を重視するには，重み付関数のパラメータを $0<w<1$ (格
差縮小関数) で選べばよい．このような手法はスポーツの順位付け以外にも応用可能と思われる．
筆者らはこの重み付き関数は経済モデル或いは数理経済における諸問題に応用可能であると考え
ているところである．
最後に，冒頭に述べたように，確率モデルによるランキング解析手法の研究も盛んに行われて

いるが，今回解析の対象とした World Cup の順位付けにおいては，従来のランキングの確率モデ
ルとして代表的な Bradley-Terry では満足する結果を得られなかった．Bradley-Terryモデルを用
いた解析では，以下の 2通りの方法でランキングを生成した．

(i) World Cup の勝ち点方式に習い，勝利したチームには 3点，敗北したチームには $0$ 点，引き分
けの場合には両者に 1点を与え，これをランキング行列の計算に用いる砺とした．

(ii) 予選グループの段階では，上述の (i) と同じ方法でポイントを与えた．トーナメントにおい
ては，ベスト 16を決める対戦での勝利チームには $3\cross 2!$ 点を，ベスト 8を決める対戦の勝利
チームには $3\cross 3!$ を，準決勝での勝利チームには $3\cross 4!$ 点を，そして優勝チームには $3\cross 5!$

点を与えた．

Bradley-Terry モデルにより求められたランキングは Appendix $C$ に示した．方法 (i) にょるラン
キング行列に基づき得たランキングは，BBC によるランク付けと比較したときの Kendall の $\tau$ の
値が比較的高かったが $(\tau=0.8064516)$ , 上位 4 チームの順序が実際の順序と入れ替わってしまっ
ていた．また，(ii) の方法によるランキング行列に基づき得たランキングは，上位 4 チームは実際
の順序通りであったが，BBC による順位付けとの Kendall の $\tau$ の値は低かった $(\tau=0.7741935)$ .
これは，World Cup の対戦結果が非常に小規模であり，確率モデルのパラメータを推定するのに十
分な数ではないことが原因と考えられる、 こうしたデータに基づき確率モデルのパラメータ推定
を介してランキングを決定するためには，何らかの事前知識を用いて強い正則化を行う必要がある
と考えられる．一方，ペロンフロベニウスの定理に基づくランキング手法によれば，少ない対戦
結果から合理的な順位付けが行えることがわかった．BBC による順位付けが FIFA にょる評価を
十分良く反映していると考えるならば，本稿で考えるような疎なデータに基づく World Cup 参加
チームの順位付けには，Keenerの手法の方が向いていると考えられる．
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Appendix $A$ : ランキング行列

$A=(\begin{array}{llll}0 2/3 4/5 1/21/3 0 1/2 3/41/5 1/2 0 3/51/2 1/4 2/5 0\end{array})$ $B=(\begin{array}{llll}0 5/7 3/4 2/32/7 0 3/4 1/21/4 1/4 0 3/51/3 1/2 2/5 0\end{array})$ $C=(\begin{array}{llll}0 1/2 1/2 2/31/2 0 2/3 1/21/2 1/3 0 2/31/3 1/2 1/3 0\end{array})$

$D=(\begin{array}{llll}0 2/3 5/6 1/31/3 0 1/2 2/31/6 1/2 0 3/52/3 1/3 2/5 0\end{array})$ $E=(\begin{array}{llll}0 2/3 3/4 3/51/3 0 2/3 2/31/4 1/3 0 3/52/5 1/3 2/5 0\end{array})F=(\begin{array}{llll}0 3/4 1/2 1/21/4 0 1/2 4/71/2 1/2 0 1/21/2 3/7 1/2 0\end{array})$

$G=(\begin{array}{llll}0 1/2 2/3 3/51/2 0 1/2 8/91/3 1/2 0 4/52/5 1/9 1/5 0\end{array})H=(\begin{array}{llll}0 3/5 1/3 3/42/5 0 2/3 2/32/3 1/3 0 1/21/4 1/3 1/2 0\end{array})$ $AB=(\begin{array}{llll}h 3/5 h h1/3 h h hh h h hh h h h\end{array}),$

$AD=(\begin{array}{llll}h 7/13 h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $AE=(\begin{array}{llll}3/7 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $BA=(\begin{array}{llll}h 2/3 h h2/5 h h hh h h hh h h h\end{array})$

$BD=(\begin{array}{llll}1/6 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $CD=(\begin{array}{llll}h 2/5 h h2/7 h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $DA=(\begin{array}{llllll}h h h h 6/13 h h hh h h h h h h h \end{array}),$

$DB=(\begin{array}{llll}5/6 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $DC=(\begin{array}{llll}h 5/7 h h3/5 h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $DH=(\begin{array}{llll}1/3 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$

$EA=(\begin{array}{llll}4/7 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $EF=(\begin{array}{llll}h 3/5 h h13/28 h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $EH=(\begin{array}{llll}1/3 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$

$EG=(\begin{array}{llll}3/5 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $FE=(\begin{array}{llll}h 15/28 h h2/5 h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $FH=(\begin{array}{llll}1/3 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$

$HD=(\begin{array}{llll}2/3 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $HE=(\begin{array}{llll}2/3 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $HF=(\begin{array}{llll}2/3 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$

$HG=(\begin{array}{llll}h 2/3 h h1/5 h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $GE=(\begin{array}{llll}2/5 h h hh h h hh h h hh h h h\end{array}),$ $GH=(\begin{array}{llll}h 4/5 h h1/3 h h hh h h hh h h h\end{array}).$
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Appendix B:全対戦結果

2010 FIFA World Cup における全試合の対戦結果を以下に示す．

表 5: The results of all matches in 2010 FFA World Cup

Group A Group $B$

Group $D$

Group E Group $F$

Group G Group $H$

$|\begin{array}{l}\overline{2- 1}1- 24- 13- 12- 13- 00- 0PK5- 31- 0\end{array}|NBrazi1Chi1eArgentinaMexicoParaguayJapanGermanyEng1andUSthKoreaSpainPortuga1USA$

$|\begin{array}{l}\overline{2- 3}0- 1\end{array}|Uruguay$

$\frac{Fina1}{Netherlands|0-1|Spain} \frac{bIatchforthirdp1ace}{Uruguay|2-3|Gemany}$
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Appendix C:Bradley-Terryモデルによるランキング結果

参考の為に，2通りのパターン (重みの有無) で，Bradley-Terryモデルを用いて生成したランキ
ング結果を示す．

表 6: The rankings by Bradley-Terry model
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