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1 導入

相対エントロピーは確率論，統計学，情報理論，統計力学をはじめとする諸分野で基本
的な量であり，系の構造を解析する上でとても重要な確率分布や “ 状態” の指定や推定を
行うために主に用いられる。本稿では相対エントロピーの量子版である量子相対エントロ
ピーに相対エントロピー同様の位置づけを与えることを第一の目的とする。そのために，
相対エントロピーを 2次形式の立場から定義を行う。状態が非可換代数上の正値線型汎関
数であることからの自然な帰結である。具体的には，2次形式の補間理論が用いられてお
り，2つの 2次形式をつなぐ 1 パラメータをもつ 2次形式を値とする関数の構成を用いて
相対エントロピーが定義される。冨田竹崎理論を包括する非可換 $U$空間論を背景にもつ
関数空間論としても興味深いものである。その次にセクターおよび中心測度を定義し，こ
れらの活用により量子相対エントロピーが測度論的な相対エントロピーと一致することを
示す定理を紹介する。最後に，量子大偏差原理について説明を加える。大偏差原理のレー
ト関数としての位置づけが量子相対エントロピーに与えられる。そして，仮説検定におい
ても量子相対エントロピーが登場し，モデル選択では量子相対エントロピーを積極的に活
用することになり，情報量規準の定義につながる。最後に，測定過程を考慮することで幅
広い枠組みで本稿の議論が活用できることを示す。詳細は [29] をご覧になって頂きたい。

2 $C*$-代数と状態

$c*$-代数 $\mathfrak{A}$ とは対合 $*:\mathfrak{A}\ni A\mapsto A^{*}\in \mathfrak{A}$ をもつ代数であって，$\Vert A^{*}A\Vert=\Vert A\Vert^{2}$ をみた

すノルム $\Vert\cdot\Vert$ をもつ Banach空間のことを意味する。本稿では単位元 1を持つことを仮定
する。

そして，$\mathfrak{A}$上の状態 $\omega$ とは，$\omega$ は線型汎関数であって，$\omega(A^{*}A)\geq 0$ および $\omega(1)=1$ を

満たすもののことである。 $E_{\mathfrak{A}}$ で $\mathfrak{A}$上の状態全体を表す。状態とは，非可換代数上に一般
化された期待値を与える汎関数 (期待値汎関数) である，と了解できる。
任意の $\omega\in E_{\mathfrak{A}}$ に対し，Hilbert 空間 $\mathfrak{H}\omega$ , 単位ベクトル $\Omega_{\omega}\in \mathfrak{H}_{\omega}$ と $\mathfrak{A}$ から $B(\mathfrak{H}_{\omega})$ への

表現 $\pi_{\omega}$ で $\omega(A)=\langle\Omega_{\omega},$ $\pi_{\omega}(A)\Omega_{\omega}\rangle,$ $\mathfrak{H}_{\omega}=\pi_{\omega}(\mathfrak{A})\Omega_{\omega}$ を満たす 3つ組 $\{\pi_{\omega},\mathfrak{H}_{\omega}, \Omega_{\omega}\}$ を $\mathfrak{A}$ の $\omega$

に伴う GNS 表現と呼ぶ。GNS 表現は状態に対してユニタリー同値を除いて一意に定ま
る。 このとき，$\mathcal{Z}_{\omega}(\mathfrak{A})=\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\cap\pi_{\omega}(\mathfrak{A})’2$を von Neumann 代数 $3_{\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"}$ の中心と呼ぶ。

状態 $\omega$ は自明な中心 $\mathcal{Z}_{\omega}(\mathfrak{A})=\mathbb{C}1$ をもつとき，ファクターと呼ばれる。ファクター状態の
全体を埼で表す。 2つの状態 $\pi_{1},$ $\pi_{2}$ は (直和による) 多重度を無視したユニタリー同値に

1連絡先 kazuqi@kurims kyoto-u ac.i $P$

2ある Hilbert 空間巧上の有界線型作用素の全体 $B(\mathfrak{H})$ の部分集合 $S$ に対し，その可換子 $S’$ を $S’=\{A\in$
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閉じた部分代数であって，$\mathcal{M}=\mathcal{M}"$ を満たすものである。
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あるとき準同値であると呼ばれ，$\pi_{1}\approx\pi_{2}$ と表す。 ファクター状態の準同値類をセクター
[16,17,18] と呼ぶ。各々のセクターはそれぞれ 1つの表現を単位としてつくられる直和表
現によって構成されており，セクターが異なればそこには intertwiner(繋絡作用素) が存在
しない。

量子論においてセクターはマクロに見て異なる構造の分類指標の一単位として用いられ
る。一般化された純粋相および根源事象の統合概念であって，ミクロから創発する動的な
背景を持ちながら熱力学的な安定性に支えられており，マクロな一単位でありながら内部
にミクロな動的構造を含んでいる。

3 相対エントロピーの定義

$M_{1}(\Omega)$ によって $(\Omega,\mathcal{F})$ 上の確率測度の空間を表す。確率測度 $v\in M_{1}(\Omega)$ の $\mu\in M_{1}(\Omega)$

に対する相対エントロピーを

$D(v\Vert\mu)=\{\begin{array}{l}\int d\nu(\rho)\log\frac{dv}{d\mu}(\rho) (v\ll\mu)+\infty (otherwise).\end{array}$ (1)

で定める。 $v,$ $\mu\ll\sigma$ となる $\Omega$上の測度 $\sigma$ が存在するとき，$D(\nu\Vert\mu)$ のかわりに $D(q\Vert p)$ で

表す。ただし，$q:= \frac{dv}{d\sigma}$ and $p:= \frac{d\mu}{d\sigma}$ である。

これから，荒木と Uhlmannによる相対エントロピーを定義しよう [3, 26, 11, 28]。 $(\mathcal{M},$ $\mathcal{H},$

$J,$ $\mathcal{P})$ を von Neumann 代数 $\mathcal{M}$ の標準形 4とし，$\varphi,$
$\psi$ を $\mathcal{M}$ 上の正規状態とする。任意の

$A\in \mathcal{A}$に対し，$\varphi(A)=\langle\Phi,$ $A\Phi\rangle,$ $\psi(A)=\langle\Psi,$ $A\Psi\rangle$ を満たす $\Phi,$ $\Psi\in \mathcal{P}$が存在する。定義域
を $Dom(S_{\Phi,\Psi})=\mathcal{M}\Psi+(1-s^{\mathcal{M}’}(\Psi))\mathcal{H}$ とする作用素 $S_{\Phi,\Psi}$ を

$S_{\Phi,\Psi}(A\Psi+\Omega) = s^{\mathcal{M}}(\Psi)A^{*}\Phi,$

$A\in \mathcal{M}, \sigma j\mathcal{M}’(\Psi)\Omega=0,$

で定める。 ここで，$s^{\mathcal{M}}(\Psi)$ は $\Psi$ の $\mathcal{M}$-台，すなわち，$E$ は $(1-E)\Psi=0$ を満たす $\mathcal{M}$ の

最小の射影である。 $S_{\Phi,\Psi}$ は可閉作用素であるとわかる。 このとき，相対モジュラー作用
素 $\triangle_{\Phi,\Psi}$ を $\triangle_{\Phi,\Psi}=(S_{\Phi,\Psi})^{*}\overline{S_{\Phi,\Psi}}$ で定め，$\triangle_{\Phi,\Psi}=\int_{-\infty}^{\infty}\lambda dE_{\Phi,\Psi}(\lambda)$ を $\triangle_{\Phi,\Psi}$ のスペクトル分

解とする。荒木の相対エントロピーは $S(\varphi\Vert\psi)$ Araki を

$S(\varphi\Vert\psi)_{Araki}=\{\begin{array}{l}\int_{-\infty}^{\infty}\log\lambda d\langle\Phi, E_{\Phi,\Psi}(\lambda)\Phi\rangle, (s(\varphi)\leq s(\psi)) ,+\infty, (その他).\end{array}$

で定める。 ここで，$s(\varphi)$ は $\mathcal{M}$ の $\varphi(1-E)=0$ を満たす最小の射影 $E$であり，$\varphi$ の台と
呼ばれる。
次に Uhlmannの相対エントロピーを定義しよう。 こちらが 2次形式によるエントロピー
の定式化となる。複素線型空間 $\mathcal{L}$上の半ノルム $P$ と $q$ に対し，2次平均 (quadratical mean)
$QM(p, q)$ を

$Ql \downarrow:I(p, q)(x)=\sup_{\alpha\in S(pq)},\alpha(x, x)^{\frac{1}{2}}, x\in \mathcal{L},$

4Hilbert 空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann 代数 $\mathcal{M}$ の標準形とは $\mathcal{M},$ $\mathcal{H}$ および以下の条件を満たすユニタリー
対合 $J$ と $\mathcal{H}$ 上の自己双対錐 $\mathcal{P}$ からなる 4つ組 $(\mathcal{M}, \mathcal{H}, J, \mathcal{P})$ のことである :(i) $J\mathcal{M}J=\mathcal{M}’;(ii)JAJ=A^{*},$

$A\in \mathcal{Z}(\mathcal{M})$ ; (iii) $J\xi=\xi,$ $\xi\in \mathcal{P};(iv)AJAJ\mathcal{P}\subset \mathcal{P},$ $A\in \mathcal{M}$ . 詳しくは [25] を参照して頂きたい。
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で定める。 ここで，$S(p, q)$ は $\mathcal{L}$ 上の正値エルミート形式 $\alpha$ であって，任意の $x,$ $y\in \mathcal{L}$ に

対して $|\alpha(x, y)|\leq p(x)q(y)$ が成り立つものの全体である。 $\mathcal{L}$上の半ノルムに値をとる関数
$[0,1]\ni t\mapsto Pt$ は次の条件を満たすとき，$P$から $q$への 2次補間 (quadratical interpolation)
と呼ぶ:
(i) 各 $x\in \mathcal{L}$ に対し，関数 $t\mapsto p_{t}(x)$ は連続 ;

(ii) 次の条件を満たす ;
$Pt = QM(p_{t_{1}},p_{t_{2}}), t= \frac{t_{1}+t_{2}}{2}, t_{1}, t_{2}\in[0,1],$

$p_{\frac{1}{2}} = QM(p, q)$ ,

$p_{\frac{t}{2}} = QM(p,p_{t}), t\in[0,1],$

$p_{\underline{1}}\pm t2 = QM(p_{t}, q), t\in[0,1].$

更には，正値エルミート形式 $\alpha$ と $\beta$ に対し $\mathcal{L}$ 上の正値エルミート関数に値をとる関数
$[0,1]\ni t\mapsto QF_{t}(\alpha, \beta)$ が存在し，各 $x\in \mathcal{L}$ に対し $p_{t}(x)=QF_{t}(\alpha, \beta)(x, x)^{\frac{1}{2}}$ によって定め

られる関数 $p_{t}$ は $\alpha(x, x)^{\frac{1}{2}}$ から $\beta(x, x)^{\frac{1}{2}}$ への 2次補間となる。 $\alpha$ と $\beta$ の相対エントロピー
汎関数 (relative entropy functional) $S(\alpha\Vert\beta)(x)$ を

$S(\alpha\Vert\beta)(x)$

$= - \lim_{tarrow+}\inf_{0}\frac{QF_{t}(\alpha,\beta)(x,x)-\alpha(x,x)}{t}.$

で定める。
$\mathcal{A}$ を $*$ -代数 5とし，$\varphi,\psi$ を $\mathcal{A}$上の正値線型汎関数とする。Uhlmamの相対エントロピー

$S(\varphi\Vert\psi)_{Uhlmam}$ を
$S(\varphi\Vert\psi)_{Uhlmam}=S(\varphi^{R}\Vert\psi^{L})(1)$ ,

で定める。 ここで，$\varphi^{R}$ and $\psi^{L}$ は $\varphi^{R}(A, B)=\varphi(BA^{*}),$ $\psi^{L}(A, B)=\psi(A^{*}B)$ によって定

義される $\mathcal{A}$上の正値エルミート形式である。
[11] において，次の 2つの重要な定理が証明された:

定理 1. von Neumann代数 $\mathcal{M}$ 上の任意の状態 $\varphi,$
$\psi$ に対し，$S(\varphi\Vert\psi)_{Uhlmann}=S(\varphi\Vert\psi)$ Araki

が成り立つ。

ゆえに，以後 2つの相対エントロピーを区別しない。

定理 2. $\varphi,$
$\psi$ を $\sigma$ -代数 $\mathfrak{A}$ の状態とし，$\pi$ をある Hilbert空間上の $\mathfrak{A}$ の非縮退表現 6とす

る。 $\varphi,$
$\psi$ の $\pi(\mathfrak{A})"$ 上への正規拡張 $\tilde{\varphi},\tilde{\psi}\varphi(A)=\tilde{\varphi}(\pi(A)),$ $\psi(A)=\tilde{\psi}(\pi(A))$ があるとき，

$S(\tilde{\varphi}\Vert\tilde{\psi})=S(\varphi\Vert\psi)$ が成り立つ。

本稿では $\pi$ として $\varphi+\psi$ に伴う GNS表現 $\pi_{\varphi+\psi}$ を用いる。

3 $\alpha-$ダイバージエンスの定義と性質

5対合演算 $*$ : $A\mapsto A^{*}$ で閉じた代数。
6非自明な固有空間がない表現のこと。

104



続いて $\alpha-$ダイバージェンスについて議論する。測度空間 $(\Omega,\mathcal{F})$ においてある測度 $m$ に対
し絶対連続な確率測度 $\mu,$ $\nu$ に対し，$\alpha-$ダイバージェンスを

$D^{(\alpha)}(\mu\Vert v)=\{\begin{array}{ll}D(v\Vert\mu), (\alpha=+1) , \frac{4}{1-\alpha^{2}}(1-\int dm(\frac{d\mu}{dm})^{\frac{1-\alpha}{2}}(\frac{dv}{dm})^{\underline{1}}\neq_{2}\underline{\alpha}) (|\alpha|<1) ,D(\mu\Vert v), (\alpha=-1) , \end{array}$

で定める。 Uhlmann の $\alpha-$ダイバージェンス 7を $*$ -代数上の状態 $\varphi,$
$\psi$ に対し，

$S^{(\alpha)}(\varphi\Vert\psi)$

Uhlmann $=\{\begin{array}{l}S(\psi 4\Vert\varphi)_{Uhlmann}, (\alpha=+1) ,\overline{1-\alpha^{2}}(1-QF_{\underline{1}}\pm_{2^{\underline{\alpha}}}(\varphi^{R}, \psi^{L})(1,1)) , (|\alpha|<1) ,S(\varphi\Vert\psi) Uhlmann, (\alpha=-1) ,\end{array}$

で定める。そして，$\sigma$-有限 von Neumann代数 $\mathcal{M}$ 上の正規状態 $\varphi=\langle\Phi,$ $\cdot\Phi\rangle,$ $\psi=\langle\Psi,$ $\cdot\Psi\rangle$

に対し，荒木の $\alpha-$ダイバージェンスを

$S^{(\alpha)}(\varphi\Vert\psi)$ Araki $=\{\begin{array}{l}S(\psi 4\Vert\varphi) Araki, (\alpha=+1) ,\overline{1-\alpha^{2}}(1-\langle\Psi, \triangle_{\Phi,\Psi}^{1-\frac{1+\alpha}{2}}\Psi\rangle) , (|\alpha|<1) ,S(\varphi\Vert\psi) Araki, (\alpha=-1) ,\end{array}$

で定める。ここで，$\Phi,$ $\Psi$ はある標準形の自己双対錐の元である。von Neumann代数 $L^{\infty}(\Omega, m)$

上の状態 (確率測度) $\mu$ , $v\ll m$ に対しては

$S^{(\alpha)}(\mu\Vert v)_{Araki}=D^{(\alpha)}(\mu\Vert v)$ ,

であることは容易にわかる。定理 1の $\alpha$-版も成立し，von Neumann代数においては $S(\psi\Vert\varphi)$

uhlmann と $S(\psi\Vert\varphi)_{Araki}$ を区別する必要はない。

4 セクターと中心分解

任意の状態はセクターに (積分) 分解できることが知られており，セクターによる分類は
あらゆる量子系の振舞いの記述に出現し，次の定理の特別な場合 (中心測度).の適用にあ
たる。

定理 3(冨田分解定理 [4]). 任意の状態 $\omega\in E_{\mathfrak{A}}$ に対し，次の 3つは一対一対応する :
$(a) \omega=\int_{E_{\mathfrak{A}}}\rho d\mu(\rho)$ となる $E_{\mathfrak{A}}$ 上の直交測度 $\mu.$

$(b)$ 可換 von Neumann 代数 $\mathfrak{B}\subseteq\pi_{\omega}(\mathfrak{A})’.$

$(c)$ 次を満たす $\mathfrak{H}_{\omega}$ 上の射影作用素 $P$ : $P\Omega_{\omega}=\Omega_{\omega},$ $P\pi_{\omega}(\mathfrak{A})P\subseteq\{P\pi_{\omega}(\mathfrak{A})P\}’.$

$\mu,$
$\mathfrak{B},$ $P$ は上の対応をもつとき次の関係が成り立つ :

(1) $\mathfrak{B}=\{\pi_{\omega}(\mathfrak{A})\cup P\}’;(2)P=[\mathfrak{B}\Omega_{\omega}]$ ;

7Uhlmam 本人が定義したわけではないが，区別のためにこのように名づけた。荒木の $\alpha-$ダイバージェ
ンスについても同様。
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(3) $\mu(\hat{A}_{1}\hat{A}_{2}\cdots\hat{A}_{n})=\langle\Omega_{\omega},$ $\pi_{\omega}(A_{1})P\pi_{\omega}(A_{2})P\cdots P\pi_{\omega}(A_{n})\Omega_{\omega}\rangle$ ;
(4) $\mathfrak{B}$ は

$\langle\Omega_{\omega}, \kappa_{\mu}(f)\pi_{\omega}(A)\Omega_{\omega}\rangle=\int d\mu(\rho)f(\rho)\hat{A}(\rho)$

で定められる写像 $L^{\infty}(\mu)$ $:=L^{\infty}(E_{\mathfrak{A},\mu})\ni f\mapsto\kappa_{\mu}(f)\in\pi_{\omega}(\mathfrak{A})’$の値域に $*$ -同型であり，
$A,$ $B\in \mathfrak{A}$に対し次が成り立つ :

$\kappa_{\mu}(\hat{A})\pi_{\omega}(B)\Omega_{\omega}=\pi_{\omega}(B)P\pi_{\omega}(A)\Omega_{\omega}.$

定理中にある直交測度とは任意の $\Delta\in \mathcal{B}(E_{\mathfrak{A}})$ に対し

$( \int_{\Delta}\rho d\mu(\rho))\perp(\int_{E_{\mathfrak{U}}\backslash \Delta}\rho d\mu(\rho))$

となる正則 Borel測度のことである。 $\mathfrak{B}=\mathcal{Z}_{\omega}(\mathfrak{A})$ に対応する測度 $\mu$を中心測度と呼び，$\mu_{\omega}$

と表す。 そして $\mathfrak{B}$ がある測度 $\psi$ の中心 $\mathcal{Z}_{\psi}(\mathfrak{A})$ の部分代数であるとき，$\mu$ は準中心測度と

呼ばれる。中心測度は埼に準台をもち，中心測度によって状態のセクターへの分解がな
される。物理的には中心 $\mathcal{Z}_{\omega}(\mathfrak{A})$ があらゆる物理量と可換な物理量の極大系であり，これを
用いることにより全ての実験 (測定) 状況で共通のパラメータで状態を分解できるという
ことを意味している。今後のために用語を準備する。 $E_{\mathfrak{A}}$ 上の直交測度 $\mu$ に対し，

$b( \mu)=\int_{E_{\mathfrak{A}}}\rho d\mu(\rho)$

を $\mu$ の重心と呼ぶ。一方で，冨田分解定理の測度 $\mu$ を状態 $\omega$ の重心測度といい，この測度
による状態の積分分解を重心分解と呼ぶ。この重心分解を用いる利点は次の定理にある。

定理 4([11, 28]). $\mu,$ $v$ を $\psi,$ $\omega\in E_{\mathfrak{A}}$ を重心とする $E_{\mathfrak{A}}$上の正則 Borel測度とする。 $\mu,$ $v\ll m$

となる $E_{\mathfrak{A}}$ 上の準中心測度 $m$が存在するならば，$S(\psi\Vert\omega)=D(\mu\Vert\nu)$ が成立する。

すなわち，量子相対エントロピーは各状態に対応する重心測度に対する測度論的相対エ
ントロピーに一致する。それ故に重心測度の評価が量子相対エントロピーの評価に直結す
る。特に，中心分解は物理的にもその意味が保障されており，状態の分解としても常に一
意に存在する。その亜種としての準中心測度が量子測定理論の文脈から重要になる。当然
ながら，同様の定理が量子 $\alpha-$ダイバージエンスに対しても成立する :

定理 5. $\varphi,$
$\psi$ を $\mathfrak{A}$ 上の状態で，それぞれ重心測度 $\mu,$ $v$ を持つとする。ある準中心測度 $m$

で $\mu,$ $\nu\ll m$ となるものが存在するとき，$S^{(\alpha)}(\varphi\Vert\psi)=D^{(\alpha)}(\mu\Vert\nu)$ が成り立つ。

本来ならば，測定過程を正確に記述して実験的状況にあわせた議論を本来はすべきであ
るが，ひとまずはセクター理論に基づいて次節以降は確率論や統計学の基本的概念の量子
版のあり方について議論を行う。

5 量子系での大偏差原理と仮説検定

統計学・情報理論および学習理論の多くの解析の出発点は大偏差原理 [5,6,7,27] にあ
る。 それ故に量子推定理論においても大偏差型の評価から議論を行う。 まず，前節の議論
から基準となる状態 $\psi\in E_{\mathfrak{A}}$ の中心測度 $\mu_{\psi}$ を用いる。
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$\mathcal{B}^{w}(_{\lrcorner}\eta I_{1}(E_{\mathfrak{A}}))$ を $\Lambda I_{1}(E_{\mathfrak{A}})$ 上の弱位相で生成される $Borel\sigma$-集合族とする。$\tilde{\rho}=(\rho_{1}, \rho_{2}, \cdots)\in$

$(supp\mu_{\psi})^{\mathbb{N}}$ および $A\in \mathcal{B}(supp\mu_{\psi})$ and $\Gamma\in \mathcal{B}^{w}(M_{1}(E_{\mathfrak{A}}))$ に対し，

$Y_{j}( \tilde{\rho})=\rho_{j}, L_{n}(\tilde{\rho}, A)=\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}\delta_{Y_{j}(\overline{\rho})}(A) , Q_{n}^{(2)}(\Gamma)=P_{\mu_{\psi}}(L_{n}\in\Gamma)$

と定める。ただし，$P_{\mu\psi}$ は直積測度 $\mu_{\psi}^{N}$ を意味する。。 $\{Y_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ が iid. であることは明ら

かであり，この $\{Y_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ により状態を確率変数として扱うことが可能となる。 このとき，
Sanov の定理の量子版が成立する。

定理 6. $Q_{n}^{(2)}$ は $S(\cdot\Vert\psi)$ をレート関数とする $LDP$を満たす : $\{L_{n}\in\Gamma\}$ が可測集合となる任
意の $\Gamma\in B^{w}(M_{1}(E_{\mathcal{A}}))$ に対し，

$- \inf\{S(b(\mu)\Vert\psi)|\mu\in\Gamma^{0}, \mu\ll\mu_{\psi}\}\leq\lim_{narrow}\inf_{\infty}\frac{1}{n}\log Q_{n}^{(2)}(\Gamma)$

$\leq\lim\sup-\log Q_{n}^{(2)}(\Gamma)1\leq-irJf\{S(b(\mu)\Vert\psi)|\mu\in\overline{\Gamma}, \mu\ll\mu_{\psi}\}.$

$narrow\infty n$

ただし，上限と下限は集合 $\{\mu\in\Gamma, \mu\ll\mu_{\psi}\}$ が空のときは無限大の値をとることとする。

$\mathfrak{A}$ は可分と仮定する。 このとき，$E_{\mathcal{A}}$ は次で定義される距離 $d$ によりコンパクト距離空
間となる:

$d( \omega_{1}, \omega_{2})=\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{2^{j}}\frac{|\omega_{1}(A_{j})-\omega_{2}(A_{j})|}{||A_{j}\Vert}$ , (2)

ただし，集合 $\{A_{j}|A_{j}\neq 0, j=1,2, \cdots\}$ は $\mathfrak{A}$の稠密な部分集合である。加えて，$B^{cy}(M_{1}(E_{\mathcal{A}}))$

$(M_{1}(E_{\mathcal{A}})$上の有界な Borel可測関数による積分を行う汎関数を可測にするような筒集合が
生成する Borel集合族 [6] $)$ が $B^{w}(M_{1}(E_{\mathcal{A}}))$ と一致する。故に，$\mathfrak{A}$ が可分なときは任意の
$\{L_{n}\in\Gamma\}$ が可測集合になる。
では次に，仮説検定の議論を簡単に行おう。以下の定理の古典版は非常に良く知られて

いるので，詳しくはを参照して頂きたい。 日合大矢塚田の定理の積極的利用の効用と
も言える結果である。

定義 1. 検定 $\mathcal{T}$ とは，ここでは 2つの対立する仮説 $H_{0}$ と $H_{1}$ に対して定義される，可測
関数の列 $T_{n}$ : $(supp\mu_{\omega_{2}})^{n}arrow\{0,1\}$ で，解釈 $\{T_{n}=0\}=$ { $H_{0}$ を採用} $=$ { $H_{1}$ を棄却} と

$\{T_{n}=1\}=$ { $H_{1}$ を採用} $=$ { $H_{0}$ を棄却} を要請するもののことである。 もし $\mathcal{T}=(T)$ な

らば，$\mathcal{T}$ と $T$ とを区別しない。

第 1種および第 2種の誤り確率を

$\alpha_{n}(T_{n})$ $=$ $P_{\omega 1}(T_{n}=1)=P_{\omega 1}$ ( $fI_{0}$ は棄却),
$\beta_{n}(T_{n})$ $=$ $P_{\omega 2}(T_{n}=0)=P_{\omega 2}$ ( $H_{1}$ は棄却).

で定義する。 ここで，$i=1,2$ に対し几、は $\mu_{\omega_{i}}$ の可算直積確率測度であって，

$X_{j}=- \log\frac{d_{l^{J_{\omega 1}}}}{d\mu_{\omega 2}}(\rho_{j}) , S_{n}=\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}X_{j}.$
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それぞれは対数尤度比，平均化された対数尤度比である。誤り確率 $\alpha_{n},$
$\beta_{n}$ ともに $0$ となら

ず，一方が小さくなればもう一方はある程度の大きさを持つトレードオフの関係にある。
それ故，誤り確率の

$\beta_{n}(\epsilon)=\inf\{\beta_{n}(T_{n})|T_{n}:$ 検定 $, \alpha_{n}(T_{n})<\epsilon\}$

これは $\alpha_{n}(T_{n})<\epsilon$ となる全ての検定 $T_{n}$を用いたときの $\beta_{n}(T_{n})$ の下限の値である。Neymann-
Pearson検定によってこの下限は達成されるので，常に少なくとも一つこの下限を達成す
るものが存在する。次の定理が Steinの補題の量子版である。

定理 7. 任意の $\epsilon<1$ に対し，

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log\beta_{n}(\epsilon)=-S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})$ .

次に Chernoff限界を考える。 $\mathcal{R}:(T_{n})=\pi_{l}\alpha_{n}(T_{n})+\pi_{2}\beta_{n}(T_{n})$ と定める。 ここで，$\pi_{1},$ $\pi_{2}$

は $\pi_{1},$ $\pi_{2}>0,$ $\pi_{1}+\pi_{2}=1$ を満たす実数である。

定理 8(Chernoff限界).

$\lim_{narrow\infty}\inf_{T_{n}}\frac{1}{n}\log \mathcal{R}_{n}(T_{n})=\inf_{0\leq t\leq 1}\log F_{t}(\omega_{1}, \omega_{2})$ .

ここで，$F_{t}(\omega_{1},\omega_{2})=QF_{t}(\omega_{1}^{R},\omega_{2}^{L})(1,1)$ である。

Steinの補題と Chernoff限界のどちらも古典的な定理と日合大矢塚田の定理を組み
合わせて証明ができ，量子状態が定量的尺度として現れることが確認された。現実的な状
況では適切な測定過程の選択をする必要がある [22].

6 量子モデル選択

本節の議論は [29] における議論とほぼ同じである。まずはモデルを定義しよう。

定義 2. $\mathbb{R}^{d}$ のコンパクト部分集合 $\Theta$ で添え字づけられた状態の族 $\{\omega_{\theta}|\theta\in\Theta\}$ は次の 3条
件を満たすとき (統計的) モデルであると呼ばれる:

(i) $\theta\in\Theta$ に対し，$\mu_{\omega_{\theta}}\ll m$ となる $E_{\mathfrak{A}}$上の準中心測度 $m$ が存在する。

(ii) 集合 $\{\rho\in E_{\mathfrak{A}}|p_{\theta}:=\frac{d\mu_{\omega_{\theta}}}{dm}(\rho)>0\}$ は $\theta\in\Theta$ に依らない。

(iii) $\omega_{\theta}$ は Bochner可積分である。

状態の指定により様々な物理量のスペクトルと確率分布が考察可能になることがある一
方，状態の指定なしに特定の確率分布の指定だけでは系を記述し切れないのが量子系特有
の事例である。けれども，一切の仮定なく状態を指定することは不可能なので，望まれる
性質を満たす (有限次元の) パラメータつきの状態族を想定し，パラメータの推定調整
を通じて状態を指定するという過程を経ることが必要になる。

$\rho^{n}=\{\rho_{1}, \cdots, \rho_{n}\}$ をデータ，$\pi(\theta)$ を $\Theta$上の確率密度関数，そして，$0<\beta<\infty$ とする。
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定義 3. 与えられたモデル $\{\omega_{0}\}_{\theta\in\Theta}$ に対し，

$\omega_{\pi,\beta}^{n}:=\frac{\int\omega_{\theta}\prod_{j=1}^{n}p_{\theta}(\rho_{j})^{\beta}\pi(\theta)d\theta}{n}$

(3)

$\int\prod_{j=1}p_{\theta}(\rho_{j})^{\beta}\pi(\theta)d\theta$

で定義される状態 $\omega_{\pi,\beta}^{n}$ を Bayesエスコート予測状態と呼ぶ。

この Bayesエスコート予測状態が Bayesエスコート予測分布の一般化であることは容易
にわかる。

$\Theta$ 上の与えられた可測関数 $G(\theta)$ に対し，$G(\theta)$ の事後平均を次で定める。

$\int G(\theta)\prod p(\rho_{j}|\theta)^{\beta}\pi(\theta)d\theta n$

$\langle G(\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}=\frac{j=1}{\int\prod_{j=1}^{n}p(\rho_{j}|\theta)^{\beta}\pi(\theta)d\theta}.$

(4)

ただし，$0<\beta<\infty$ である。 このとき，次の等式が成り立つ :

$\omega_{\pi_{)}\beta}^{n}=\int\rho\langle p(\rho|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}dm(\rho)$ . (5)

ここで 2つの期待値 $E_{\rho}$ および $E_{\rho^{n}}$ を定義する : $E_{\mathfrak{A}}$ 上の可測関数 $F(\rho)$ に対し，

$E_{\rho}[F( \rho)]=\int H(\rho)q(\rho)dm(\rho)$ . (6)

$(E_{\mathfrak{A}})^{n}$ 上の可測関数 $G(\rho_{1}, \cdots, \rho_{n})$ に対し，

$E_{\rho^{n}}[G( \rho_{1}, \cdots, \rho_{n})]=\int G(\rho_{1}, \cdots, \rho_{n})\prod_{j=1}^{n}q(\rho_{j})dm(\rho_{j})$ . (7)

統計学及び学習理論の主要な計算及び推定の対象である概念を次に定義する。

定義 4.
(1) Bayes 汎化誤差 $\mathcal{E}_{bg}$ および Bayes汎化損失 $\mathcal{L}_{bg}$ を以下で定める :

$\mathcal{E}_{bg}=E_{\rho}[\log\frac{q(\rho)}{\langle p(\rho|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}}], \mathcal{L}_{bg}=E_{\rho}[-\log\langle p(\rho|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}]$ . (8)

(2) Bayes 訓練誤差 $\mathcal{E}_{bt}$ および Bayes訓練損失 $\mathcal{L}_{bt}$ を以下で定める :

$\mathcal{E}_{bt}=\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}[\log\frac{q(\rho_{j})}{\langle p(\rho_{j}|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}}], \mathcal{L}_{bt}=\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}[-\log\langle p(\rho_{j}|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}]$ . (9)

(3) 汎関数分散 $\mathcal{V}$ を以下で定める :

$\mathcal{V}=\sum_{j=1}^{n}\{\langle(\log p(\rho_{j}|\theta))^{2}\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}-(\langle\log p(\rho_{j}|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}})^{2}\}$ . (10)
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次の関係は容易にわかる:

$\mathcal{E}_{bg}=\mathcal{L}_{bg}+E_{\rho}[\log q(\rho_{j})]=D(q\Vert\langle p(\cdot|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}})=S(\psi\Vert\omega_{\pi,\beta}^{n})$ , (11)

$\mathcal{E}_{bt}=\mathcal{L}_{bt}+\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}\log q(\rho_{j})$.

ここで，共通の測度に対する密度関数 $\langle p(\rho|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}}$ と $q(\rho)$ との間の相対エントロピーを
$D(q\Vert\langle p(\cdot|\theta)\rangle_{\pi,\beta}^{\rho^{n}})$ で表した。 Bayes汎化誤差は

$‘$ . 真” の状態 $\psi$ と Bayesエスコート予測状
態 $\omega_{\pi,\beta}^{n}$ の間の量子相対エントロピーであり，Bayesエスコート予測状態 $\omega_{\pi,\beta}^{n}$ の性能を相
対エントロピーにより評価することを目的として構成された量である。しかしながら，
真 “ の状態 $\psi$ を本来は知りようがなく，Bayes 汎化誤差あるいは Bayes汎化損失は計算で
きない。故に，“真” の状態 $\psi$ に依らない量を用いて Bayes汎化誤差および Bayes汎化損
失を推定もしくは近似する必要が生じる。 このとき用いるのが “ 真” の状態 $\psi$ に依らず，
モデルとデータ $\rho^{n}$ に依存した Bayes訓練損失であって，それに合わせ Bayes汎化損失を
Bayes訓練損失で推定することを考える。次の定理が最も望む結果を与える定理である。

定理 9.

$E_{\rho^{n}}[ \mathcal{L}_{bg}]=E_{\rho^{n}}[WAIC]+o(\frac{1}{n})$ , (12)

WAIC $= \mathcal{L}_{bt}+\frac{\beta}{n}\mathcal{V}$ . (13)

この定理の証明には解析性などのいくつかの重要な仮定が本来必要である。この定理の
主張は，Bayes汎化損失のデータが増えていく状況下の平均 ((12) の左辺) と Bayes訓練損

失に補正項を加えたものの平均 ((12) の右辺および (13)) が $oX^{\frac{1}{n})}$ のオーダーのずれの範

囲内で一致する，というものである。補正項は汎関数分散 $\mathcal{V}$ の
$\underline{\beta}$

倍で与えられる。 (12)
の右辺で平均を取っている項 (13) には WAIC, widely $applicablen$ information criteria の
頭文字，と名づけられており，情報量規準の一種である。 このWAIC の振る舞いが良い
モデルが最も “真” の状態に近いモデルであって，$\beta$ もこのWAIC の適正化を通して定め
られる。 また，“真 “ の状態の明確な実体もこの段階に至ってようやく実感されるもので
ある。 [30] に非常に詳しい記述があり，興味のある方はご覧になって頂きたい。

7 合成系による測定過程の記述とその活用

測定器は自立した物理的自由度であり，測定過程とは対象とする物理系と測定器との間
の相互作用に他ならない。測定によって測定器で値が出力され，一方で対象系はその影響
(反作用) を被る，という事実に対応する数学的記述を構築する必要がある。スペクトル
分解および Gel’fand変換はその基礎として積極的に活用される。 これまでに議論した冨
田分解定理に基づくセクター理論を現実的場面で適用するための方法論としても本節の
議論は助けになることと思う。

1(測定器の物理量代数). $\mathfrak{A}$ を考察対象の系の物理量代数としての $c*$-代数，$\omega$ を $\mathfrak{A}$ 上の

状態，そして，$(\pi_{\omega}, \mathcal{H}_{\omega}, \Omega_{\omega})$ を $\mathfrak{A}$ の $\omega$ に伴う GNS 表現とする。 また，測定する物
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理量を $A=A^{*}\in\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"$ とする。物理量 $A$ のスペクトル $Sp(A)$ $:=\{\lambda\in \mathbb{C}|A-$

$\lambda 1$ は可逆でない} $(\subseteq \mathbb{R})C_{0}(A)$ $:=\{f(A)|f\in C_{0}(Sp(A))\}$ 合成系の物理量代数の構
成は物理系のあり方 (例えば，相対論的量子場) に依存して様々なものが考えられ
るが，$C*$-テンソル積 $\mathfrak{A}\otimes C_{0}(A)^{8}$の $\pi_{\omega}\otimes id$における von Neumann代数は

$\{(\pi_{\omega}\otimes id)(\mathfrak{A}\otimes C_{0}(A))\}"=\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\otimes \mathcal{A}$, (14)

であり，その中心は $\mathcal{Z}_{\pi_{\omega}\otimes id}(\mathfrak{A}\otimes Co(A))=\mathcal{Z}_{\omega}(\mathfrak{A})\otimes \mathcal{A}$ である。ただし，$\mathcal{A}=C_{0}(Sp(A))"$
は $\mathcal{H}_{\omega}$ 上の von Neumann代数である。

2(測定過程). $\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\otimes \mathcal{A}$上の $*$ -同型写像 $\alpha$ : として定義される。 von Neumann 代数
$\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\otimes \mathcal{A}$の標準形を固定すれば，標準形の Hilbert空間上のユニタリー作用素 $U$

で $\alpha(A)=U^{*}AU(A\in\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\otimes \mathcal{A})$ となるものが存在する。 したがって，通常の測
定理論での測定相互作用が標準形を定めることで再現される。

以下では単純化のため，対象系の状態 $\omega$ を因子状態であるとする。そして，von Neumann
代数 $\mathcal{M}$ 上の $*$

-同型写像 $\alpha$ に対し，$\alpha^{*}:E_{\mathcal{M}}arrow E_{\mathcal{M}}$ を $(\alpha^{*}\varphi)(B)=\varphi(\alpha(B))(B\in \mathcal{M})$ で

定義する。物理量 $A$ を測定する測定器と対象系との合成系において $\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\otimes \mathcal{A}$ の $*$
-同型

写像 $\alpha$ が測定相互作用として実現しているとき，次の状態 $\omega(A,\alpha)$ が測定後の状態として実

現し，中心測度の台 $supp\mu_{\omega_{(A,\alpha(W))}}$ は以下のようになる : $X\in \mathfrak{A}\otimes C_{0}(A)$ に対し，

$\omega(A,\alpha)(X) := \alpha^{*}(\tilde{\omega}\otimes m_{\mathcal{A}})((\pi_{\omega}\otimes id)(X))$

$= \int\rho(X)d\mu_{\omega}(A,\alpha)(\rho)$ , (15)

$supp\mu_{\omega_{(A,\alpha(W))}}=\overline{\{\omega_{\alpha,a}\otimes\delta_{a}|a\in Sp(A)\}}.$

ただし，各 $a\in Sp(A)$ に対して，$\omega_{\alpha,a}$ は $\alpha$ に依存して定まる対象系の状態であり，$\delta_{a}$ は

$\delta_{a}(f(A))=f(a)(f\in C_{0}(Sp(A)))$ を満たす $C_{0}(A)$ 上の状態である。 もし上の状態 $\omega$ が因

子状態でないとき，中心測度 $\mu_{\omega}(A,\alpha)$ を用いれば，対象系のセクターと物理量 $A$ を測定す
る測定器が供給するセクターの双方を測定する実験状況に対応する。物理量 $A$ の測定の
みに関心がある状況では，中心測度 $\mu_{\iota D}(A,\alpha)$ の代わりに可換 von Neumann代数 $\mathbb{C}1\otimes \mathcal{A}$ に

対応した $\omega(A,\alpha)$ の準中心測度を用いればよい。物理量 $A$ の理想測定 [8] を与える測定相互
作用を考察すれば，

$\mathfrak{A}$ を $c*$-代数，$\omega_{1},$ $\omega_{2}$ を $\mathfrak{A}$上の状態，$(\pi_{\omega}, \mathcal{H}_{\omega}, \Omega_{\omega})$ を $\mathfrak{A}$ の $\omega=\omega_{1}+\omega_{2}$ に伴う GNS表現
とするとき，$\omega_{1}$ と $\omega_{2}$ を比較する測定の集合を以下で定義する :

$M(\omega_{1}\prec\omega_{2})=\bigcup_{AA=A^{*}\in\pi_{\omega}(以)}M(A;\omega_{1}\prec\omega_{2})$
,

$M(A;\omega_{1}\prec\omega_{2})=\{(A, \alpha)\in\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\cross Aut(\pi_{\omega}(\mathfrak{A})"\otimes \mathcal{A})|$

$\mathcal{A}=C_{0}(A)",\mu_{\omega_{、,(A,\alpha)}}\ll\mu_{\omega_{2,(A,\alpha)}}\},$

ここで，合成系の $c*$-代数は $\mathfrak{A}\otimes C_{0}(A)$ であって，$i=1,2$ に対し $\omega_{i,(A,\alpha)}$ は

$\omega_{i,(A,\alpha)}=\alpha^{*}(\tilde{\omega}_{i}\otimes m_{\mathcal{A}})\circ(\pi_{\omega}\otimes id)$

8[24] を参照して頂きたい。
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で定義される $\mathfrak{A}\otimes C_{0}(A)$ 上の状態である。 $\alpha\in Aut(\mathfrak{A})$ に対し，$S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})=S(\alpha^{*}\omega_{1}\Vert\alpha^{*}\omega_{2})$

となることを用いると，$M(\omega_{1}\prec\omega_{2})\neq\emptyset$ であるとき，$(A, \alpha)\in M(\omega_{1}\prec\omega_{2})$ に対して，

$\infty$ $>$ $D(\mu_{\omega_{1,(A,\alpha)}}\Vert\mu_{\omega_{2,(A,\alpha)}})=S(\alpha^{*}(\tilde{\omega}_{1}\otimes m_{\mathcal{A}})\circ(\pi_{\omega}\otimes id)\Vert\alpha^{*}(\tilde{\omega}_{2}\otimes m_{\mathcal{A}})\circ(\pi_{\omega}\otimes id))$

$=$ $S(\alpha^{*}(\tilde{\omega}_{1}\otimes m_{A})\Vert\alpha^{*}(\tilde{\omega}_{2}\otimes m_{A}))=S(\tilde{\omega}_{1}\otimes m_{A}\Vert\tilde{\omega}_{2}\otimes m_{A})=S(\tilde{\omega}_{1}\Vert\tilde{\omega}_{2})=S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})$ .

が成り立つ。Bornの公式は測定後の合成系の状態の中心測度を与えることと同値なので，
$\omega_{1},$ $\omega_{2}$ それぞれの中心測度 $\mu_{\omega_{1,(A,\alpha)}},$ $\mu_{\omega_{2,(A,\alpha)}}$ は測定データから特定されると結論できる。
$M(\omega_{1}\prec\omega_{2})\neq\emptyset$であるときはいつでも，$\omega_{1}$ の $\omega_{2}$ に対する量子相対エントロピー $S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})$

は統計的に評価される。これまでの議論から，次の予想が思い浮かぶであろう:

予想 : $S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})<\infty$ならば，$M(\omega_{1}\prec\omega_{2})\neq\emptyset_{0}$

これは当然ながら数学的に自明ではない。強い条件 $S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})<\infty$ は $\omega_{1}$ と $\omega_{2}$ とがとても

似ており，前者と後者を量子相対エントロピー $S(\omega_{1}\Vert\omega_{2})$ で比較できるという，物理的に
肯定的な言明である。 $M(\omega_{1}\prec\omega_{2})\neq\emptyset$であれば，上の式から測定データの確率分布 (測
度 $)$ に対する相対エントロピーから元の量子状態に対する量子相対エントロピーが計算さ
れるので，適切な相互作用を考えれば大偏差型の評価やモデル選択の議論を実験的な状況
で実際に適用できることが示された。
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