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概要

ここでは，M. Ishikawa, H. Tagawa and $J$ . Zeng, “Pfa缶 an de-
composition and a Pfaffian analogue of $q$-Catalan Hankel determi-
nants”, arxiv: $101i$ . 5941の中で証明した $q$-Catalan Hankel Pfaf-
fian を de Bruijn の公式と Askey の $q$-Selberg 積分公式を使った
別証明を与える．また，同じ手法を用いることにより，上記論文の中
で述べた予想の一部に証明も与える．これは、 昨年 10月の坂本玲
峰氏による 『組合せ論的表現論の拡がり』 (数理研講究録 No.1795)
の”A Pfaffian analogue of the Hankel determinants and the Sel-
berg integrals” の続報である．

1 Introduction
この記事は，[10] の続編である．[10] で述べた証明のより詳しいバー

ジョンと [10] の中では証明できなかった予想の証明を与える．

パフィアンは，普通パーフェクトマッチングによって定義される．ここ
では，$A=(a_{ij})_{1\leq i,j\leq 2}n$ が歪対称行列であるとき，すなわち $a_{ji}=-a_{ij}$ が

成り立つとき，

Pf $A= \frac{1}{n!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{C}_{2n}}sgn\sigma a_{\sigma(1)\sigma(2)}\ldots a_{\sigma(2n-1)\sigma(2n)}$

を定義として採用する．ここで，

$\mathfrak{C}_{2n}:=\{\sigma\in \mathfrak{S}_{2n}|\sigma(2i-1)<\sigma(2i) (1\leqi\leq n)\}.$

$*$ これは University Claude Bernard Lyon 1の Jiang ZENG 氏との共同研究である．
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である．例えば $g_{4}$ は次の 6個の置換

(1,2,3,4), (1,3,2,4), (1,4,2,3),

(2,3,1,4), (2,4,1,3), (2,3,1,4).

からなり，
Pf$(a_{ij})_{1\leq i,j\leq 4}=a_{12}a_{34}-a_{13}a_{24}+a_{14}a_{23}$

である．

Hyperpfaffian は，パフイアンほど知られていないが，パフィアンの概念
の拡張であって，Barvinok によって最初に定義された．ここでは [21] の
定義を採用する．

定義 1.1. $m,$ $n$ を正整数とし，配列 $B=(B(i_{1}, \ldots, i_{2m}))_{1\leq i_{1},\ldots,i_{2m}\leq 2n}$ が，
任意の $(\tau_{1}, \ldots, \tau_{m})\in(\mathfrak{S}_{2})^{m}$ に対して

$B(i_{\tau_{1}(1)}, i_{\tau_{1}(2)}, \ldots, i_{\tau_{m}(2m-1)}, i_{\tau_{m}(2m)})=$ sgn $(\tau_{1})$ $\cdots$ sgn$(\tau_{m})B(i_{1}, \ldots, i_{2m})$

をみたすとする．このとき $B$ の hyperpfaffian は

$Pf^{[2m]}(B)=\frac{1}{n!}\sum_{\sigma 1,\ldots,\sigma_{m}\in \mathbb{C}_{2n}}sgn(\sigma_{1}\cdots\sigma_{m})$

$\cross\prod_{i=1}^{n}B(\sigma_{1}(2i-1),\sigma_{1}(2i), \cdots, \sigma_{\check{m}}(2i-1),\sigma_{m}(2i))$ .

によって定義される．

この記事では，$q$-series に関する以下の標準的な記法を使う (see [4, 7]):
任意の整数 $n$ に対して

$(a;q)_{\infty}= \prod_{k=0}^{\infty}(1-aq^{k}) , (a;q)_{n}=\frac{(a;q)_{\infty}}{(aq^{n};q)_{\infty}}.$

ここで $(a;q)_{n}$ は $q$-shifCed factorial といわれる．また，以下の省略記法
も用いる:

$(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{r};q)_{\infty}=(a_{1};q)_{\infty}(a_{2};q)_{\infty}\cdots(a_{r};q)_{\infty},$

$(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{r};q)_{n}=(a_{1};q)_{n}(a_{2};q)_{n}\cdots(a_{r};q)_{n}.$

$q$-超幾何級数 r $+$ l $\phi$r は

$r+1 \phi_{r}[^{a_{1},a_{2},.\cdot.\cdot.\cdot,a_{r+1}}b_{1},,b_{r};q, z]=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(a_{1},a_{2},..\cdot.\cdot.’ a_{r+1};q)_{n}}{(q,b_{1},,b_{r};q)_{n}}z^{n}.$

によって定義される．
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2 Pfaffian の和公式
$A=(a_{ij})_{i,j\geq 1}$ を半無限または有限の行列とする．$I=\{i_{1}, \ldots, i_{r}\}\backslash$ を行

の添字集合，$J=\{j_{1}, \ldots, j_{r}\}$ を列の添字集合とするとき，添字集合 $(I, J)$

に対応する行列を $A$ から選んで作られる $r\cross r$ 部分行列を $A_{J}^{I}=A_{j_{1},,j_{r}}^{i_{1},..\cdot.\cdot.’ ir}$

と書く．また，正整数 $n$ に対して $[n]=\{1,$
$\ldots,$

$n]$ という記号を使う．例
えば $A=(a_{ij})_{i,j\geq 1}$ に対して

$A_{2,3,5}^{1,2,4}=(\begin{array}{lll}a_{12} a_{13} a_{15}a_{22} a_{23} a_{25}a_{42} a_{43} a_{45}\end{array})$

である．また，歪対称行列 $A$ に対して，$A_{I}^{I}$ を省略して $A_{I}$ と書く．ここ
で，パフィアンの和公式を紹介する．このパフィアンの和公式は，のちに
de Bruijn の定理を証明するのに使う．

定理 2.1. ([15, 16]) $n$ と $N$ を $2n\leq N$ である正整数とする．$H=$
$(h_{i,j})_{1\leq i\leq 2n,1\leq j\leq N}$ を任意の $2n\cross N$ 行列とし，$A=(\alpha_{i,j^{\mathfrak{l}}})_{1\leq i,j\leq N}$ を $N$ 次
の歪対称行列とする．このとき，次式が成り立つ．

$\# I=2n\sum_{I\subseteq[N]}$

Pf$(A_{I})\det(H_{I}^{[2n]})=$ Pf$(Q)$ , (2.1)

ここで，歪対称行列 $Q$ は $Q=(Q_{i,j})=HAH^{T}$ によって定義され，その
$(i,j)$ 成分は

$Q_{i,j}= \sum_{1\leq k<l\leq N}\alpha_{k,l}\det(H_{k,l}^{i,j}) , (1\leq i,j\leq2n)$ (2.2)

によって与えられる．

パフィアンの和公式の拡張として次の結果が [21] の中で得られている．

定理 2.2. ([21]) $m,$ $n,$ $N$ を $2n\leq N$ をみたす正整数とする．正整数 $s$

$(1\leq \mathcal{S}\leq m)$ に対して，$H(s)=(h_{ij}(s))_{1<i<2n,1<j\leq N}$ を $2n\cross N$ 矩形行列

とする．また $A=(a_{ij})_{1\leq i,j\leq N}$ を $N$ 次の歪対称行列とする．このとき

$\sum_{I\subset[N]}$
Pf$(A_{I}) \prod_{s=1}^{m}\det(H(\mathcal{S})_{I}^{[2n]})=$ Pf$[2m](Q)$ ,

$\#\overline{I}=2n$

が成り立つ．ここで，配列 $Q=(Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}})_{1\leq i_{1},\ldots,i_{2m}\leq 2n}$ は

$Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}}= \sum_{1\leq k<l\leq N}a_{k,l}\prod_{s=1}^{m}\det(H(s)_{k,l}^{i_{2s-1},i_{2s}})$ ,

によって定義される．
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次の命題は，実際にパフィアンを計算するときに便利なので，ここに引
用しておく [15,16].

命題 2.3. $\{\alpha_{k}\}_{k\geq 1}$ を任意の数列とし $n$ を正整数とする．$B=(b_{i,j})_{i,j\geq 1}$

を次によって成分が定義される歪対称行列とする．

$b_{i,j}=\{\begin{array}{ll}\alpha_{i} if j=i+1 for i\geq 1,-\alpha_{j} if i=j+1 for j\geq 1,0 otherwise.\end{array}$ (2.3)

$I=(i_{1}, \ldots, i_{2n})$ を $1\leq i_{1}<\cdots<i_{2n}$ を満たす添字集合とするとき，

Pf $(B_{I})=\{\begin{array}{ll}\prod_{k=1}^{n}\alpha_{i_{2k-1}} if i_{2k}=i_{2k-1}+1 for k=1, \ldots, n,0 otherwise,\end{array}$ (2.4)

が成り立つ．

3 De Bruijn の公式と Hankel Pfaffians
$0$ から $a$ までの $q$-Jackson 積分は

$\int_{0}^{a}f(x)d_{q}x=(1-q)a\sum_{n=0}^{\infty}f(aq^{n})q^{n}.$

によって定義され，この和は回 $<1$ のとき絶対収束する．また，区間 $[a, b]$

における一般の $q$-Jackson 積分は

$\int_{a}^{b}f(x)d_{q}x=\int_{0}^{b}f(x)d_{q}x-\int_{0}^{a}f(x)d_{q}x.$

によって定義される．$\omega$ を重み関数 $w(x)$ によって定義される閉区間 $[a, b]$

上の任意の測度とする，すなわち，$\omega(d_{q}x)=w(x)d_{q}x$ . この測度 $\omega$ のモー

メントは

$\mu_{n}(q)=\int_{a}^{b}x^{n}\omega(d_{q}x)$ .

によって定義される．また，この測度 $\omega$ に関する直交多項式 $p_{n}(x)(n=$

0,1, . . . ) とは次の 2つの条件をみたすものである．

(i) $de\backslash gp_{n}(x)=n,$

(ii) 任意の $m,$ $n\geq 0$ に対して $\int_{a}^{b}p_{m}(x)p_{n}(x)\omega(d_{q}x)=K_{n}\delta_{m,n}.$

ここで $K_{n}>0$ は定数である．

次の命題が de Bruijn の公式と呼ばれる:
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命題 3.1. $n$ を正の整数とし，$1\leq i\leq 2n$ に対して $\phi_{i}(x)$ と $\psi_{i}(x)$ を閉区
間 $[0, a]$ 上の連続関数とする．このとき

$\int\cdots\int_{0\leq x_{1}<\cdots<x_{n}\leq a}\det(\phi_{i}(x_{j})|\psi_{i}(x_{j}))d_{q}\mu(x_{1})\ldots d_{q}\mu(x_{n})=$ Pf $(Q_{i,j})_{1\leq i,j\leq 2n}$

(3.1)
が成り立つ．ここで

$Q_{i,j}= \int_{0}^{a}\{\phi_{i}(x)\psi_{j}(x)-\phi_{j}(x)\psi_{i}(x)\}d_{q}\mu(x)$ (3.2)

であり，$(\phi_{i}(x_{j})|\psi_{i}(x_{j}))$ は第 $i$ 行 $(1\leq i\leq 2n)$ が

$(\phi_{i}(x_{1}), \psi_{i}(x_{1}), \ldots, \phi_{i}(x_{n}), \psi_{i}(x_{n}))$

で与えられる $2n\cross 2n$ 行列である．

命題 3.1は次に述べる命題 3.2の特別な場合なので，証明はそちらで述
べる．

命題 3.2. $m$ と $n$ を正整数とし，$1\leq i\leq 2n,$ $1\leq s\leq m$ の範囲の $i,$ $s$ に

対して $\phi_{s,i}(x)$ と $\psi_{s,i}(x)$ を区間 $[0, a]$ 上の関数とする．このとき

$\int\cdots\int_{a\leq x1<\cdots<x_{n}\leq b}\prod_{s=1}^{m}\det(\phi_{s,i}(x_{j})|\psi_{s,i}(x_{j}))\omega(d_{q}x)$

$=$ Pf $[2m](Q_{i_{1},\cdots,i_{2m}})_{1\leq i_{1},\cdots,i_{2m}\leq 2n}$ , (3.3)

が成り立つ．ここで，$1\leq i_{1},$ $\ldots.’ i_{2m}\leq 2n$ に対して

$Q_{i_{1},\cdots,i_{2m}}.$ $= \int_{0}^{a}\prod_{s=1}^{m}\{\phi_{s,i_{2s-1}}(x)\psi_{s,i_{28}}(x)-\phi_{s,i_{2s}}(x)\psi_{s,i_{2s-1}}(x)\}\omega(d_{q}x)$

(3.4)
である．

証明．$N$ を $N\geq n$ を満たす正整数とし，$2N\cross 2N$ 歪対称行列 $A=$

$(\alpha_{i,j})_{1\leq i<j\leq 2N}$ を

$\alpha_{i,j}=\{\begin{array}{ll}1 if i is odd and j=i+1,0 otherwise,\end{array}$

のように取る．このとき，$[2N]$ の任意の 2$n$-元部分集合 $I$ に対して，命
題 2.3から，

Pf $(A_{I})=\{\begin{array}{ll}1 if I=\{2k_{1}-1,2k_{1}, \ldots, 2k_{n}-1,2k_{n}\},0 otherwise,\end{array}$
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となる．また $H(s)=(h_{i,j}(s))_{1\leq i\leq 2n,1\leq j\leq 2N}$ を任意の $2n\cross 2N$ 行列とし，

$Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}}= \sum_{k=1}^{N}\prod_{s=1}^{m}h_{i_{28-1},2k-1}(s)h_{i_{2s},2k-1}(s)$

$h_{i_{2s-1},2k}(s)$

$h_{i_{2s},2k}(s)$

とおくと，定理 2.2により

$\sum_{1\leq k_{1}<k_{2}<\cdot\cdot<k_{n}\leq N}.\prod_{s=1}^{m}\det H(s)_{2k_{1}-i_{2k_{1},.,2k_{n}-1,2k_{n}}^{2n-1.’.2n}}^{1,2},=Pf^{[2m]}(Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}})_{1\leq i_{1},\ldots,i_{2m}\leq 2n}$

となる．この式で $Narrow\infty$ とすると，

$\sum_{1\leq k_{1}<k_{2}<<k_{n}}\ldots\prod_{s=1}^{m}\det H(\mathcal{S})_{2k_{1}-i_{2k_{1},.,2k_{n}-1,2k_{n}}^{2n-1.’.2n}}^{1,2},\cdot$

$= Pf^{[2m]}(\lim_{Narrow\infty}Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}})_{1\leq i_{1},\ldots,i_{2m}\leq 2n}$ (3.5)

が得られる．(3.5) 式において

$h_{i,2k-1}(s)=\{\begin{array}{ll}(1-q)a\phi_{s,i}(aq^{k-1})w(aq^{k-1})q^{k-1} if s=1,\phi_{s,i}(aq^{k-1}) otherwise,\end{array}$

かつ $h_{i,2k}(s)=\psi_{s,i}(aq^{k-1})$ とおく と

$(1-q)^{n}a^{n} \sum_{0\leq k_{1}<k_{2}<<k_{n}}\ldots\prod_{s=1}^{m}\det(\phi_{s,i}(q^{k_{j}})|\psi_{s,i}(q^{k_{j}}))\prod_{\nu=1}^{n}w(q^{k_{\nu}})q^{k_{\nu}}$

$=$ Pf $(Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}}’)_{1\leq i<j\leq 2n}$ , (3.6)

が得られる．ここで

$Q_{i_{1},\ldots,i_{2m}}’=(1-q)a \sum_{k=0}^{\infty}\prod_{s=1}^{m}\phi_{s,i_{2\epsilon-1}},(aq^{k})\phi_{si_{2s}}(aq^{k})$

$\psi_{s,i_{2s-1}}(aq^{k})$

$\psi_{s,i_{2\epsilon}}(aq^{k})$

$w(a\dot{q}$り $q^{k}$ (37)

これで望む式が証明された 口

系 3.3. $\omega(d_{q}x)=w(x)d_{q}x$ を区間 $[0, a]$ 上の測度とし，$\mu_{i}=\int_{0}^{a}x^{i}\omega(d_{q}x)$

を，この測度の第 $i$ モーメントとする．このとき

Pf $((q^{i-1}-q^{;-1})\mu_{i+j+r-2})_{1\leq i<j\leq 2n}$

$= \frac{q^{(_{2}^{n})}(1-q)^{n}}{n!}\int_{[0,a]^{n}}\prod_{i}x_{i}^{r+1}\prod_{i<j}(x_{i}-x_{j})^{2}\prod_{i<j}(qx_{i}-x_{j})(x_{i}-qx_{j})\omega(d_{q}x)$ .

(3.8)

が成り立つ．
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証明．(3.2) 式において $\varphi_{i}(x)=q^{i-1}x^{i-1}$ かつ $\psi_{i}(x)=x^{i+r-1}$ とおくと，

$Q_{i,j}=(q^{i-1}-q^{j-1}) \int_{0}^{1}x^{i+j+r-2}\omega(d_{q}x)=(q^{i-1}-q^{j-1})\mu_{i+j+r-2}.$

を得る．一方，(3.1) 式に同様の代入を行う．と

$\det(\phi_{i}(x_{j})|\psi_{i}(x_{j}))_{1\leq i\leq 2n,1\leq j\leq n}=\det(q^{i-1}x_{j}^{i-1}|x_{j}^{i-1})_{1\leq i\leq 2n,1\leq j\leq n}$

$=q^{(_{2}^{n})}(1-q)^{n}(x_{1} \ldots x_{n})^{r+1}\prod_{i<j}(x_{i}-x_{j})^{2}\prod_{i<j}(qx_{i}-x_{j})(x_{i}-qx_{j})$

を得る．ここで，最後の等号を示すにはヴァンデルモンド行列式 $\det(a_{j}^{i-1})=$

$\prod_{i<j}(aj-a_{i})$ を使う．したがって

Pf $((q^{i-1}-q^{j-1})\mu_{i+j+r-2})_{1\leq i<j\leq 2n}$

$=q^{(_{2}^{n})}(1-q)^{n} \int\ldots\int_{0\leq x_{1}<\cdots<x_{n}\leq a}\prod_{i}x_{i}^{r+1}\prod_{i<j}(x_{i}-x_{j})^{2}$

$\cross\prod_{i<j}(qx_{i}-x_{j})(x_{i}-qx_{j})\omega(d_{q}x)$
.

が証明された．示したい式は，この式の簡単な帰結である．$\square$

系 3.3において $qarrow 1$ とすると，次の系をえる．

系 3.4. $\psi(dx)=\psi’(x)dx$ を閉区間 $[0, a]$ 上の測度とする，また $\mu_{i}=$

$\int_{0}^{a}x^{i}\psi(dx)$ を，この測度の第 $i$ モーメントとする．このとき

Pf $((j-i) \mu_{i+j+r-2})_{1\leq i<j\leq 2n}=\frac{1}{n!}\int_{[0,a]^{n}}\prod_{i}x_{i}^{r+1}\prod_{i<j}(x_{i}-x_{j})^{4}\psi(dx)$ .

(3.9)

が成り立つ．

系 3.3の証明と同様に命題 3.2において，$\phi_{s,i}(x)=ix^{i-1},$ $\psi_{s,i}(x)=$

$x^{i+r_{8}-1}$ という代入を行うと，次の系をえる．

系 3.5. $\psi(dx)=\psi’(x)dx$ を閉区間 $[0, a]$ 上の測度とする，また $\mu_{i}=$

$\int_{0}^{a}x^{i}\psi(dx)$ を，この測度の第 $i$ モーメントとする．このとき

$Pf^{[2m]}(\prod_{s=1}^{m}(i_{2s}-i_{2s-1})\cdot\mu_{i_{1}.+\cdots+i_{2m}+r})_{0\leq i<j\leq 2n-1}$

$= \frac{1}{n!}\int_{[a,b]^{n}}\prod_{i}x_{i}^{r+m}\prod_{i<j}(x_{i}-x_{j})^{4m}\psi(dx)$ (3.10)

が成り立つ．
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4 Selberg-Askey 積分公式
この節では，次の [13, Theorem 3.1] の中の主定理の別証明の概要を述

べる．

定理 4.1. 正整数 $n$ と整数 $r\geq 0$ に対して，

Pf $((q^{i-1}-q^{;-1}) \frac{(aq;q)_{i+j+r-2}}{(abq^{2};q)_{i+j+r-2}})_{1\leq i,j\leq 2n}$

$=a^{n(n-1)}q^{n(n-1)(4n+1)/3+n(n-1)r} \prod_{k=1}^{n-1}(bq;q)_{2k}\prod_{k=1}^{n}\frac{(q;q)_{2k-1}(aq;q)_{2k+r-1}}{(abq^{2};q)_{2(k+n)+r-3}}$

(4.1)

が成り立つ．

ここでは，積分区間を [0,1] とし，測度を

$\int_{0}^{1}f(x)\omega(d_{q}x)=\frac{(aq;q)_{\infty}}{(abq^{2};q)_{\infty}}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(bq;q)_{k}}{(q;q)_{k}}(aq)^{k}f(q^{k})$ (4.2)

によって定義する．すなわち $a=q^{\alpha}$ とおくと重み関数を，

$w(x)= \frac{1}{1-q}\cdot\frac{(aq,bq;q)_{\infty}}{(abq^{2},q;q)_{\infty}}\cdot\frac{(qx;q)_{\infty}}{(bqx;q)_{\infty}}x^{\alpha+1},$

によって与えるのと同等である．$q$-二項定理により，第 $n$ モーメントは

$\mu_{n}=\int_{0}^{1}x^{n}\omega(d_{q}x)=\frac{(aq;q)_{n}}{(abq^{2};q)_{n}} (n=0,1,2, \ldots)$ (4.3)

となる．ここでは使わないが，この測度に関する直交多項式として Little
$q$-Jacobi 多項式 [7, 19]

$p_{n}(x;a, b;q)= \frac{(aq;q)_{n}}{(abq^{n+1};q)_{n}}(-1)^{n}q^{(_{2}^{n})_{2}}\phi_{1}[^{q^{-n},abq^{n+1_{;}}}aqq,$$xq]$ (4.4)

が知られている．q-ガンマ関数は

$\Gamma_{q}(a)=\frac{(q;q)_{\infty}}{(q^{a};q)_{\infty}}(1-q)^{1-a}$

によって定義される $\mathbb{C}\backslash \mathbb{Z}_{<0}$ 上の関数である．まず (3.8) 式より

Pf $((q^{i-1}- \dot{\phi}^{-1})\frac{(aq;q)_{i+j+r-2}}{(abq^{2};q)_{i+j+r-2}})_{1\leq i<j\leq 2n}$

$=C \int_{[0,1]^{n}}\prod_{i<j}\prod_{t=0}^{1}(x_{i}-q^{l}x_{j})(x_{i}-q^{-l}x_{j})\prod_{i}x_{i}^{\alpha+r+1}(qx_{i};q)_{\infty}$
$\overline{(bqx_{i};q)_{\infty}}^{d_{q}x}$
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をえる．ここで $C= \frac{q^{n(n-1)}}{n!}\{\frac{(aq,bq;q)_{\infty}}{(abq^{2},q;q)_{\infty}}\}^{n}$ とする．

Askey [1] は，次のような Selberg 積分公式の q-アナログを予想し [1,
Conjecture 1], Habsieger [8, 9] と Kadell [18, Theorem $2;l=m=0$] #こ

よって，独立に証明された，

$\int_{[0,1]^{n}}\prod_{i<j}t_{i}^{2k}(q^{1-k}t_{j}/t_{i};q)_{2k}\prod_{i=1}^{n}t_{i}^{x-1}\frac{(t_{i}q;q)_{\infty}}{(t_{i}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t=q^{kx(_{2}^{n})+2k^{2}(_{3}^{n})}S_{n}(x, y;q)$ .

(4.5)

ここで

$S_{n}(x, y;q)= \prod_{j=1}^{n}\frac{\Gamma_{q}(x+(j-1)k)\Gamma_{q}(y+(j-1)k)\Gamma_{q}(jk+1)}{\Gamma_{q}(x+y+(n+j-2)k)\Gamma_{q}(k+1)}$ (4.6)

である．現在では，この式は Askey-Habsieger-Kadell の公式として知られ
る．ここでは，(4.5) を仮定すると，次の (4.7) 式が示されることを示す．

定理 4.2. ([8])(4.5) から次の (4.7) 式が示せる．

$\int_{[0,1]^{n}}\prod_{i<j}\prod_{l=0}^{k-1}(t_{j}-q^{l}t_{i})(t_{j}-q^{-l}t_{i})\prod_{i}t_{i}^{x-1}\frac{(t_{i}q;q)_{\infty}}{(t_{i}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t$

$=n!q^{kx(_{2}^{n})+2k^{2}(_{3}^{n})} \frac{S_{n}(x,y;q)}{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}$ . (4.7)

証明．まず

$\triangle_{k}^{0}(t)=\prod_{i<j}(\frac{t_{i}}{t_{J}\prime};q)_{k}(\frac{qt_{j}}{t_{i}};q)_{k}$

$\triangle_{k}(t)=\frac{1}{n!}\sum_{\sigma\in \mathscr{S}_{n}}\Delta_{k}^{0}(\sigma t)$

$\triangle_{k}^{1}(t)=\prod_{i<j}\prod_{l=0}^{k-1}(t_{j}-q^{l}t_{\underline{i}})(t_{j}-q^{-l}t_{i})$

とおく．(4.5) 式の被積分関数の中で

$t_{i}^{2k}(q^{1-k}t_{j}/t_{i};q)_{2k}=(-1)^{k}(t_{i}t_{j})^{k}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})}(t_{i}/t_{j};q)_{k}(qt_{j}/t_{i};q)_{k}.$
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を使うと

$I= \int_{[0,1]^{n}}\prod_{i<j}t_{i}^{2k}(q^{1-k}t_{j}/t_{i};q)_{2k}\prod_{i=1}^{n}t_{i}^{x-1}\frac{(t_{i}q;q)_{\infty}}{(t_{i}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t$

$=(-1)^{k(_{2}^{n})}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})} \int_{[0,1]^{n}}\triangle_{k}^{0}(t)\prod_{i}t_{i}^{x+k(n-1)-1}\frac{(t_{i}q;q)_{\infty}}{(t_{i}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t$

$= \frac{(-1)^{k(_{2}^{n})}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})}}{n!}\sum_{\sigma\in \mathscr{S}_{n}}\int_{[0,1]^{n}}\triangle_{k}(\sigma t)\prod_{i}t_{\sigma(i)}^{x+k(n-1)-1}\frac{(t_{\sigma(i)}q;q)_{\infty}}{(t_{\sigma(i)}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t$

$= \frac{(-1)^{k(_{2}^{n})}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})}}{n!}\int_{[0,1]^{n}}\Delta_{k}(t)\prod_{i}t_{i}^{x+k(n-1)-1}\frac{(t_{i}q;q)_{\infty}}{(t_{i}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t$

ここで [8, (2.8)] 式

$\triangle_{k}(t)=\frac{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}{n!}\prod_{i\neq j}(\frac{t_{i}}{t_{j}};q)_{k}$ (4.8)

を使うと

$\triangle_{k}(t)=(-1)^{k(_{2}^{n})_{q}(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})}\frac{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}{n!}\prod_{i=1}^{n}t_{i}^{-k(n-1)}\cdot\triangle_{k}^{1}(t)$ (4.9)

だから

$I= \frac{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}{n!}\int_{[0,1]^{n}}\triangle_{k}^{1}(t)\prod_{i=1}^{n}t_{i}^{x-1}\frac{(t_{i}q;q)_{\infty}}{(t_{i}q^{y};q)_{\infty}}d_{q}t$

をえる．したがって (4.5) 式より

$\int_{[0,1]^{n}}\triangle_{k}^{1}(t)\prod_{i=1}^{n}t_{i}^{x-1}dt\underline{(t_{i}q;q)_{\infty}}=n!q^{kx(_{2}^{n})+2k^{2}(_{3}^{n})}\frac{S_{n}(x,y;q)}{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}$

$(t_{i}q^{y};q)_{\infty}q$

が示された 口

よって，

$\frac{S_{n}(x,y;q)}{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}=\frac{(1-q)^{n}}{(q;q)_{k-1}^{n}}\prod_{j=1}^{n}\frac{(q^{x+y+(n+j-2)k},q;q)_{\infty}(q,q)_{jk-1}}{(q^{x+(j-1)k},q^{y+(j-1)k};q)_{\infty}}.$

と (4.7) 式を使うと (4.1) 式が示される．
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5 Al-Salam and Carlitz I,II
ここでは次の記号を使う．

$e_{q}(x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{x^{n}}{(q;q)_{n}}=\frac{1}{(x;q)_{\infty}},$

$E_{q}(x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{q^{\frac{n(n-1)}{2}}x^{n}}{(q;q)_{n}}=(-x;q)_{\infty}.$

Al-Salam と Carlitz [3, 6] は，直交多項式 $\{U_{n}^{(a)}(y;q)\}(a<0)$ と $\{V_{n}^{(a)}(x;q)\}$

を，次のように定義した:

$\rho_{a}(x;q)e_{q}(xy)=\sum_{n=0}^{\infty}U_{n}^{(a)}(y;q)\frac{x^{n}}{(q;q)_{n}},$

$\frac{1}{\rho_{a}(x;q)}E_{q}(-xy)=\sum_{n=0}^{\infty}V_{n}^{(a)}(y;q)\frac{(-1)^{n}q^{\frac{n(n-1)}{2}}x^{n}}{(q;q)_{n}}$

ここで

$\rho_{a}(x;q)=(x;q)_{\infty}(ax;q)_{\infty}=E_{q}(-x)E_{q}(-ax)$ .

とする．$\{U_{n}^{(a)}(y;q)\}$ は Al-Salam and Carlitz I 多項式，$\{V_{n}^{(a)}(x;q)\}$ は Al-
Salam and Carlitz II 多項式といわれる．これら多項式の直交性 [3, 6] は

$\int_{a}^{1}U_{m}^{(a)}(x;q)U_{n}^{(a)}(x;q)w_{U}^{(a)}(x;q)d_{q}x=(1-q)(-a)^{n}q\frac{n(n-1)}{2}(q;q)_{n}\delta_{m,n},$

(5.1)

$l^{\infty}V_{m}^{(a)}(x;q)V_{n}^{(a)}(x;q)w_{V}^{(a)}(x;q)d_{q}x=(1-q)a^{n}q^{-n^{2}}(q;q)_{n}\delta_{m,n}$ (5.2)

で与えられる．ここで，重み関数は

$w_{U}^{(a)}(x;q)= \frac{(qx;q)_{\infty}(_{a}^{\mathscr{Q}};q)_{\infty}}{(q;q)_{\infty}(aq;q)_{\infty}(_{a}^{q};q)_{\infty}}$

$w_{V}^{(a)}(x;q)= \frac{(q;q)_{\infty}(aq;q)_{\infty}(_{a}^{q};q)_{\infty}}{(x;q)_{\infty}’(\frac{x}{a};q)_{\infty}}$

とする．ダッシュ付記号 $(x;q)_{\infty}’$ は，$0$ となる成分を除外することを意味
する．また Jackson 積分は

$\int_{a}^{1}f(x)d_{q}x=(1-q)\{\sum_{n=0}^{\infty}f(q^{n})q^{n}-a\sum_{n=0}^{\infty}f(aq^{n})q^{n}\}$

$l^{\infty}f(x)d_{q}x=(1-q) \sum_{n=0}^{\infty}f(q^{-n})q^{-n}$
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であることに注意しよう．この測度関数のモーメントは，それぞれ

$\int_{a}^{1}x^{n}w_{U}^{(a)}(x;q)d_{q}x=(1-q)F_{n}^{(a)}(a;q)$ ,

$l^{\infty}x^{n}w_{V}^{(a)}(x;q)d_{q}x=(1-q)G_{n}^{(a)}(a;q)$

で与えられる．ここで

$F_{n}^{(a)}(a;q)= \sum_{k=0}^{n}\{\begin{array}{l}nk\end{array}\}a^{k},$ $G_{n}^{(a)}(a;q)= \sum_{k=0}^{n}\{\begin{array}{l}nk\end{array}\}a^{k(k-n)},$

また $\{\begin{array}{l}nk\end{array}\}=\frac{(q;q)_{n}}{(q;q)_{k}(q;q)_{n-k}}$ とする．この節では，次の定理を証明する．次の
(5.3) 式 (5.3) 式は [13, Konjecture 6.1] の中で予想として述べられてい

る．しかし [13, Konjecture 6.1] で述べた予想の $q$ の指数は間違っている．

定理 5.1. $F_{n}(a;q)$ と $G_{n}(a;q)$ を上のようにする．このとき

Pf $((q^{i-1}-q^{;-1})F_{i+j-3}(a;q))_{1\leq i,j\leq 2n}=a^{n(n-1)}q^{\frac{1}{6}n(n-1)(4n-5)} \prod_{k=1}^{n}(q;q)_{2k-1},$

(5.3)

Pf $((q^{i-1}-q^{;-1})F_{i+j-2}(a;q))_{1\leq i,j\leq 2n}$

$=a^{n(n-1)}q^{\frac{1}{6}n(n-1)(4n+1)} \prod_{k=1}^{n}(q;q)_{2k-1}\sum_{k=0}^{n}q^{(n-k)(n-k-1)}\{\begin{array}{l}nk\end{array}\}a^{k}$ . (5.4)

Pf $((q^{i-1}-q^{;-1})G_{i+j-3}(a;q))_{1\leq i,j\leq 2n}=a^{n(n-1)}q^{-n(n-1)(4n-5)/3} \prod_{k=1}^{n}(q;q)_{2k-}$

(5.5)

Pf $((q^{i-1}-q^{;-1})G_{i+j-2}(a;q))_{1\leq i,j\leq 2n}$

$=a^{n(n-1)}q^{-\frac{2}{3}n(n-1)(2n-1)} \prod_{k=1}^{n}(q;q)_{2k-1}\sum_{k=0}^{n}\{\begin{array}{l}nk\end{array}\}a^{k}$ . (5.6)

が成り立つ．
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この節では，この定理を証明する．このために (3.8) より得られる

Pf $((q^{i-1}-q^{j-1})F_{i+j+r-2}^{(a)}(a;q))_{1\leq i<j\leq 2n}= \frac{1}{n!}q^{n(n-1)}(1-q)^{n}$

$\cross\int_{[a,1]^{n}}\prod_{i<j}\prod_{l=0}^{1}(x_{i}-q^{l}x_{j})(x_{i}-q^{-l}x_{j})\prod_{i=1}^{n}x_{i}^{r+1}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$ , (5.7)

Pf $((q^{i-1}-q^{j-1})G_{i+j+r-2}^{(a)}(a;q))_{1\leq i<j\leq 2n}= \frac{1}{n!}q^{n(n-1)}(1-q)^{n}$

$\cross\int_{[1,\infty)^{n}}\prod_{i<j}\prod_{l=0}^{1}(x_{i}-q^{l}x_{j})(x_{i}-q^{-l}x_{j})\prod_{i=1}^{n}x_{i}^{r+1}w_{V}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x.$ $(5’8)$

という式を $r=-1,0$ の場合に使う．
$\tau_{i}$ を $i$ 番目の変数に対する $q$-shift operator とする．すなわち

$\tau_{i}f(x_{1}, \ldots, x_{n})=f(x_{1}, \ldots, x_{i-1}, qx_{i}, x_{i+1}, \ldots, x_{n})$ ,

とし，$n$ 変数の対称関数に対する Macdonald operator $M_{1}$ を

$M_{1}:= \sum_{i=1}^{n}A_{i}(t)\tau_{i}, A_{i}(t):=\prod_{j\neq i}^{n}\frac{tx_{i}-x_{j}}{x_{i}-x_{j}}j--1,$

によって定義する．また

$E_{k}:= \sum_{i=1}^{n}x^{k}A_{i}(t)\frac{\partial}{\partial_{q}x_{i}}, \frac{\partial}{\partial_{q}x_{i}}.=\frac{1-\tau_{i}}{(1-q)x_{i}}$

とおく．また $M_{1}$ において $q$ と $t$ を $q^{-1}$ と $t^{-1}$ に置き換えた operator を
$\tilde{M_{1}}$ と書く．$x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\backslash$ を変数とする対称関数 $U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$ を次の
ように $\not\in$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$する:

$\mathscr{H}U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)=\tilde{e}(\lambda)U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$

ここで $\mathscr{H}$ は

$\mathscr{H}=\overline{M}_{1}-(1+a)[E_{0},\overline{M}_{1}]+a[E_{0}, [E_{0},\overline{M_{1}}]],$

によって定義される線形作用素で，$\tilde{e}(\lambda)=\sum_{i=1}^{n}q^{-\lambda_{i}}t^{-n+i}$ とする．また，
対称関数 $V_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$ を

$V_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)=U_{\lambda}^{(a)}(x;q^{-1}, t^{-1})$
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によって定義する．このとき Baker と Forrester [5] は

$\int_{[a,1]^{n}}\triangle_{k}^{2}(x)\prod_{i=1}^{n}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$=(1-q)^{n}(-a)^{\frac{kn(n-1)}{2}}q^{k^{2}(_{3}^{n})-\frac{k(k-1)}{2}(_{2}^{n})} \prod_{i=1}^{n}\frac{(q;q)_{ki}}{(q;q)_{k}}$, (5.9)

$\int_{[1,\infty]^{n}}\Delta_{k}^{2}(x)\cdot\prod_{i=1}^{n}w_{V}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$=(1-q)^{n}a^{\frac{kn(n-1)}{2}}q^{-2k^{2}(_{3}^{n})-k^{2}}(_{2}^{n}) \prod_{i=1}^{n}\frac{(q;q)_{ki}}{(q;q)_{k}}$ (5.10)

という式を証明した．ここで

た

$\triangle_{k}^{2}(X)=\prod \prod (x_{i}-q^{l}x_{j})$

$i<jl=$一た $+$ 1

とする．また，$\lambda\neq\mu$ のとき

$\int_{[a,1]^{n}}U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)U_{\mu}^{(a)}(x;q, t)\triangle_{k}^{2}(x)\prod_{i=1}^{n}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x=0$ (5.11)

$\int_{[1,\infty]^{n}}V_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)V_{\mu}^{(a)}(x;q, t)\triangle_{k}^{2}(x)\prod_{i=1}^{n}w_{V}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x=0$ (5.12)

という直交性もこの論文の中で示されている．ここでは，まず (5.7) 式と
(5.9) 式を使って (5.3) 式を，また (5.8) 式と (5.10) 式を使って (5.5) 式を
証明する．まず (4.9) 式を使うと (5.7) 式の右辺の積分は

$\int_{[a,1]^{n}}\triangle_{k}^{1}(x)\prod_{i=1}^{n}x_{i}^{r+1}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$= \frac{(-1)^{k(_{2}^{n})}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})}n!}{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}\int_{[a,1]^{n}}\Delta_{k}(x)\prod_{i=1}^{n}x_{i}^{k(n-1)+r+1}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$= \frac{(-1)^{k(_{2}^{n})}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})}n!}{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}\int_{[a,1]^{n}}\Delta_{k}^{0}(x)\prod_{i=1}^{n}x_{i}^{k(n-1)+r+1}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

ここで

$\triangle_{k}^{2}(x)=(-1)^{k(_{2}^{n})}q^{-(\begin{array}{l}k2\end{array})(_{2}^{n})}\prod_{i=1}^{n}x_{i}^{k(n-1)}\cdot\Delta_{k}^{0}(x)$

を使うと

$= \frac{n!}{\Gamma_{q^{k}}(n+1)}\int_{[a,1]^{n}}\triangle_{k}^{2}($詔 $) \prod_{i=1}^{n}x_{i}^{r+1}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$
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$r=-1$ のとき (5.9) 式より (5.3) が示される．このとき $k=2$ を使う．同
様にして，ほぼ平行した議論により (5.5) が示される．最後に (5.4) と (5.6)
を示すには $r=0$ のときの (5.7) 式と (5.8) 式において $\prod_{i=1}^{n}x_{i}=e_{n}(x)$

を対称関数 $U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$ または $V_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$ で展開して，直交性 (5.11) ま
たは (5.12) を使う。ここで

$\sum_{r\geq 0}e_{r}(x)z^{r}=\prod_{i=1}^{n}(1+x_{i}z)\backslash$

で定義される $e_{r}(x)$ を $r$ 次の基本対称式という．ここでは，結果だけ述べ
ると，基本対称式は

$e_{r}(x)= \sum_{i=0}^{r}\tilde{f_{r-i}}(a)\{\begin{array}{ll}n -ir -i\end{array}\} \backslash U_{(殴}^{(}(x;q, t)$

によって対称式 $U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$ に展開される．ここで $\tilde{f_{i}}(a)$ は初期条件
$\tilde{f_{0}}(a)=1,\tilde{f_{1}}(a)=1+a$ と漸化式

$\tilde{f_{i}}(a)=(1+a)t^{i-1}\tilde{f_{i-1}}(a)+at^{i-2}(1-t^{i-1})\tilde{f_{i-2}}(a)$

で定義される．この漸化式から

$\tilde{f_{i}}(a)=\sum_{j=0}^{i}\backslash \{\begin{array}{l}ij\end{array}\}t^{\frac{j(j-1)}{2}+\frac{(i-j)(i-j-1)}{2}}a^{j}$

となる．ここで $U_{\emptyset}^{(a)}(x;q, t)=1$ であることに注意すると，直交性 (5.11)
より

$\int_{[a,1]^{n}}\triangle_{k}^{2}(x)\prod_{i=1}^{n}x_{i}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$= \int_{[a,1]^{n}}\triangle_{k}^{2}(x)e_{n}(x)\prod_{i=1}^{n}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$= \sum_{i=0}^{n}\tilde{f_{n-i}}(a)\int_{[a,1]^{n}}U_{(1^{i})}^{(a)}(x;q, t)\triangle_{k}^{2}(x)\prod_{i=1}^{n}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

$t=q^{k}$ のとき

$= \tilde{f_{n}}(a)\int_{[a,1]^{n}}\Delta_{k}^{2}(x)\prod_{i=1}^{n}w_{U}^{(a)}(x_{i};q)d_{q}x$

これに (5.7) 式を代入して計算すると (5.4) をえる．同様にして (5.6) も

計算できる．最後に，このことからわかるのは，一般の $r$ に対して，この
形のパフィアンを計算するには，矩形 $n\cross(r+1)$ の shape に対応する基
本対称式 $e_{n}(x_{1}, \ldots, x_{n})^{r}$ の $U_{\lambda}^{(a)}(x;q, t)$ にょる展開を知る必要がある．
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