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概要

本稿では，[8, 9] において証明された凸計画問題に関する制約想定 Farkas-
Minkowski constraint quali cation と basic constraint quali cation について
の結果を紹介する．

1 導入

凸計画問題において，制約想定は最適性条件や双対性の研究に欠かすことのでき
ない概念であり，Slater条件をはじめ，数多くの制約想定の研究がなされてきた．
Goberna, Jeyakumar and L\’opez [2] は凸計画問題における Lagrange 双対性と制約
想定との関係性について研究し，Farkas-Minkowski constraint qualification ($FM$

制約想定) がこの問題における Lagrange強双対性のための必要十分な制約想定で
あること，そして locally Farkas-Minkowski constraint qualification がこの問題に
おける Lagrange最小最大双対性のための必要十分な制約想定であることを証明
した．また，Li, Ng and Pong [6] は凸計画問題における最適性条件と制約想定と
の関係性について研究し，basic constraint qualffication (BCQ) がこの問題におけ
る最適性条件のための必要十分な制約想定であることを証明した．凸計画問題に
関する他の制約想定についての研究は [1,4,5] を参照されたい．
一方，$DC$計画問題の研究では，Hiriart-Urruty [3] は $\epsilon$-劣微分を用いることで制

約なし $DC$計画問題における $\epsilon$-最適性の特徴付けを与え，特別な場合としてこの
問題における大域的最適性の特徴付けを得ていた．近年，凸不等式制約付き $DC$計
画問題において，BCQ が局所的な最適性条件のための必要十分な制約想定である
ことが証明された ([7]).
本稿では，[8,9] において得られた結果について紹介する．まず，$FM$制約想定
が凸不等式制約付き $DC$ 計画問題における $\epsilon$-最適性条件のための必要十分な制約
想定であることを紹介する．次に，$FM$制約想定と BCQ がある条件の下で凸不等
式制約付き $DC$計画問題における大域的な最適性条件のための必要十分な制約想
定であることも紹介する．
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2 準備
$X$ は実局所凸ハウスドルフ線形位相空間，$x*$ はその双対空間とする．$x\in X$ に

おける $x*$ の関数 $x^{*}$ の値を $\langle x^{*},$ $x\rangle=x^{*}(x)$ と表す．$x*$ の部分集合 $Z$ に対して，$Z$

の凸包と錐包をそれぞれ co $Z$ と cone $Z$ と表す．
$f$ : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ を真凸関数とする．$f$ の実効定義域 dom $f$ とエピグラフ

epi $f$ をそれぞれ次のように定義する．

dom $f=\{x\in X|f(x)<+\infty\}$

epi $f=\{(x, r)\in X \mathbb{R}|f(x) r\}$

$f$ の共役関数 $f^{*}:X^{*}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ を次のように定義する．

$f^{*}(x^{*})= \sup\{\langle x^{*}, x\rangle f(x)|x\in X\}, \forall x^{*}\in X^{*}$

$\epsilon$ $0$ に対して，$x\in$ dom $f$ における $f$ の $\epsilon$-劣微分 $\partial_{\epsilon}f(x)$ を次のように定義する．

$\partial_{\epsilon}f(x)=\{x^{*}\in X^{*}|\langle x^{*}, y x\rangle f(y) f(x)+\epsilon, \forall y\in X\}$

特に $\epsilon=0$ のとき，$\partial_{0}f(x)$ は $x$ における $f$ の劣微分と呼ばれ，しばしば $\partial f(x)$ と

表される．
$A$ を $X$ の凸集合とする．$A$ の標示関数萌 : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ を次のように定義

する．

$\delta_{A}(x)=\{\begin{array}{ll}0 x\in A,+\infty x\not\in A\end{array}$

$\epsilon$ $0$ に対して，$x\in A$ における $A$ の $\epsilon$-法線錐凡 $(A, x)$ を次のように定義する．

$N_{\epsilon}(A, x)=\partial_{\epsilon}\delta_{A}(x)(=\{x^{*}\in X^{*}|\langle x^{*}, y x\rangle \epsilon, \forall y\in A\})$

特に $\epsilon=0$ のとき，$N_{0}(A, x)$ は $x$ における $A$ の法線錐と呼ばれ，しばしば $N_{A}(x)$

と表される．
本稿では，次のような制約集合 $S$ の下で数理計画問題を考える．

$S=\{x\in X|h_{i}(x) 0, \forall i\in I\}$

ただし，$I$は添字集合，$h_{i}:Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}(i\in I)$ は下半連続な真凸関数である．
まず，凸計画問題に関する制約想定である basic constraint qualification (BCQ)

を紹介する．

定義 2.1 ([6]). $\{h_{i}|i\in I\}$ は $X$ から $\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ への下半連続な真凸関数族とす

る．このとき，関数族 $\{h_{i}|i\in I\}$ が $\overline{x}\in S$ で BCQ を満たすとは，次が成立する
ときをいう．

$N_{S}(\overline{x})=$ cone
$co\bigcup_{i\in I(\overline{x})}\partial h_{i}(\overline{x})$

ただし，$I(\overline{x})=\{i\in I|h_{i}(\overline{x})=0\}$ である．
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この BCQ は凸不等式制約付き $DC$計画問題における局所的な最適性条件のため
の必要十分な制約想定でもある ([7]). 次に，凸計画問題に関する制約想定である
Farkas-Minkowski constraint qualification ( $FM$ 制約想定) という概念を紹介する．

定義 2.2 ([2]). $\{h_{i}|i\in I\}$ は $X$ から $\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ への下半連続な真凸関数族とす
る．このとき，関数族 $\{h_{i}|i\in I\}$ が $FM$制約想定を満たすとは，次の集合が汎弱
閉であるときをいう．

cone co
$\bigcup_{i\in I}$

epi $h_{i}^{*}+\{0\}$ $[0, +\infty)$

関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ , 集合 $A\subset X,$ $\epsilon$ $0$ に対して，点 $\overline{x}\in A$が $A$ での $f$ の $\epsilon-$

最小点であるとは，$f$ が $\overline{x}$ で有限値をとり，任意の $x\in A$に対して，$f(\overline{x})$ $\in$ $f(x)$

が成立するときをいう．特に $\epsilon=0$ のとき，$\overline{x}$ は $A$ での $f$ の最小点であるという．
Hiriart-Urruty [3] によって与えられた制約なし $DC$計画問題のための $\epsilon$-最適性条
件と大域的な最適性条件を紹介する．

定理 2.1 ([3]). $f:Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ は下半連続な真凸関数，$g:Xarrow \mathbb{R}$ は下半連

続な凸関数，$\epsilon$ $0$ とする．このとき，$\overline{x}\in X$ が $X$ での $f$ $g$ の $\epsilon$-最小点である
ための必要十分条件は，任意の $\alpha$ $0$ に対して，次の条件が成立することである．

$\partial_{\alpha}g(\overline{x})\subset\partial_{\alpha+\epsilon}f(x)$

特に，$\overline{x}\in X$ が $X$ での $f$ $g$ の最小点であるための必要十分条件は，任意の $\alpha$ $0$

に対して，次の条件が成立することである．

$\partial_{\alpha}g(\overline{x})\subset\partial_{\alpha}f(\overline{x})$

凸不等式制約付き $DC$計画問題における最適性条件と制約想定との関係を示す
ときに，この定理は重要な役割を果たす．

3 $DC$計画問題

この章では，次のような凸不等式制約付き $DC$計画問題を考える．

最小化 $f(x)$ $g(x)$

条件 $h_{i}(x)$ $0,$ $i\in I$

ただし，$f$ : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ は下半連続な真凸関数，$g$ : $Xarrow \mathbb{R}$ は下半連続な凸
関数である．

まず，$FM$制約想定と凸不等式制約付き $DC$計画問題における $\epsilon$-最適性条件との
関係を示す次の定理を紹介する。
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定理 3.1 ([8]). $\{h_{i}|i\in I\}$ は $X$ から $\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ への下半連続な真凸関数族，$\overline{x}\in S$

とする．このとき，次は同値である．

(i) 関数族 $\{h_{i}|i\in I\}$ が $FM$制約想定を満たす．

(ii) dom $f\cap S\neq\emptyset$ であり，かつ epi $f^{*}+$epi $\delta_{S}^{*}$ が汎弱閉であるような任意の下半
連続な真凸関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ , 任意の下半連続な凸関数 $g$ : $Xarrow \mathbb{R}$

と任意の $\epsilon$ $0$ に対して，$\overline{x}$ が $S$ での $f$ $g$ の $\epsilon$-最小点であるための必要十

分条件は，任意の $\alpha$ $0$ と任意の $v\in\partial_{\alpha}g(\overline{x})$ に対して，次の 3条件が成立
するようなある $\beta,$

$\gamma$ $0,$ $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)},$ $\mu\in \mathbb{R}_{+}^{I}$ が存在することである．

$\{\begin{array}{l}v\in\partial_{\beta}f(\overline{x})+\sum_{i\in I}\lambda_{i}\partial_{\mu_{i}}h_{i}(\overline{x})\beta+\gamma=\alpha+\epsilon\sum_{i\in I}\lambda_{i}(\mu_{i} h_{i}(\overline{x})) \gamma\end{array}$

ただし，$\mathbb{R}_{+}^{I}$ は非負実数の組 $\lambda=(\lambda_{i})_{i\in I}$ の集合であり，$\mathbb{R}_{+}^{(I)}$ は $\lambda_{i}\neq 0$ となる
$i\in I$ が有限個しかないような $\mathbb{R}_{+}^{I}$ の元 $\lambda=(\lambda_{i})_{i\in I}$ の集合である．

この定理は $FM$制約想定が凸不等式制約付き $DC$計画問題における $\epsilon$-最適性条
件のための必要十分な制約想定であることを示している．
次に，$FM$制約想定と凸不等式制約付き $DC$計画問題における大域的な最適性条
件との関係を示す次の定理を紹介する。

定理 3.2 ([9]). $\{h_{i}|i\in I\}$ は $X$ から $\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ への下半連続な真凸関数族，$s\neq\emptyset$

とする．さらに，次の条件を仮定する．

dom
$\delta_{s}^{*}\subset\bigcup_{x\in S}N_{S}(x)$

(1)

このとき，次は同値である．

(i) 関数族 $\{h_{i}|i\in I\}$ が $FM$制約想定を満たす．

(ii) dom $f\cap S\neq\emptyset$ であり，かつ epi $f^{*}+$epi $\delta_{S}^{*}$ が汎弱閉であるような任意の下半
連続な真凸関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ , 任意の下半連続な凸関数 $g$ : $Xarrow \mathbb{R}$

と任意の $\overline{x}\in S$ に対して，$\overline{x}$ が $S$ での $f$ $g$ の最小点であるための必要十分

条件は，任意の $\alpha$ $0$ と任意の $v\in\partial_{\alpha}g(\overline{x})$ に対して，次の 3条件が成立す
るようなある $\beta,$

$\gamma$ $0,$ $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)},$ $\mu\in \mathbb{R}_{+}^{I}$ が存在することである．

$\{\begin{array}{l}v\in\partial_{\beta}f(\overline{x})+\sum_{i\in I}\lambda_{i}\partial_{\mu_{i}}h_{i}(\overline{x})\beta+\gamma=\alpha\sum_{i\in I}\lambda_{i}(\mu_{i} h_{i}(\overline{x})) \gamma\end{array}$
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この定理は $FM$制約想定が条件 (1) の下で凸不等式制約付き $DC$計画問題におけ
る大域的な最適性条件のための必要十分な制約想定であることを示している．
最後に，BCQ と凸不等式制約付き $DC$計画問題における大域的な最適性条件と
の関係を示す次の定理を紹介する。

定理 3.3 ([9]). $\{h_{i}|i\in I\}$ は $X$ から $\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$への下半連続な真凸関数族，$\overline{x}\in S$

とする．さらに，次の条件を仮定する．

dom $\delta_{S}^{*}\subset N_{S}(\overline{x})$ (2)

このとき，次は同値である．

(i) 関数族 $\{h_{i}|i\in I\}$ が $\overline{x}$ で BCQ を満たす．

(ii) dom $f\cap S\neq\emptyset$ であり，かつ epi $f^{*}+epi\delta_{s}^{*}$ が汎弱閉であるような任意の下半
連続な真凸関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ と任意の下半連続な凸関数 $g$ : $Xarrow \mathbb{R}$

に対して，$\overline{x}$ が $S$ での $f$ $g$ の最小点であるための必要十分条件は，任意
の $\alpha$ $0$ と任意の $v\in\partial_{\alpha}g(\overline{x})$ に対して，次の 2条件が成立するようなある
$\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}$ が存在することである．

$\{\begin{array}{l}v\in\partial_{\alpha}f(\overline{x})+\sum_{i\in I}\lambda_{i}\partial h_{i}(\overline{x})\lambda_{i}h_{i}(\overline{x})=0, \forall i\in I\end{array}$

この定理は BCQ が条件 (2) の下で凸不等式制約付き $DC$計画問題における大域
的な最適性条件のための必要十分な制約想定であることを示している．

注意 3.1. 定理 3.2や定理 3.3では，それぞれ条件 (1) や条件 (2) の下で結果を得
ているのに対して，定理 3.1では，これらのような条件なしで結果を得ている．
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