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1 はじめに

係数行列 $A\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ が対称な連立 1次方程式の解法として $CG$法が知られている．$CG$法を
並列化する場合，各反復で 2回行われる内積計算が同期点となる．内積計算では Reduction
と呼ばれる演算が行われ，プロセス並列では全体全通信，Thread並列では逐次的な処理
を必要とするため，並列台数を増やした場合に高速化の妨げとなる．
一方，Mrs$R$(Minimized Residual method based on Shadow three-term Recurrence, ミ

セス $R$) 法 [1] では，各反復で 4回の内積計算を必要とするが，内積のために必要な同期は
各反復で 1回で済む．そのため，$CG$法よりも優れた並列性を示すと期待できる．
本研究では，$CG$ 法と $MrsR$法を並列化し，両者の収束性と同期回数の違いを明らかに

する．数値実験 (2種類の計算機上) で，MPI を用いて並列化のときの $CG$ 法と $MrsR$法の
並列収束性を比較論じることにする．

2 $MrsR$法の導出

提案する Minimized Residual method based on Shadow three-term Recurrence (シャド
ウ三項漸化式に基づく最小残差 : $MrsR$ と以下略す) 法では，残差ベクトルが初期残差ベ
クトル $r_{0}$ と安定化多項式との積で定義される．$MrsR$法は $CG$ 法や Bi-$CG$ 法の残差ベク
トルが満たす Lanczos多項式に，二つのパラメータ $\zeta_{k},$

$\eta_{k}$ を導入して，次の三項漸化式を
満たす多項式 $H_{k}(\lambda)$ を設計する．

$H_{0}(\lambda)=1, H_{1}(\lambda)=(1-\zeta_{0}\lambda)H_{0}(\lambda)$ , (1)
$H_{k+1}(\lambda)=(1+\eta_{k}-\zeta_{k}\lambda)H_{k}(\lambda)-\eta_{k}H_{k-1}(\lambda)$ . $(k=1,2, \ldots)$ (2)

$MrsR$法の残差ベクトル $r_{k}$ は，上記の三項漸化式 (1)$-(2)$ で生成される多項式 $H_{k}(\lambda)$ を用
いて，

$r_{k}\equiv H_{k}(A)r_{0}$ (3)

と定義する．式 (1) $-(2)$ によって生成された多項式 $\{H_{k}(\lambda)\}$ は，任意の $k$ に対して $H_{k}(0)=1$

を満たすので，$H_{k+1}(0)-H_{k}(0)=0$ である．したがって，次の式を満足する $k$ 次多項式
$\tilde{G}_{k}(\lambda)$ が存在する．

$\tilde{G}_{k+1}(\lambda) = \lambda G_{k}(\lambda)=\frac{H_{k}(\lambda)-H_{k+1}(\lambda)}{\zeta_{k}}$ . (4)
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このとき，式 (2) は，

$H_{k+1}(\lambda)-H_{k}(\lambda)=-\zeta_{k}\lambda H_{k}(\lambda)+\eta_{k}(H_{k}(\lambda)-H_{k-1}(\lambda))$ (5)

と書き直せるので，多項式列 $\{\tilde{G}_{k+1}(\lambda)\}$ と多項式列 $\{H_{k+1}(\lambda)\}$ を用いた次の漸化式を生

成できる．

$\tilde{G}_{0}(\lambda)=0, H_{0}(\lambda)=1$ , (6)
$\zeta_{k}\tilde{G}_{k+1}(\lambda)=\zeta_{k}\lambda H_{k}(\lambda)+\zeta_{k-1}\eta_{k}\tilde{G}_{k}(\lambda)$ , (7)

$H_{k+1}(\lambda)=H_{k}(\lambda)-\zeta_{k}\tilde{G}_{k+1}(\lambda)$ . $(k=0,1, \ldots)$ (8)

式 (8) は $H_{k-1}(\lambda)$ の項が隠れた三項漸化式であるので，シャドウ (shadow) 三項漸化式と
呼ぶことにする．補助ベクトル $y_{k}$

$y_{k}\equiv\zeta_{k-1}AG_{k-1}(A)r_{0}=\zeta_{k-1}\tilde{G}_{k}(A)r_{0}$ (9)

と，式 (6) $-(8)$ から，残差ベクトル $r_{k+1}=H_{k+1}(A)r_{0}$ を計算する漸化式が次のように得ら
れる．

$y_{k+1} =\eta_{k}y_{k}+\zeta_{k}Ar_{k}$ , (10)

$r_{k+1} =r_{k}-y_{k+1}$ . (11)

また，パラメータ $\zeta_{k},\eta_{k}$ は次の式 (12) から各々導出する．

$||r_{k+1}||_{2}= \min_{\zeta_{k},\eta_{k}}||r_{k}-\eta_{k}y_{k}-\zeta_{k}Ar_{k}||_{2}$ . (12)

式 (12) が，最小となるようなパラメータ $\zeta_{k}$ は，

$\zeta_{k} = \frac{(r_{k},Ar_{k})-(y_{k},Ar_{k})\eta_{k}}{(Ar_{k},Ar_{k})}$ (13)

となる．同様にして，パラメータ $\eta_{k}$ は，

$\eta_{k} = \frac{(r_{k},y_{k})-(y_{k},Ar_{k})\zeta_{k}}{(y_{k},y_{k})}$ (14)

となる．

次に，式 (13) に式 (14) を代入して，パラメータ $\zeta_{k}$ について整理すると，

$\zeta_{k} = \frac{(y_{k},y_{k})(r_{k},Ar_{k})-(y_{k},Ar_{k})(r_{k},y_{k})}{(y_{k},y_{k})(Ar_{k},Ar_{k})-(y_{k},Ar_{k})(Ar_{k},y_{k})}$ (15)

が得られる (ただし，分母は $O$ でないとする).
同様に，パラメータ $\eta_{k}$ についても，式 (14) に式 (13) を代入して整理すると，

$\eta_{k}=\frac{(Ar_{k},Ar_{k})(y_{k},r_{k})-(y_{k},Ar_{k})(Ar_{k},r_{k})}{(y_{k},y_{k})(Ar_{k},Ar_{k})-(y_{k},Ar_{k})(Ar_{k},y_{k})}$ (16)
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が得られる．

また，ベクトル $r_{k},$ $y_{k}$ は，式 (12) から次の性質を満たす．

$(r_{k+1}, Ar_{k}) = 0$ , (17)
$(r_{k+1}, y_{k}) = 0$ . (18)

式 (18) に，式 (11) を代入すると，次の等式が得られる．

$(r_{k}, y_{k})=(y_{k+1}, y_{k})$ . (19)

内積 $(r_{k+1}, y_{k+1})$ に，式 (10) を代入し，さらに，式 (17), (18) を用いると，

$(r_{k+1}, y_{k+1}) = (r_{k+1}, \eta_{k}y_{k}+\zeta_{k}Ar_{k})$

$=\eta_{k}(r_{k+1}, y_{k})+\zeta_{k}(r_{k+1}, Ar_{k})=0$ (20)

となるので，ベクトル $r_{k},$ $y_{k}$ は，次の性質を満たす．

$(r_{k}, y_{k})=(y_{k+1}, y_{k})=0$ . (21)

さらに，内積計算 $(y_{k}, y_{k})$ は次のように変形できる．

$(y_{k}, y_{k})$ $=$ $(r_{k-1}-r_{k,\eta_{k-1}y_{k-1}}+\zeta_{k-1}Ar_{k-1})$

$= \eta_{k-1}(r_{k-1}, y_{k-1})+\zeta_{k-1}(r_{k-1}, Ar_{k-1})-\eta_{k-1}(r_{k},y_{k-1})-\zeta_{k-1}(r_{k}, Ar_{k-1})$

$= \zeta_{k-1}(r_{k-1}, Ar_{k-1})$ . (22)

最後に，近似解を構成するために次の補助ベクトル飯を導入する．

$p_{k} \equiv A^{-1}\tilde{G}_{k+1}(A)r_{0}$ . (23)

このとき，式 (6) $-(8)$ は次のように表現できる．

$p_{k} = r_{k}+ \frac{\zeta_{k-1}}{\zeta_{k}}\eta_{k}p_{k-1}$ , (24)

$r_{k+1} = r_{k}-\zeta_{k}Ap_{k}$ . (25)

また，$r_{k}=b-Ax_{k}$ の関係より，近似解 $x_{k+1}$ は次のように求めることができる．

$x_{k+1}=x_{k}+\zeta_{k}p_{k}$ (26)

3 数値実験

3.1 計算機環境と計算条件

Dell PowerEdge と PRIMERGY の 2種類の計算機上で数値実験を行った．表 1に 2種
類の計算機環境と表 2 テスト行列の主な特徴を示す．表中の $nnz$

” は行列の総非零要素
数，“ave. $nnz$” は 1行当りの平均非零要素数を各々表す．
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表 1:2種類の計算機環境

表 2: テスト行列 (10個) の主な特徴

計算条件は以下の通りである．プログラムは Fortran90により実装し，並列化はMPI を
用いて行った．コンパイノレオプションは Dell PowerEdge では “-fast” , PRIMERGY では
“-Kfast” とした．計算は全て倍精度浮動小数点演算で行った．収束判定値は相対残差の 2
ノルム : $\Vert r_{k+1}\Vert_{2}/\Vert r_{0}\Vert_{2}\leq 10^{-8}$ とした．初期近似解 $x_{0}$ はすべて $0$ , 最大反復回数は 10万
回とした．行列は予め対角スケーリングによって対角項を 1に正規化した．右辺項は物理
条件から得られる値とした．時間計測は $C$ 言語の関数 “gettimeofday” を用いて行い，計
測結果は 5回の計測のうち最大値，最小値を除く 3回の平均とした．

3.2 実験結果

表 3に Dell PowerEdge における MPI により並列化した $CG$ 法と $MrsR$法の収束性を示

す．表中の “np” はプロセス数，$Av$” は行列 $A$ とベクトル $v$ の積の計算時間，“その他”

28



は行列ベクトル積計算以外が時間の全体に占める割合 [単位 :%] を各々意味する．

表 3: Dell PowerEdge における MPI により並列化した $CG$ 法と $MrsR$法の収束性

表 4-表 5に Dell PowerEdge における $CG$ 法と $MrsR$ 法の計算時間比較を示す．表中
の “ratio” は $CG$ 法の計算時間を 1としたときの $MrsR$法の計算時間の比を表す．表 6に
PRIMERGY での MPI により並列化した $CG$ 法と $MrsR$法の収束性を示す．下線を付け
た数字は比が 1.0よりも大きいことを表す．
表 6より，PRIMERGY では Dell PowerEdge 上での実験結果に比べ，全体的に行列ベク
トル積以外に要した時間が短い．台数効果の値は 32 プロセスまで $CG$法と $MrsR$法で同程
度であり，プロセス数が 64, 及び 96の場合は $MrsR$法の方が大きいことがわかった．表
7-に表 8に PRIMERGY における $CG$ 法と $MrsR$法の計算時間比較を示す．
図 1に PRIMERGY上での $CG$ 法と $MrsR$法の台数効果を示す．

4 まとめ

MPI による並列化を行った $CG$ 法と同 $MrsR$ 法の並列収束性を比較した．その結果，
$MrsR$法が $CG$法よりも収束性がよく，プロセス数を多くした場合はさらに並列性能の差
が開くことがわかった．
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表 4: Dell PowerEdge における $CG$ 法と $MrsR$法の計算時間比較 (1 プロセスの場合)

表 5: Dell PowerEdge における $CG$ 法と $MrsR$法の計算時間比較 (16 プロセスの場合)
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表 6:PRIMERGY における MPI により並列化した $CG$ 法と $MrsR$法の収束性

表 7: PRIMERGY における $CG$ 法と $MrsR$法の計算時間比較 (1 プロセスの場合)
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表 8: PRIMERGY における $CG$ 法と $MrsR$法の計算時間比較 (96 プロセスの場合)

(a) 行列 $s3dkq4m2$

(b) 行列 $s3dkt3m2$

図 1: PRIMERGY上での $CG$ 法と $MrsR$法の台数効果
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