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1 はじめに

セルオートマトン ( $CA$) とは、 群上に配置されたセル内の状態が、 単位時間ごとに、 セル間の相互
作用によって、 変化する様な遷移系である。 $CA$ の特徴に、 局所性と一様性が挙げられる。 局所性と
は、 各セルに対して、 セルの次の状態を決定する局所構造、 つまり、 セル間の相互作用の適用範囲を
示す有限グラフとセルの次の状態を決める局所遷移規則の組が存在することであり、 一様性とは、 各
セルに対する局所構造が同型であることである。

$CA$ の逆遷移で定義される遷移系が再び $CA$ になるのか？ という問いについての研究がいくつか報
告されている。 Richardson[6] は、 遷移関係が与えられたときに、その関係が局所的な関係から構成さ
れているための条件 (定理 2) を示している。 1近傍 $CA$ の逆遷移で定義される遷移系は明らかに $CA$

となるが、 一般の決定性 $CA$ の場合、 可逆性とその逆遷移が局所的な関係で構成されていることが同
値であることが示されおり [6]、可逆な $CA$ の逆 $CA$ の近傍サイズに関する研究 [2,5] も報告されて
いる。

$CA$ が与えられたとき、 一般にその逆遷移は関係であり関数とはならない。 Richardson の定理は非
決定性 $CA$ に対してのものであるが、 関係理論の言葉を用いて、 Richardson の定理について述べて
いるのが Furusawa ら [3] である。Richardsonの定理の条件の 1つである関係の連続性に焦点を当て、
$CA$ の逆遷移関係の連続性について考察する。局所遷移規則が関数である 2近傍 $CA$ については、 そ

の逆遷移関係が連続となるとこは示されている [4]。本論文では、局所遷移規則が関数とはならない
2近傍 $CA$ について、 その逆遷移関係の連続性について考察する。

2 準備

決定性 $CA$ の遷移は関数で定義されるが、 一般に、 その逆の遷移は、 関数とはならない。 この章で
は、 関数を拡張した関係と、 関係を利用して非決定性 $CA$ について定義し、 Richardson の定理につ
いて紹介する。
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2.1 関係

ここでは、 この論文内で使用する関係の用語の定義のみ述べる。関係の性質等については、 [3] を参
照してほしい。集合 $X$ から集合 $Y$ への関係 $\alpha$ とは、 直積集合 $X\cross Y$ の部分集合 $\alpha\subset X\cross Y$ であり、
$\alpha$ : $Xarrow Y$ と表す。 $X$ から $Y$ への関係の全体集合を $Rel(X, Y)$ で表す。 $Rel(X, Y)$ は $X\cross Y$ の部分

集合族の全体集合 $\mathscr{P}(X\cross Y)$ であるので、 $Rel(X, Y)$ はブール代数をなす。 $Rel(X, Y)$ のブール演算
子を $\sqsubseteq$ (包含関係)、 $\sqcup$ (和関係)、 n(交関係)、 -(補関係) で表す。 $0_{XY}:X_{\neg}Y$

、
$\nabla_{XY}:X_{\neg}Y$ で、

それぞれ零関係 $\emptyset$

、 全関係 $X\cross Y$ を表す。 恒等関係 $id_{X}$ : $X_{\neg}X$ を $(x, x’)\in id_{X}rightarrow x=x’$ で、 関
係 $\alpha$ : $X_{\neg}Y$

、
$\beta$ : $Y_{\neg}Z$ の合成関係 $\alpha\beta$ : $X_{\neg}Z$ を $(x, z)\in\alpha\betarightarrow\exists y\in Y[(x, y)\in\alpha\wedge(y, z)\in\beta]$

で定義する。 関係 $\alpha$ : $x_{-Y}$ の逆関係 $\alpha\#$ : $Y_{\neg}X$ を $(y, x)\in\alpha\#rightarrow(x, y)\in\alpha$ で定義する。 関係
$\alpha$ : $X_{\neg}Y$ が、 $\alpha\#\alpha\sqsubseteq id_{Y}$ を満たすとき 1価であるといい、 $id_{X}\sqsubseteq\alpha\alpha\#$ を満たすとぎ全域であると
いう。 1価全域な関係 $\alpha$ : $X_{\neg}Y$ を関数といい、 $\alpha$ : $Xarrow Y$ で表す。 関係 $\alpha$ : $X_{\neg}Y$ のドメイン関

係 $\lfloor\alpha\rfloor$ : $X_{\neg}X$ を $\lfloor\alpha\rfloor=\alpha\alpha\#$ 「$\urcorner id_{X}$ で定義する。 $I|$よ 1点からなる集合 $I=\{*\}$ とするとき、 集合
$X$ の点 $x$ に対して、 関係 $\hat{x}$ : $I_{\neg}X$ を $\hat{x}=\{(*, x)\}\subseteq I\cross X$ と定義する。 点 $x$ と関数 $\hat{x}$ : $I_{\neg}X$ を

同一視し、 $\hat{x}$ を $x$ と表記する。

$<X,$ $\mathcal{O}(X)>$
、 $<Y,$ $\mathcal{O}(Y)>$ を位相空間とする。 直積空間 $X\cross Y$ の直積位相を、 射影関数 $p$ :

$X\cross Yarrow X$
、 $q$ : $X\cross Yarrow Y$ が連続となる最弱位相とし、 $X$ から $Y$ への開関係の全体集合として

$\mathcal{O}(X, Y)$ で表す。 $\mathcal{O}(X)=\mathcal{O}(I, X)$ である。

定義 1関係 $\alpha$ : $X_{\neg}Y$ が連続であるとは、

$\forall\rho\in \mathcal{O}(Y)\exists\mu\in \mathcal{O}(X)$ . $\rho\alpha^{\#}=\mu\lfloor\alpha\rfloor$

であるときをいう。

関係 $\alpha$ : $X_{\neg}Y$ が連続であることと同値な条件として、 以下が挙げられる。. $\forall(a, b)\in\alpha\forall V\in \mathcal{O}_{b}(Y)$ $\exists U\in \mathcal{O}_{a}(X)\forall x\in X$ $[\exists y’\in Y. (x, y’)\in\alpha\wedge x\in U]arrow[\exists y\in$

$Y.$ $(x, y)\in\alpha\wedge y\in V]$

非空集合 $Q$
、

$X$ に対して、 $X$ から $Q$ への関数 $c:Xarrow Q$ の全体集合を $Q^{X}$ で表す。 また、 $X$ の部

分集合 $U\subset X$ に対して、 $Q^{X}$ から $Q^{U}$ への射影 (制限) を $p_{U}$ : $Q^{X}arrow Q^{U}$ で表す。 $U$ が 1点集合 $\{x\}$

の時は、 特に、 $p_{x}$ : $Q^{X}arrow Q$ と書く。 $a\in Q^{X}$ に対して、 $a|u$ で pu $(a)$ を、 $a|_{x}$ で $p_{x}(a)$ を表すことに
する。

$G$ を群とし単位元を $e$
、

$x\in G$ の逆元を $\acute{x}^{-1}$ で表す。任意の元 $x\in G$ に対して、 シフト関数
$t_{x}$ : $Q^{G}arrow Q^{G}$ を $\forall a\in G.$ $txpa=p_{x^{-1}a}$ で定義する。 すべてのシフト関数は連続である。

2.2 群上のセルオートマトン

$Q$ をセル状態の有限集合、 $G$ を群とし単位元を $e$ とする。 有限部分集合 $N\subset G$ を近傍といい、 関
係 $\lambda$ : $Q^{N_{\neg}}Q$ を局所関係 (局所規則) という。局所関係 $\lambda$ に対して、 遷移関係 $\tau_{\lambda}$ : $Q^{G_{\neg}}Q^{G}$ を

$\tau_{\lambda}=\sqcap_{x\in G}t_{x^{-1}}p_{N}\lambda p_{x}^{\#} ((c, c’)\in\tau_{\lambda}rightarrow\forall x\in G. (c|_{xN}, c’|_{x})\in\lambda)$

で定義する。 非決定 $CA$ は、 遷移系 $(Q^{G}, \tau_{\lambda})$ である。 $\lambda$ が関数であるとき、 $\tau_{\lambda}$ も関数となる、 つま

り、 $CA$ は決定性となる。 この非決定性 $CA$ に関して、 $CA$ の必須の性質である局所性、一様性に関
する定理が次の定理である。
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定理 2 (Richardson(1972), Furusawa et. al.(2012)) 関係 $\delta$ : $Q^{G_{\neg}}Q^{G}$ が局所関係 $\lambda$ : $Q^{N_{\neg}}$

$Q$ から定義されたものである、 つまり、 $\delta=\tau_{\lambda}$ であるとき、 $\delta$ は以下の条件 1 $\sim$ 4を満たす。 また、 関
係 $\delta$ : $Q^{G_{\neg}}Q^{G}$ が条件 1 $\sim$ 4を満たすならば、 $\delta=\lfloor\delta\rfloor\tau_{\lambda}$ を満たす局所関係 $\lambda$ : $Q^{N_{\neg}}Q$ が存在する。

1. $\forall x\in G.t_{x}\delta=\delta t_{x}$

2. $\bigcap_{x\in G}\delta p_{x}p_{x}^{\#}=\delta$

3. $\delta$ は連続

4. $\delta$ は閉関係

3 逆遷移関係が不連続な 2近傍 $CA$

1近傍 $CA$ の逆遷移関係で定義される遷移系は明らかに $CA$ である。 以後、 2近傍 $CA$ を対象にす
る。 つまり、 状態集合を $Q=\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}(=\{0,1\})$

、
$G=\mathbb{Z}$

、 $N=\{0,1\}$ とする。 この章では、 2近傍局所
関係のうち 1価性を満たすものについて、 その逆遷移関係 $\tau_{\lambda}^{\#}$ の連続性について議論する。 関係の連
続性の定義より、 $\tau_{\lambda}\#$ が連続であるための必要十分条件は、

$\forall(a\tau_{\lambda}, a)\in\tau_{\lambda}\#\forall V=\{-n, -n+1, \cdots, n\}\exists U\subseteq G.$ $(b\tau_{\lambda}|_{U}=a\tau_{\lambda}|_{U})arrow\exists c.(c|_{V}=a|_{V})\wedge(c\tau\lambda=b\tau_{\lambda})$

である。 この連続性に関して、 以下の補題を示すことが出来る。

補題 31価な局所関数 $\lambda$ : $Q^{N_{\neg}}Q$ に対して $\lambda’$ : $Q^{N_{\neg}}Q$ を $\lambda’=\lfloor\lambda\rfloor\lambda^{-}$ で定義する。 このとき、
$\tau_{\lambda}^{\#}$ が連続であるならば、 $\tau_{\lambda}^{\#}$, も連続である。

証明．任意の $a,$ $b\in Q^{G}$ .に対して、 $a\tau_{\lambda}=b\tau\lambda\Rightarrow a\tau_{\lambda’}=b\tau_{\lambda’}$ であることから明らか。 口

この補題に加えて、 左右を逆にした $CA$
、

$0$ と 1を逆にした $CA$ は、 元の $CA$ と挙動が同値である
と考えることが出来る。 ゆえに、 本質的に調べる必要があるのは、 1価全域な局所関係である以下の
5種類とそれらの値の一部を $\perp$ にした関係を調べれば良い。 ( $\perp$ は undefined であることを示す)

局所関係 $\lambda$ が 1価全域、 つまり関数であるとき、遷移関係 $\tau_{\lambda}$ の逆遷移関係 $\tau_{\lambda}^{\#}$ は連続であることが示
されている [4]。

補題 4次の表で定義される局所関係 $\lambda_{6}^{(-10)}$ : $Q^{N_{\neg}}Q$ から定義される遷移関係の逆遷移関係 $\tau_{\lambda_{6}^{10}}\#$ :
$Q^{G_{\neg}}Q^{G}$ (は $\tau\grave {}J\grave{}$-Elある。
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証明．$\lambda_{6}$ は線形な局所関数であり、 この遷移関係 $\lambda_{6}^{(-10)}$ は次の様に表現できる。

$\lambda_{6}^{(-10)}=\lambda_{6}.-\{(10,1)\}=\{(11,0), (01,1), (00,0)\}$

簡単のため、 $\lambda=\lambda_{6}^{(-10)}$ とおく。

$V=\{0\}$ 、 $U=\{-n, -n+1, \cdots, n\}$ ( $n$ は任意の自然数) とする。 このとき、 $a,$ $b\in Q^{G}$ を次の様に

取る。
$a=\cdots 111\cdots,$

$b|_{i}=\{\begin{array}{l}0 i\leq n+11otherwise\end{array}$

叫らかに、 $a\tau_{\lambda}|_{U}=b\tau_{\lambda}|_{U}$ である。 このとき、 $c|v=a|v$ かつが$D\lambda$ $=c\tau_{\lambda}$ であると仮定すると、 $0=$

$b\tau_{\lambda}|0=C\mathcal{T}_{\lambda}|0=c|0+c|_{1}=1+c|_{1}$ より $c|_{1}=1$ 、 $0=b\tau_{\lambda}|_{1}=c\tau_{\lambda}|_{1}=c|_{1}+c|_{2}=1+c|_{2}$ . より
$c|_{2}=1$ 、 同様に繰り返し、 $0=b\tau_{\lambda}|_{n}=c\tau_{\lambda}|_{n}=c|_{n}+c|_{n+1}=1+c|_{n+1}$ より $c|_{n+1}=1$ である。

$1=b\tau|_{n+1}=c\tau|_{n+}\iota=c|_{n+1}+c|_{n+2}=1+c|_{n+1}$ であるが、 $\lambda$ の 11, 10の値は 1ではないので、仮

定に矛盾する。 故に、 $c$ は存在せず $\tau_{\lambda}^{\#}$ は連続とはならない。 口

他の 1価な局所関係に対する連続性については省略するが、同様に示すことができ、 まとめると、
下の表となる。表中の連続。、連続 1は、 定数関係、 1近傍関係であることから、連続性が自明である

ことを示している。 また、 $\lambda_{8}^{(}$

、

$\lambda_{11}^{(-01)}$ は、 反転を考えると、 $\lambda_{6}^{(-00)、}\lambda_{6}^{(-01)}$ の挙動と同値となる。

$\lambda_{6}^{(-11,-10)}=\lambda_{6}-\{(11,0), (10,1)\}$ の様に、 1価全域な 2近傍 $CA$ の局所関係から 2 カ所を undefined
にした局所関係は、 1近傍関係、 もしくは定数関係となり、 その逆遷移関係は連続となる。

4 まとめ

この論文では、 2近傍 $CA$ のうち 1価な局所関係をもつものに対して、その逆遷移関係の連続性に
ついて議論した。 1価全域な局所関係をもつ 2近傍 $CA$ については、 その逆遷移関係は連続となるこ

とが示されているが $[4]$
、
それらの局所関係から全域性を満たさない様に一部を undefined に変更し

た局所関係をもつ 2近傍 $CA$ については、 自明なもの以外その逆遷移関係はすべて不連続となり、 線
形な $\lambda_{6}$ の一部を undefined に変更したもののみが不連続となっている。
今後、 近傍を拡張した遷移関係についても、その逆遷移関係の連続について考察し、連続性の本質、

線形性との関連などついて研究を続けていきたい。
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