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ABSTRACT

抗原刺激を受けて活性化・分裂を始めた免疫細胞の短期増殖過程のダイナミクス
は，CSFE など蛍光色素を用いた標識によって定量的短期間の測定が可能であ

る．先行研究で提案された数理モデルは，主に常微分方程式 (ordinary differential
equation; $ODE$) や時間遅れをもつ微分方程式 (delay diffferential equation; DDE)
によって定式化されている．先行研究で考察されている数理モデルのいくつかは，
数理人口学の分野で発展したパリティ拡大モデルを基に構築された世代拡大モデ
ルの特別な場合として導出できる [8]. 本稿では，[8] では取り上げていない先行
研究内で考案された数理モデルを対象とし，それらと同値な時間遅れをもつ微分
方程式と再生方程式からなるディレイ方程式を導出する．これまでに用いられて
きた定式化方法の関連性を整理するのが狙いである．

Key words: 世代拡大モデル; ディレイ方程式; 免疫細胞の短期増殖過程のダイナミクス;

1 はじめに

複雑でダイナミックな免疫応答の全体像を把握することは困難であることから，あ
る特定の免疫細胞の増殖過程を培養系 (in vitro) において観察する実験が盛んに行わ

れている．近年の実験測定技術の発達により，免疫細胞の増殖過程を系時的に追うこ
とが可能になってきた．CFSE と呼ばれる蛍光色素を用いて細胞をラベリングするこ

とで，増殖した細胞数のみならず，細胞の分裂回数も追跡できる．

抗原刺激を受けて活性化したリンパ球は分裂によって増殖し，アポトーシスによっ
て死亡する．この過程を数学的に記述するためには，細胞分裂完了と死亡するまでの
時間に対して何らかの (確率的な) 法則を仮定する必要がある．数理モデル構築とパラ
メーター推定手法を併せることで，CFSE を利用した経時的な細胞数計測データから
$T$ 細胞の分裂速度 (division rate) や死亡速度 (death rate) が推定できる (詳細はレ
ビュー記事 [2,9] の各論文参照). たとえば常微分方程式の場合，細胞分裂および死亡
が生じるまでの時間を表した確率分布は，指数分布に従うことが仮定されている．し
かしながら，短期間における細胞増殖のダイナミクスを定量的に測定した実験にょる

と，細胞分裂発生までの確率が指数分布に従うと仮定すると，実験データを上手く説明
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できないこともある．たとえば活性化を受けた $T$ 細胞は，活発にクローン増殖するエ
フェクター期を経た後に収縮期 (contraction phase) と呼ばれる期間に突入する．収縮
期では，アポトーシスによる細胞死の発生頻度が高くなることが知られている．すな
わち，細胞死が起こるタイミングは，活性化後の経過時間と相関している可能性が示唆
される．また，1細胞レベルで直接細胞死を観察した実験によると，細胞死が生じるま
での時間間隔は指数分布ではなく，むしろ Weibull 分布でうまく表現できるとの報告

がある [7].

抗原刺激を受けた直後の $CD$4陽性 $T$ 細胞の増殖過程を記述した定量的数理モデル

はこれまで独立に提案されてきたが，それら数理モデルを横断的に比較検討するこ
とで，数理モデル間に類似性が見られることを明らかになっている [9]. [8] において，

筆者らは既存の定量的数理モデルのいくつかが，数理人口学で発展してきたパリテイ
拡大モデルをベースに構築した世代拡大モデル (generation progression model) の特

別な場合に帰着できることを示した．本稿では，[8] において考察しなかったその他代

表的な先行研究で考察された定量的数理モデルを対象にし，それらがデイレイ方程式
で記述できることを示す．

2 短期細胞増殖過程のディレイ方程式による表現

2.1 世代拡大モデル

細胞分裂の回数によって細胞の世代を定義しよう．もし世代間で分裂死亡といっ

た個体群ダイナミクスに関わる性質が異なる場合，異質性を考慮した多状態系 (multi-

state) として定式化する方が自然である．この場合，細胞分裂に要する時間は各世代に
おける滞在期間とみなすことができる．一般に幹細胞を除いた前駆細胞や分化細胞は

無制限に増殖できるわけではなく，分裂回数は高々有限回であることが知られている．
幹細胞など源となる細胞を第 $0$ 世代と呼び，系には第 $N$ 世代まで存在すると仮定し

よう．すなわち，合計 $N+1$ 世代が存在すると仮定する．第 $n$ 世代の時刻 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおける

細胞群生産率 (cell population production rate) を $b_{n}(t)(n=0,1, \ldots, N)$ とする．第
0世代は細胞分裂に関する機構がそれ以外の世代の細胞と異なる場合が多い．先行研

究に準じて，第 $0$ 世代の時間変化は既知の関数で与えられると仮定する．$\tau$ を世代に

おける滞在時間とする．第 $n$ 世代における細胞の分裂率を $\lambda_{n}(\tau)$ , 死亡率を $\mu_{n}(\tau)$ と

する．このとき，第 $n$ 世代の細胞分裂の発生確率 $\Lambda_{n}(\mathcal{T})$ および生存確率 $\mathcal{F}_{n}(\tau)$ はそ

れぞれ

$\Lambda_{n}(\tau)=\lambda_{n}(\tau)\exp(-\int_{0}^{\tau}\lambda_{n}(\sigma)d\sigma)$ (2.1)
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および

$\mathcal{F}_{n}(\tau)=\exp(-\int_{0}^{\tau}\mu_{n}(\sigma)d\sigma)$

となる．世代拡大モデルは

(2.2)

$b_{n}(t)=2 \int_{0}^{\infty}\Lambda_{n-1}(\tau)\mathcal{F}_{n-1}(\tau)b_{n-1}(t-\tau)d\tau$ (2.3)

と表される．ここで $b_{0}(t)=f(t)$ は初期条件として与える．

2.2 DGH モデル

Gett and Hodgkin [6], Deenick ら [3] の免疫細胞の増殖率計測実験によると，初回
の分裂にかかる時間はおおよそ $24-48h$ であるのに対して，二回目以降の分裂時間は
おおよそ $12-15h$ であるとの報告がある．これまでの数理モデル (たとえば [10]) と同

様に初回の分裂過程を二回目以降と同様にモデリングしてしまうと，成長曲線の立ち
上がりが観測データよりも早くなりすぎる傾向がある．Gett and Hodgkin, Deenick

らは，細胞分裂速度の不均一性を説明するための数理モデルを構築し，実験データとの

フィットを試みている．なお，de Boer らの論文 [1] においても指摘があるように，Gett
and Hodgkin, Deenick らの数理モデルはデータを良くフィットするものの，細胞が増

殖する機構 (growth kinetic mechanism) を表現していない．de Boer らは [6] および

[3] の数理モデルを微分方程式系によって記述し，細胞の増殖機構を表現する手法を考
案した．以下，[1] に従って de Boer らの数理モデルを DGH モデルと呼ぶ．

Deenick らの実験によれば，初回の分裂にかかる時間は細胞個体毎に異なり，log-

normal 分布がデータをよくフィットすると報告されている [3]. ここで $\mu_{0},$ $\sigma_{0}$ をそれ

ぞれ log-normal 分布の平均および分散，$C$ を初期細胞数とする．補充速度 (recruitment

rate) $f(t)$ は，$t>0$ に対して

$f(t)= \frac{C}{\sqrt{2\pi}\sigma_{0}t}\exp(-\frac{[\log t-\log\mu_{0}]^{2}}{2(\sigma_{0})^{2}})$ (2.4)

と与えられる．ただし $t\leq 0$ に対して $f(t)=0$ とする．$x_{n}(t)$ を時刻 $t$ における $n$ 回

分裂を完了した細胞数とすると，DGH モデルは

$\{\begin{array}{ll}\frac{d}{dt}x_{1}(t)=f(t+T_{0})-e^{-\mu_{1}T}f(t-T+T_{0})-\mu_{1}x_{1}(t) , \frac{d}{dt}x_{n}(t)=2^{n-1}e^{-(\Sigma_{i=1}^{n-1}\mu_{i})T}f(t-(n-1)T+T_{0}) -2^{n-1}e^{-(\Sigma_{i=1}^{n}\mu_{i})T}f(t-nT+T_{0})-\mu_{n}x_{n}(t) , n=2, \ldots, N\end{array}$ (2.5)

によって与えられる [1]. $x_{0}(t)=f(t)$ である．ここで，$x_{n}(t)$ は細胞群生産率 $b_{n}(t)$ と

は変数の意味が異なるため，異なる記号を用いた．$\mu_{n}(n=1,2, \ldots, N)$ は $n$ 回分裂し
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た細胞の死亡率で，分裂回数 $n$ に関する線形依存型 $\mu_{n}=d+(n-1)\alpha$ を仮定してい

る．$2^{n-1}$ は合計 $n-1$ 回の分裂によって生じた総細胞数を表し，指数関数の項は生存

確率を表す．$T_{0}$ は $\log$-normal 分布の変数に関するシフト項 (分裂開始のタイミング

を調整するための項), $T$ は二回目以降の分裂にかかる時間を表す．$n-1$ 回の分裂を

終えた細胞は，初回の分裂を始めてから時間が $(n-1)T$ だけ経過すれば，$n$ 回分裂完

了ステージヘ移行することに注意する．$x_{n}$ に関する方程式の第 1項は $x_{n-1}$ に関する

方程式の第 2項に一致し，これらは分裂による $n$ 回分裂完了ステージへの移入を表し

ている．同様に，$x_{n}$ に関する方程式の第 2項は，分裂による $n+1$ 回分裂完了ステー

ジへの移行を表す．第 3項は死亡による消失を表す．

DGH モデルは，もし細胞数を表す変数 $x_{n}(t)$ を細胞群生産率 $b_{n}(t)$ へと形式的に置

き換えた場合，以下のような積分形式による表現が可能である．

$b_{n}(t)= \int_{0}^{T}\prod_{i=1}^{n-1}(2e^{-\mu_{i}T})e^{-\mu_{n^{\mathcal{T}}}}f(t-\tau-(n-1)T+T_{0})d\tau$ . (2.6)

ここで $\prod_{i=1}^{0}(2e^{-\mu_{i}T})=1$ と定義する．(2.6) において，$\tau$ は第 $n$ 世代における滞在時

間を表す．ある世代で細胞が滞在時間 $T$ に到達すれば，分裂によって生じた娘細胞は

次の世代へ移行するため，第 $n$ 世代の総細胞数は，細胞群生産率を区間 $[0, T]$ におい

て積分したものに対応する．各細胞は細胞分裂によって 2個の娘細胞を再生産するが，

第 $n$ 世代開始時に生き残っている細胞は，各世代における生存確率 $e^{-\mu_{i}T}$ の累積確率

$\prod_{i=1}^{n-1}e^{-\mu_{i}T}$ を乗じたものである．したがって，(2.5) 第 2式の $\prod_{i=1}^{n-1}(2e^{-\mu_{i}T})$ は，第
$n$ 世代における子孫の数の期待比を表している．なお，積分形式 (2.6) において $\tau$ を

$t-\mathcal{S}$ と変数変換し，両辺を時間 t に関して微分すれば微分方程式系 (2.5) が得られる．

免疫細胞の増殖ダイナミクスを記述した定量的数理モデルの中で，DGH モデルは

世代拡大モデル (2.3) からは導出できない．DGH モデルの特徴は，第 $n$ 世代の細胞

増殖過程が $f(t)$ によって完全に規定されている点である．積分形式による表現 (2.6)

では，この点が明瞭に表れている．Deenick らによるオリジナルの方程式系 (2.5) は，

個体数に着目した視点と速度に着目した視点が混在しているため意味が不明瞭である

が，積分形に変形すると方程式系の意味が明確になる．

2.3 修正型 $SM$ モデル

Ganusov ら [5] は，Deenick らのエフエクター $CD$4陽性 $T$ 細胞の増殖ダイナミク

スの定量的測定実験データを下に，新たな数理モデルを考案した．[5] において提案さ

れた数理モデルは Smith-Martin モデルを修正したもので，修正型 $SM$ モデルと呼ば
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れる．修正型 $SM$ モデルは

$\{\begin{array}{l}\frac{d}{dt}A_{0}(t)=f(t-T_{0})-(\lambda+\mu_{0})A_{0}(t) ,\frac{d}{dt}A_{n}(t)=2\lambda e^{-\mu_{n-}{}_{1}T}A_{n-1}(t-T)-(\lambda+\mu_{n})A_{n}(t) , n=1,2, \ldots, N\frac{d}{dt}B_{n-1}(t)=\lambda A_{n-1}(t)-e^{-\mu_{n-1}T}\lambda A_{n-1} (オー T)-\mu_{n-1}B_{n-1}(t)\end{array}$ $($ 2.7 $)$

によって与えられる．$f(t)$ は DGH モデルと同じく (2.4) によって表される．To は

(2.5) と同じく $\log$-normal 分布のシフト項を表しているが，両者では $f(t)$ の利用方法

に本質的な違いがあることに注意する．DGH モデルでは，2回目以降の細胞分裂が全
て $f(t)$ によって規定されているので，修正型 $SM$ モデルでは，初回の分裂のみ $f(t)$ に

よって規定され，2回目以降の分裂は一段階分裂前の細胞数によって規定されている．
$\mu_{n}$ は $n$ 回分裂ステージの細胞の死亡率を表し，分裂回数 $n$ に関して線型で増加，す
なわち $\mu_{n}=\mu+(n-1)\alpha$ と仮定する．$A_{n}(t)$ の第 1項と $B_{n-1}(t)$ の第 2項は関連

しており．時刻 $T$ 前に A-phase から $B$-phase に移行した細胞の中で，生き残ったも
のが分裂を行って A-phase に移行する状況を表している $(2\lambda e^{-\mu_{n-1}T}A_{n-1}(t-T))$ .

$f(t)$ を $s\leq T_{0}$ に対して $f(s)\equiv 0$ と定義領域を延長する．$A_{n}(t)$ および $B_{n-1}(t)$ を

再生方程式の形に変形すると

$\{\begin{array}{l}A_{0}(t)=\int_{0}^{t}e^{-(\lambda+\mu_{0})\tau}f(t-T_{0}-\tau)d\tau,A_{n}(t)=\int_{T}^{\infty}2e^{-(\lambda+\mu_{n})(\tau-T)}e^{-\mu_{n-1}T}\lambda A_{n-1}(t-\tau)d\tau,B_{n-1}(t)=\int_{0}^{T}e^{-\mu_{n-1}\tau}\lambda A_{n-1}(t-\tau)d\tau\end{array}$ (2.8)

となる．世代拡大モデル (2.3) と比較すると，修正型 $SM$ モデルは世代拡大モデルの

特別な形として導出できることがわかる．

2.4 IL-2消費モデル

Deenick らの定量的測定実験 [3] は IL-2濃度の異なる実験を複数実施している．多
くの先行研究で提案された数理モデルでは，実験系の違いをパラメーターの違いとし
て個別に解析して，結果を比較検討している．一方，[5] では修正型 Smith-Martin モデ

ルを更に拡張し，IL-2濃度の時間的変化を陽に組み込んだ数理モデルを構築している．
修正型 Smith-Martin モデルを拡張した数理モデルは，IL-2消費モデル (consumption

model) と呼ばれている．IL-2は $T$ 細胞の細胞分裂速度に影響を与えることから，IL-2
消費モデルでは $B$-phase における滞在期間を変動型の時間遅れ (variable delay) とし

て取り扱っている．以下，IL-2消費モデルがディレイ方程式によって表現できること
を示そう．
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数学的表記に関していくつかの準備を行う．$I(t)$ を時刻 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおける IL-2の濃度と

する．$I_{t}(\theta)(\theta\leq 0)$ は時刻 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおける関数 $I$ の履歴を表し，$I_{t}(\theta)$ $:=I(t+\theta)$ と定義

する．ここで，ある正の定数 $M$ に対して変動型の時間遅れ $T_{m}(I_{t})$ を

$\int_{-T_{m}}^{0}V(I_{t}(\theta))d\theta=M$ (2.9)

を満たす解 $T:=T_{m}(I_{t})$ として定義する．$V$ は IL-2に依存した細胞分裂速度を記述

した関数である．一方，
$\int_{0}^{T}V_{-\tau}(I_{t}(\theta))d\theta=M$ (2.10)

を満たす解を $T=\tilde{T}_{m}(\tau, I_{t})$ と定義する．$\tilde{T}_{m}(\tau, I_{t})$ は，滞在時間 $\tau(\geq T_{m}(I_{t}))$ であ

る個体が過去に成熟した年齢を表す．変動型の時間遅れの詳しい定義および性質は [4]

参照．

分裂 1回の A-phase に滞在している細胞集団 $A_{1}(t)$ に対する再生方程式は

$A_{1}(t)= \int_{0}^{t}\exp[-l^{t}\{\mu(I(\sigma))+\lambda(I(\sigma))\}d\sigma]f(s)ds$ (2.11)

と表される．ここで $\mu(I)$ および $\lambda(I)$ は，それぞれ細胞の死亡率，$A$-phase から B-

phase への移行速度を表す (具体的な関数型は [5, Appendix] 参照). 同様に，分裂 $n$

回の A-phase に滞在している細胞集団 $A_{n}(t)$ に対する再生方程式系は

$A_{n}(t)=2 \int_{T_{m}(I_{t})}^{\infty}\lambda(I_{t}(-\tau))\exp[-\int_{T_{m}^{-}(\tau,I_{t})}^{\tau}\lambda(I_{t}(-\tau+\sigma))d\sigma]$

(2.12)

$\cross\exp[-\int_{0}^{\tau}\mu(I_{t}(-\sigma))d\sigma]A_{n-1}(t-\tau)d\tau$

と表される $(n\geq 2)$ . $\mathcal{F}_{n}(\tau, I_{t})$ を滞在時間 $\tau$ および IL-2濃度に依存した生存確率，
$\Lambda_{n}(\tau, I_{t})$ を分裂発生確率とする．系 (2.12) の一般型は

$A_{n}(t)=2 \int_{T_{m}(I_{t})}^{\infty}\Lambda_{n}(\tau, I_{t})\mathcal{F}_{n}(\tau, I_{t})A_{n-1}(t-\tau)d\tau$ (2.13)

とかける．ここで $\mathcal{F}_{n}(\tau, I_{t})$ と $\Lambda_{n}(\tau, I_{t})$ の具体型はそれぞれ

$\mathcal{F}_{n}(\tau, I_{t})=\exp[-\int_{0}^{\tau}\mu(I_{t}(-\sigma))d\sigma]$ (2.14)

かつ

$\Lambda_{n}(\tau, I_{t})=\{\begin{array}{ll}\lambda(I_{t}(-\tau))\exp(-\int_{\tilde{T}_{m}(\tau,I_{t})}^{\tau}\lambda(I_{t}(-\tau+\sigma))d\sigma) , \tau>T_{m}(I_{t}) , (2.15)0, 0\leq\tau\leq T_{m}(I_{t}) \end{array}$
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である．時刻 $t$ における分裂 $n$ 回の $B$-phase に滞在している細胞集団 $B_{n}(t)$ は，再生
方程式は

$B_{n-1}(t)= \int_{0}^{T_{m}(I_{t})}\lambda(I_{t}(-\tau))\exp[-\int_{0}^{\tau}\mu(I_{t}(-\sigma))d\sigma]A_{n-1}(t-\tau)d\tau$ (2.16)

と表される $(n\geq 2)$ . 続いて，IL-2濃度の時間変化を表す微分方程式系について考察
する．IL-2は速度 $g(I(t))$ に従って自然減少 (input がある場合は増加) すると仮定す

る．$X_{n}(t)=A_{n}(t)+B_{n}(t)$ とおくと，IL-2のダイナミクスの一般型は

$\frac{dI}{dt}(t)=g(I(t))-\int_{0}^{\infty}\sum_{n=0}^{N}\mathcal{F}_{n}(\tau)\gamma_{n}(\tau, I(t))X_{n}(t-\tau)d\tau$ (2.17)

とかける．ここで $\gamma_{n}(\tau, I(t))$ は第 $n$ 世代に滞在している細胞 1つあたりの IL-2消費

量を表す．一方，[5] で考察された方程式は

$\frac{dI}{dt}(t)=-[c_{1}\sum_{n=1}^{\infty}(A_{n}(t)+B_{n}(t))+c_{2}f(t)]\frac{I(t)}{h+I(t)}$ (2.18)

である．すなわち，式 (2.17) において $N=\infty,$ $g(I(t))\equiv 0,$ $\mathcal{F}_{n}(\tau)\equiv 1,$ $\gamma 0(\tau, I(t))=$

$c_{2}I(t)/(h+I(t))$ かつ $\gamma_{n}(\tau, I(t))=c_{1}I(t)/(h+I(t))$ と形式的においた場合に対応

する．最後に，再生方程式系 (2.12) &(2.16) が [5] の IL-2消費モデルの An $(t)$ およ

び $B_{n}(t)$ に一致することを示そう．方程式 (2.11), (2.12) および (2.16) の積分変数を

$t-\tau=\alpha$ と変数変換し，両辺 $t$ について微分すると

$\frac{d}{dt}A_{n}(t)=2\lambda(I(t-T_{m}(I_{t})))\exp[-\int_{t-T_{m}(I_{t})}^{t}\mu(I(s))ds]A(t-T_{m}(I_{t}))$

(2.19)

$\cross[1-\frac{dT_{m}(I_{t})}{dI}]-(\lambda(I(t))+\mu(I(t)))A_{n}(t)$

および

$\frac{d}{dt}B_{n-1}(t)=\lambda(I(t))A(t)-\lambda(I(t-T_{m}(I_{t})))\cross$

$\exp[-\int_{-T_{m}(I_{t})}^{t}\mu(I(s))ds]A(t-T_{m}(I_{t}))[1-\frac{dT_{m}(I_{t})}{dI}]-\mu(I(t))B_{n-1}(t)$

(2.20)

が得られる $(n\geq 2)$ . [ $5$ , Appendix] で述べられているように，IL-2消費モデルは導出
の際に簡略化の仮定が置かれており，ここで導いたディレイ方程式とは若干形式が異
なる．

3 考察

数値計算実験データの定量的取り扱いと拡張を比較的容易に実行できるモデリン

グフレームワークが必要である．本稿では述べなかったが，世代拡大モデルの各世代
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に対して世代拡大比 (generation progression ratio) が定義できる．世代拡大比は二世
代間で平均してどれくらい個体数が増加もしくは減少するかを比として表現したもの

であり，細胞集団が増加傾向にあるのか減少傾向にあるのかを計算することができる
[8]. 他，世代時間の計算など定量的に有益な指標も計算できる．世代拡大モデルは，特
に短期の細胞増殖過程を定量的に記述する上で非常に有効であり，リンパ球増殖過程

のみならず今後は他の細胞生物学分野への活用が期待される．
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