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概要

本報告では、 $n$ 変数 2次計画問題 (P) に対して、 “不等式による” 双対化 (dualise,
dualize) に焦点をあてる。その方法は (i) 平方完成、 (ii)相加相乗平均である。特に
平方完成では、拡大ラグランジュ乗数を用いて示していることに注意する。 またこの

とき、 主問題 (P) および双対問題 (D) の最適解と最適値の間に黄金相補双対性が見ら
れることを示す。

1 黄金最適化問題

1.1 主問題

$n$ 変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ の 2次計画問題として次の最小化問題 (P) を考える。

minimize $\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$

(P) subject to (i) $x\in R^{n}$

(ii) $x_{0}=c.$

ここに $c\in R$ とする。 $\phi$ は黄金数 (Golden number) を表し、

$\phi=\frac{1+\sqrt{5}}{2}\approx 1.61803$

である。 また黄金数については

$1 :\phi=\phi^{-2}:\phi^{-1}, \phi^{-2}+\phi^{-1}=1$

が成り立ち、 黄金数 $\phi$ は 2次方程式

$x^{2}-x-1=0$ (1)

の正の解としても定義される。
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補題 1 黄金数 $\phi$ の和については、任意の自然数 $n$ に対して次が成り立っ。

1. $\sum_{k=1}^{n}\phi^{2k-1}=\phi^{2n}-1,$

2. $\sum_{k=1}^{n}\phi^{-2k}=\phi^{-1}-\phi^{-2n-1},$

3. $\phi^{n}+\phi^{n+1}=\phi^{n+2}$ $n=\cdots,$ $-2,$ $-1,0,1,2,$ $\cdots,$

4 $\cdot$
$2 \sum_{k=1}^{n}\phi^{-3k-1}+\phi^{-3n-2}=\phi^{-2}.$

定義 1[5] 列 $\{x_{n}\}_{n\geq 1}$ は

$x_{n}=c\phi^{-2n}$ または $x_{n}=c\phi^{-n}$

のとき、 黄金経路 $($ Golden $path, GP)$ という。 ただし、 $c$ は定数である。 前者を 1: $\phi$ 型
といい、 後者を $\phi$ :1型という。

定理 1 主問題 (P) は

$\hat{x}= (\hat{x}_{1},\hat{X}_{2}, \cdots ,\overline{x}_{n-1},\hat{x}_{n})=c(\phi^{-2}, \phi^{-4}, \cdots , \phi^{-2n+2}, \phi^{-2n})$

で最小値 $m=\phi^{-1}c^{2}$ をもつ。
最小点 $\hat{x}$ は 1: $\phi$ 型黄金経路になっている。

1.2 双対問題

問題 (P) の双対問題は $n$変数 $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{n})$ の最大化問題として次で与えられる :

Maximize $2c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

(D)
subject to (i) $\mu\in R^{n}.$

定理 2 双対問題 (D) は

$\mu^{*}= (\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, \cdots, \mu_{n-1}^{*}, \mu_{n}^{*})=c(\phi^{-1}, \phi^{-3}, \cdots, \phi^{-2n+3}, \phi^{-2n+1})$

で最大値 $M=\phi^{-1}c^{2}$ をもつ。
最大点 $\mu^{*}$ も 1: $\phi$ 型黄金経路になっている。

主問題 (P) の最小解と双対問題 (D) の最大解の間には次の 3つの関係が成り立って
いる。
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1. (双対性) 最小値と最大値が等しい : $m=M$. 共に初期値 $c$ の 2次関数で、 その
係数は黄金数の逆数 $\phi^{-1}$ である。

2. (黄金) 最小点 $(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2}, . . . , \hat{x}_{n})$ と最大点 $(\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, . . . , \mu_{n}^{*})$ は共に 1: $\phi$型の黄

金経路である。

3. (相補性) 最小点と最大点を交互に編むと、 $\phi:1$ 型の黄金経路である。

この三位一体の関係を黄金相補双対性 (Golden complementary duality, $GCD$ ) という。

2 不等式による双対化
ここでは主問題 (P) から双対問題 (D) を、不等式による 2つの方法で導こう。 2.1節で

は平方完成で、 2.2節では相加・相乗平均で示す。

2.1 平方完成法

主問題 (P) に対して、 $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ が制約条件 (i), (ii) を満たしているとして、
その目的関数の値を $I(x)$ で表す。 また任意の実数列 $\mu=(\mu_{1}, \cdots, \mu_{n})$ に対して、双対問

題 (D) の目的関数の値を $J(\mu)$ で表わす。 いま、 変数列 $u=(u_{0}, u_{1}, \cdots, u_{n-1})$ を

$u_{k}=x_{k}-x_{k+1} 0\leq k\leq n-1 (’2)$

で導入する。 このとき次の定理を得る。

定理 3主問題 (P) の実行可能解 $x\in R^{n}$ と、 双対問題 (D) の実行可能解 $\mu\in R^{n}$ に対して

不等式
$I(x) \geq J(\mu)$ (3)

が成り立つ。

Proof. (2) を満たす任意の $(x, u)$ と、任意の実数列 $\mu=(\mu_{1}, \cdots, \mu_{n})$ を用いて、 $I(x)$ は

次でも表される。

$I(x)= \sum_{k=0}^{n-1}[u_{k}^{2}+x_{k+1}^{2}+2\mu_{k+1}(x_{k}-x_{k+1}-u_{k})]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$ . (4)

(4) では列 $\{2\mu_{1},2\mu_{2}, . . . , 2\mu_{n}\}$ を等式制約に対応するラグランジュ変数列にとってい
る。 これを拡大ラグランジュ乗数列 (augmented Lagrange multipliers) という。 (4) より、

$I(x) = 2c \mu_{1}+\sum_{k=0}^{n-1}(u_{k}^{2}-2\mu_{k+1}u_{k})+\sum_{k=1}^{n-1}[x_{k}^{2}-2(\mu_{k}-\mu_{k+1})x_{k}]$

$+(1+\phi^{-1})x_{n}^{2}-2\mu_{n}x_{n}$
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が得られる。 $u_{k}$ の項と $x_{k}$ の項を平方完成 (標準変形) すると、

$I(x) = 2c \mu_{1}+\sum_{k=0}^{n-1}[(u_{k}-\mu_{k+1})^{2}-\mu_{k+1}^{2}]$

$+ \sum_{k=1}^{n-1}[\{x_{k}-(\mu_{k}-\mu_{k+1})\}^{2}-(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}]$

$+\phi(x_{n}-\phi^{-1}\mu_{n})^{2}-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}.$

ゆえに、右辺から非負項を削除すると、

$I(X) \geq 2c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$ (5)

となり、 この右辺は $\mu=(\mu_{1}, \ldots, \mu_{n})$ のみからなり $x_{k}$ を含まない。 すなわち (5) の右辺
は、 (D) の目的関数値 $J(\mu)$ を表わている。 したがって、 双対問題が得られた。 $\square$

定理 4(3) の等号は

$u_{k} = \mu_{k+1} k= 0,1, \cdots, n-1,$

$x_{k} = \mu_{k}-\mu_{k+1} k = 1, 2, \cdots, n-1,$

$x_{n} = \phi^{-1}\mu_{n}$

のときに限り成り立つ。 この解 $(\hat{x},\hat{u};\mu^{*})$ は、

愈 $=$ $(\hat{x}_{1}, \hat{x}_{2}, \cdots ,\hat{x}_{n-1}, \hat{x}_{n})=c(\phi^{-2}, \phi^{-4}, \cdots , \phi^{-2n+2}, \phi^{-2n})$ , (6)

$\hat{u}= (\hat{u}_{0},\hat{u}_{1}, \cdots ,\hat{u}_{n-2},\hat{u}_{n-1})=c(\phi^{-1}, \phi^{-3}, \cdots , \phi^{-2n+3}, \phi^{-2n+1})$ , (7)
$\mu^{*}=$ $(\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, \cdots , \mu_{n-1}^{*}, \mu_{n}^{*})=c(\phi^{-1}, \phi^{-3}, \cdots , \phi^{-2n+3}, \phi^{-2n+1})$ (8)

である。 このとき両辺は $\phi^{-1}c^{2}$ になる。

Proof. 等号条件は、定理 3の証明より明らかである。 このときの $\hat{x},\hat{u},$ $\mu^{*}$ の値は、 定
理 $1$

、 定理 $2$
、 (2) より得られる。 ここでは両辺の値が $\phi^{-1}c^{2}$ であることを示す。

$I$ (勾については以下の通りである。

$I( \hat{x})=\sum_{k=0}^{n-1}[(\hat{x}_{k}-\hat{x}_{k+1})^{2}+\hat{x}_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}\hat{x}_{n}^{2}$

$=c^{2} \sum_{k=0}^{n-1}[(\phi^{-2k}-\phi^{-2(k+1)})^{2}+(\phi^{-2(k+1)})^{2}]+c^{2}\phi^{-1}(\phi^{-2n})^{2}$

$=c^{2}[ \sum_{k=1}^{2n}\phi^{-2k}+\phi^{-4n-1}]$

$=c^{2}[(\phi^{-1}-\phi^{-4n-1})+\phi^{-4n-1}]$ (補題 1より)

$=\phi^{-1}c^{2}.$
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一方、 $J(\mu^{*})$ については

$J( \mu^{*})=2c\mu_{1}^{*}-\mu_{1}^{*2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}^{*}-\mu_{k+1}^{*})^{2}+\mu_{k+1}^{*2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{*2}$

$=c^{2}[2 \phi^{-1}-\phi^{-2}-\sum_{k=1}^{n-1}\{(\phi^{-2k+1}-\phi^{-2k-1})^{2}+(\phi^{-2k-1})^{2}\}-\phi^{-4n+1}]$

$=c^{2}[2 \phi^{-1}-\sum_{k=1}^{2n-2}\phi^{-2k}-(\phi^{-4n+2}+\phi^{-4n+1})]$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-1}-\phi^{-4n+3})-\phi^{-4n+3}]$ (補題 1より)

$=c^{2}(2\phi^{-1}-\phi^{-1})$

$=\phi^{-1}c^{2}.$

以上より、 両辺の値は $\phi^{-1}c^{2}$ である。 口

2.2 相加・相乗平均法

定理 5任意の $x,$ $y\in R^{1}$ に対して

$2xy\leq x^{2}+y^{2}$ (9)

が成り立つ。 等号は $x=y$ のときに限り成り立つ。

不等式 (9) は相加・相乗平均不等式 (arithmetic-geometric mean inequality, $AG$) とよば

れる。
$AG$ 不等式より、任意の実数 $x_{1},$ $\mu_{1}$ に対して 2つの不等式

$2(c-x_{1})\mu_{1}\leq(c-x_{1})^{2}+\mu_{1}^{2},$

$2 (\phi^{\frac{1}{2}}x_{1})(\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{1})\leq\phi x_{1}^{2}+\phi^{-1}\mu_{1}^{2}$

と 2つの等号条件 $c-x_{1}=\mu_{1},$
$\phi^{\frac{1}{2}}x_{1}=\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{1}$ が成り立つ。 すなわち、次の補題を得る。

補題 2 $c$ を定数とすると、不等式

$2 c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\phi^{-1}\mu_{1}^{2}\leq(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+\phi^{-1}x_{1}^{2} \forall x_{1}\in R^{1}, \forall\mu_{1}\in R^{1}$

が成り立つ。等号は $x_{1}=\phi^{-2_{C}},$ $\mu_{1}=\phi^{-1_{\mathcal{C}}}$ のときに限り成り立つ。 このとき両辺は $\phi^{-1}c^{2}$

になる。
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補題 3 $c$ を定数とする。 $(x_{1}, x_{2})\in R^{2},$ $(\mu_{1}, \mu_{2})\in R^{2}$ のとき

2$c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}-\mu_{2}^{2}-\phi^{-1}\mu_{2}^{2}\leq(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}+\phi^{-1}x_{2}^{2}(10)$

が成り立つ。 等号は $x_{1}=\phi^{-2_{C}},$ $x_{2}=\phi^{-4}c;\mu_{1}=\phi^{-1_{C}},$ $\mu_{2}=\phi^{-3_{C}}$ のときに限り成り立
つ。 このとき両辺は $\phi^{-1}c^{2}$ になる。

Proof. $AG$ 不等式より、任意の実数 $x_{1},$ $x_{2},$ $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ に対して 4つの不等式と等号条件

$2(c-x_{1})\mu_{1}\leq(c-x_{1})^{2}+\mu_{1}^{2}$ ; $c-x_{1}=\mu_{1}$

$2x_{1}(\mu_{1}-\mu_{2})\leq x_{1}^{2}+(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}$ ; $x_{1}=\mu_{1}-\mu_{2}$

$2(x_{1}-x_{2})\mu_{2}\leq(x_{1}-x_{2})^{2}+\mu_{2}^{2}$ ; $x_{1}-x_{2}=\mu_{2}$

$2(\phi^{\frac{1}{2}}x_{2})(\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{2})\leq\phi x_{2}^{2}+\phi^{-1}\mu_{2}^{2}$ ; $\phi^{\frac{1}{2}}x_{2}=\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{2}$

が成り立つ。 辺々加えると、左辺は相殺して

$2 c\mu_{1}\leq[(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+\phi x_{2}^{2}]+[\mu_{1}^{2}+(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}+\mu_{2}^{2}+\phi^{-1}\mu_{2}^{2}]$

になる。 $\phi=1+\phi^{-1}$ より、 (10) を得る。 等号は 4つの等号条件が同時に成り立っとき、
すなわち、

$x_{1}=\phi^{-2_{C}}, x_{2}=\phi^{-4}c;\mu_{1}=\phi^{-1_{C}}, \mu_{2}=\phi^{-3_{\mathcal{C}}}$

のとき成り立つ。 このとき両辺の値が $\phi^{-1}c^{2}$ であることは、次のようにしてわかる。実際、
左辺は次のようになる。

$(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}+\phi^{-1}x_{2}^{2}$

$=c^{2}[(\phi^{-2}+\phi^{-4}+\phi^{-6}+\phi^{-8})+\phi^{-9}]$

$=c^{2}[(\phi^{-1}-\phi^{-9})+\phi^{-9}]$

$=\phi^{-1}c^{2}.$

一方、右辺は

$2 c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-(\mu_{1}-\mu_{2})^{2}-\mu_{2}^{2}-\phi^{-1}\mu_{2}^{2}$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-2}+\phi^{-4})-(\phi^{-6}+\phi^{-7})]$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-1}-\phi^{-5})-\phi^{-5}]$

$=c^{2}(2\phi^{-1}-\phi^{-1})$

$=\phi^{-1}c^{2}.$

したがって、 両辺の値は $\phi^{-1}c^{2}$ である。 口
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定理 6 $c$ を定数として、 $x_{0}=c$ とすると、任意の $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})\in R^{n},$ $\mu=$

$(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{n})\in R^{n}$ に対して

$2 c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

$\leq\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$ (11)

が成り立つ。 等号は $x$ が (6) の $\hat{x},$
$\mu$ が (8) の $\mu^{*}$ であるときに限り成り立つ。 このとき両

辺は $\phi^{-1}c^{2}$ になる。 さらに (11) の右辺は $I(x)$ を、 左辺は $J(\mu)$ を表わしている。

Proof. $AG$ 不等式より、 $x,$ $\mu$ に対して $2n$個の不等式と等号条件

$2x_{k-1}(\mu_{k-1}-\mu_{k})\leq x_{k-1}^{2}+(\mu_{k-1}-\mu_{k})^{2};x_{k-1}=\mu_{k-1}-\mu_{k} k=2, \ldots, n$

$2(x_{k-1}-x_{k})\mu_{k}\leq(x_{k-1}-x_{k})^{2}+\mu_{k}^{2}$ ; $x_{k-1}-x_{k}=\mu_{k}$ $k=1,$ $\ldots,$
$n$

2 $(\phi^{\frac{1}{2}}x_{n})(\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{n})\leq\phi x_{n}^{2}+\phi^{-1}\mu_{n}^{2};\phi^{\frac{1}{2}}x_{n}=\phi^{-\frac{1}{2}}\mu_{n}$

が成り立つ。 辺々加えると、左辺が相殺して

$2 c \mu_{1}\leq\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}$

$+ \mu_{1}^{2}+\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

になる。 $\phi=1+\phi^{-1}$ より、 (11) を得る。 $2n$個の等号条件が同時に成り立つとき、 等号は

成り立つ。 しかもこの $2n$連立 $2n$ 元 1次方程式は唯一の解 (6), (8) をもつ。 このとき両辺

の値は $\phi^{-1}c^{2}$ になる。 実際、左辺は

$\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]+\phi^{-1}x_{n}^{2}=c^{2}[\sum_{k=1}^{2n}\phi^{-2k}+\phi^{-4n-1}]$

$=c^{2}[(\phi^{-1}-\phi^{-4n-1})+\phi^{-4n-1}]$

$=\phi^{-1}c^{2}.$

一方、右辺は

$2 c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\phi^{-1}\mu_{n}^{2}$

$=c^{2}[2 \phi^{-1}-\sum_{k=1}^{2n-2}\phi^{-2k}-(\phi^{-4n+2}+\phi^{-4n+1})]$

$=c^{2}[2\phi^{-1}-(\phi^{-1}-\phi^{-4n+3})-\phi^{-4n+3}]$

$=c^{2}(2\phi^{-1}-\phi^{-1})$

$=\phi^{-1}c^{2}.$
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したがって、 両辺の値は $\phi^{-1}c^{2}$ である。 口
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