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概要

本稿は，[1] の主結果と証明の解説である．
Weyl 配置は有限Weyl 群のルート系によって定義される．正ルートの集合がルー
トポセットのイデアルであるとき，対応する配置をイデアル部分配置と呼ぶ．本
稿の主定理 (定理 1.1) の主張は，(1) すべてのイデアル部分配置が自由配置である
こと，また，(2) その指数 (exponents) がイデアルの中のルートの高さ分布の双対
分割で与えられることの 2点である．特に，イデアル部分配置が Weyl 配置全体に
等しい場合，主定理から，Shapiro, Steinberg, Kostant, Macdonald にょる著名な
SSKM の公式 (系 1.2) が従う．主定理の証明は，自由配置の理論に大きく依存して
おり，SSKM の公式の知られている証明とは大きく異なる．

$0$ はじめに

2012年 9月の講演では「高さ自由予想 (height-free conjecture)」 の解説をし，予想の
根拠について述べたが，その後，阿部拓郎 (Takuro Abe), Mohamed Barakat, Michael
Cuntz, Torsten Hoge との共著論文 [1] において，「高さ自由予想」 (系 1.3) をはるかに超

える形の定理 (定理 1.1) を証明することができた．本稿では [1] に沿って，定理 1.1の証
明を追う．詳細については [1] を参照されたい．本稿の構成は以下の通りである．\S 1で主
結果を述べた後，\S 2では自由配置の基本的な定義や結果を紹介する．\S 3では，超平面配
置の自由性を判定する新しい手法である multiple addition theorem (MAT) を準備する．
\S 4では，MAT を定理 1.1の証明に適用するために，MAT の 3つの条件を検証する．そ
して \S 5において定理 1.1とその系の証明を完成させる．

なお，本稿の執筆にあたって貴重なアドバイスをいただいた阿部拓郎氏に深く感謝する．
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1 設定と主結果

$\Phi$ を階数 $\ell$ の既約ルート系とし，その単純系 (simple system) を $\triangle=\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{\ell}\}$ と

する．$\Phi^{+}$ を正ルートの集合とするとき，$\Phi^{+}$ 上の (半) 順序 $\geq$ を以下のように定義する :
$\alpha,$

$\beta\in\Phi^{+}$ が $\alpha\geq\beta$ であるとは，$\alpha-\beta\in \mathbb{Z}\geq 0^{\alpha_{1}}+\cdots+\mathbb{Z}\geq 0\alpha\ell$ となることである．$\Phi^{+}$

の部分集合 $I$ がイデアルであるとは，正ルート $\beta$ がある $\alpha\in I$ に対して $\alpha\geq\beta$ ならば，

$\beta\in I$ となることをいう．正ルート $\alpha$ の高さ ht $(\alpha)$ とは，$\alpha=\sum_{i=1}^{\ell}c_{i}\alpha_{i}$ のとき $\sum_{i=1}^{\ell}c_{i}$

のことをいう．$m= \max\{ht(\alpha)|\alpha\in I\}$ とせよ．$I$ の高さ分布 (height distribution)

とは，正整数の列 $(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{m})$ のことを指す．ただし，$i_{j};=|\{\alpha\in I|ht(\alpha)=j\}|$ と

する．$I$ の高さ分布の双対配置 (dual partition) $\mathcal{D}\mathcal{P}(I)$ を，以下の $\ell$ 個の整数の多重集

合として定義しよう:

$\mathcal{D}\mathcal{P}(I):=((0)^{\ell-i_{1}},$ (1) $, \ldots, (m-1)^{i_{m-1}-i_{m}}, (m)^{i_{m}})$ .

ここで $(a)^{b}$ は整数 $a$ がちょうど $b$ 回登場することを意味する．
$\alpha\in\Phi^{+}$ に対して，$H_{\alpha}$ を $\alpha$ に直交する超平面とする．また，イデアル $I\subseteq\Phi^{+}$ に対

して，イデアル部分配置 $\mathcal{A}(I)$ $:=\{H_{\alpha}|\alpha\in I\}$ を定義する．特に，$I=\Phi^{+}$ のとき，

$\mathcal{A}(\Phi^{+})$ は Weyl 配置であり，自由配置であることが知られている．(自由配置とその指
数 (exponents) に関する基本的な定義や性質は \S 2と [11] を参照されたい．) 主定理は

以下の通りである:

定理 1.1

全てのイデアル部分配置 $\mathcal{A}(I)$ は自由配置であり，その指数は $\mathcal{D}\mathcal{P}(I)$ に等しい．

系 1.2 (Steinberg [12], Kostant [7], Macdonald [8])

Weyl 配置 $\mathcal{A}(\Phi^{+})$ の指数 (exponents) は $\mathcal{D}\mathcal{P}(\Phi^{+})$ で与えられる．

系 1.2は，[3] で，「Kostant, Macdonald, Shapiro と Steinberg #こよる驚くべき (re-

markable) 公式」 として引用されており，A. Shapiro (未出版) によって初めて発見され

た．R. Steinberg は [12] においてこの事実を独立に発見している．これをルート系の分
類に依らずに最初に証明したのは B. Kostant [7] であり，対応するリー群の principal な

3次元部分群を研究することにより証明した．また，I. G. Macdonald は，[8] で，母関数
を用いた証明を与えている．Macdonald の与えた証明の概略は [6, (3.20)] に紹介されて

いる．G. Akyildiz-J. Carrell [2, 3] は，幾何学の立場からこの公式を拡張した．本稿の定
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理 1.1は自由超平面配置の理論の立場からの拡張であると言える．本稿における証明は，
自由超平面配置の理論に深く依存し，今まで知られた証明とは大きく異なる．

系 1.2の実例 ( $D_{5}$ 型ルート系の場合)

系 1.3

正ノレートの集合 $\Phi^{+}=\{\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots, \beta_{s}\}$ $($ ht $(\beta_{1})\leq$ ht $(\beta_{2})\leq\cdots\leq$ ht $(\beta_{S}))$ に対し，イデ
アル $\Phi_{t}$ を

$\Phi_{t}:=\{\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots, \beta_{t}\} (1\leq t\leq s)$

と定義する．このときイデアル部分配置 $\mathcal{A}(\Phi_{t})$ は自由配置であり，その指数は $\mathcal{D}\mathcal{P}(\Phi_{t})$

に等しい．

系 1.4

任意のイデアル $I\subseteq\Phi^{+}$ に対し，特性多項式 $\chi(\mathcal{A}(I), t)$ は

$\chi(\mathcal{A}(I), t)=\prod_{i=1}^{\ell}(t-d_{i})$

と分解する．ここで $(d_{1}, \ldots , d_{\ell})$ は $\mathcal{D}\mathcal{P}(I)$ と一致する非負整数の多重集合である．

系 1.5

任意のイデアル $I\subseteq\Phi^{+}$ に対し，$\mathcal{A}(I)_{\mathbb{C}}$ を $\mathcal{A}(I)$ の複素化とする．このとき

Poin $(M( \mathcal{A}(I)_{\mathbb{C}}), t)=\prod_{i=1}^{\ell}(1+d_{i}t)$
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となる．ここで $M(\mathcal{A}(I)_{\mathbb{C}})$ は $\mathcal{A}(I)_{\mathbb{C}}$ の補集合であり，$(d_{1}, \ldots, d_{\ell})$ は $\mathcal{D}\mathcal{P}(I)$ と一致する

非負整数の多重集合である．

2 自由配置

この章では自由配置に関するいくつかの基本的な概念や結果について紹介する．自由配

置に関する標準的な参考文献としては [11] が挙げられる．
$V$ を体 $k$ 上の $\ell$ 次元ベクトル空間とする．このとき，超平面配置とは $V$ 内の線形な超

平面の有限集合のことである．$S:=S(V^{*})$ を双対空間 $V^{*}$ の対称代数とする．超平面配
置 $\mathcal{A}$ の定義多項式 $Q(\mathcal{A})$ を

$Q( \mathcal{A}):=\prod_{H\in \mathcal{A}}\alpha_{H}\in S$

により定義する．ここで，$\alpha_{H}\in V^{*}$ は $H\in \mathcal{A}$ を定義する線形形式とする．導分加群

Der $S$ を $S$ 上の $k$-線形な導分全体の集合とする．Der $S$ は階数 $\ell$ の自由 $S$-加群である．

超平面配置 $\mathcal{A}$ に対し，$\mathcal{A}$ の対数的導分の加群 $D(\mathcal{A})$ を

$D(\mathcal{A})$ $:=$ { $\theta\in$ Der $S|$ すべての $H\in \mathcal{A}$ に対して $\theta(\alpha_{H})\in\alpha_{H}S$ }

と定義する．$D(\mathcal{A})$ が自由 $S$-加群となり，$\deg\theta_{i}=d_{i}(i=1, \ldots, \ell)$ であるような斉次基

底 $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta\ell$ を持つとき，$\mathcal{A}$ は自由で，その指数 (exponents) は $(d_{1}, \ldots, d_{\ell})$ であると

いう．このとき，$\exp(\mathcal{A})=(d_{1}, \ldots, d_{\ell})$ と書く．$\mathcal{A}$ の intersection lattice を

(2.1)
$L( \mathcal{A}) :=\{\bigcap_{H\in \mathcal{B}}H|\mathcal{B}\subseteq \mathcal{A}\}$

と定義する．但し，$L(\mathcal{A})$ の半順序は包含関係の逆として入れることにする．$V\in L(\mathcal{A})$

はその順序に関して最小であるとする．$X\in L(\mathcal{A})$ に対し，$\mathcal{A}$ の $X$ での局所化 $\mathcal{A}_{X}$ と制

限 $\mathcal{A}^{X}$ を以下のように定める :

(2.2) $\mathcal{A}_{X}:=\{H\in \mathcal{A}|X\subseteq H\},$

(2.3) $\mathcal{A}^{X}:=\{H\cap X|H\in \mathcal{A}\backslash \mathcal{A}_{X}\}.$

$L(\mathcal{A})$ 上のメビウス関数 $\mu$ : $L(\mathcal{A})arrow \mathbb{Z}$ を

$\mu(V)=1, \mu(X)=-\sum_{X\subsetneq Y\subseteq V}\mu(Y)$
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により定める．このとき，$\mathcal{A}$ の特性多項式 $\chi(\mathcal{A}, t)$ は

$\chi(\mathcal{A}, t):=\sum_{X\in L(\mathcal{A})}\mu(X)t^{\dim X}$

と定義される．

定理 2.1(分解定理，[14,9,11])
$\mathcal{A}$ を自由配置とし，$\exp(\mathcal{A})=(d_{1}, \ldots, d_{\ell})$ とする．このとき

$\chi(\mathcal{A}, t)=\prod_{i=1}^{p}(t-d_{i})$ .

$\mathcal{A}$ を複素空間 $V=\mathbb{C}^{\ell}$ 内の自由配置とし，$\exp(\mathcal{A})=(dl,$ . . . , dのとする．$\mathcal{A}$ の補集合
$M(\mathcal{A})$ を

$M( \mathcal{A}):=V\backslash \bigcup_{H\in \mathcal{A}}H$

と定義する．このとき，位相空間 $M(\mathcal{A})$ のボアンカレ多項式は

Poin$(M( \mathcal{A}), t)=\prod_{i=1}^{\ell}(1+d_{i}t)$

と分解する．

3 Multiple addition theorem
この章ではルート系 $\Phi$ は登場しない．以下の定理は addition theorem[13] の一つの変

形である．

定理 3.1 (Multiple addition theorem (MAT))
$\mathcal{A}$’を自由配置とし，$\exp(\mathcal{A}’)=(d_{1}, \ldots, d_{\ell})(d_{1}\leq\cdots\leq d_{\ell})$ とする．また，$1\leq p\leq P$ を

最大指数の重複度とする．すなわち，

$d_{1}\leq d_{2}\leq\cdots\leq d_{\ell-p}<d_{\ell-p+1}=.$ . . $=d_{\ell}=:d.$

超平面 $H_{1},$
$\ldots,$

$H_{q}$ に対し，$H_{j}\not\in \mathcal{A}’(j=1, \ldots, q)$ であるとする．$H_{j}$ 内の超平面配置

哩を
$\mathcal{A}_{j}":=(\mathcal{A}’\cup\{H_{j}\})^{H_{j}}=\{H\cap H_{j}|H\in \mathcal{A}’\}(j=1, \ldots, q)$

と定義する．以下の 3つの条件が全て満たされているとする:
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(1) $X:=H_{1}\cap\cdots\cap H_{q}$ の余次元は $q,$

(2) $X\not\in\bigcup_{H\in \mathcal{A}’}H,$

(3) $|\mathcal{A}’|-|\mathcal{A}_{j}"|=d(1\leq j\leq q)$ .

このとき，$\mathcal{A}:=\mathcal{A}’\cup\{H_{1}, \ldots, H_{q}\}$ は自由配置となる．また，$q\leq p$ となり，$\mathcal{A}$ の指数は

$\exp(\mathcal{A})=(d_{1}, \ldots, d_{\ell-q}, (d+1)^{q})$ となる．

証明．写像 $\nu_{j}$ : $\mathcal{A}_{j}"arrow \mathcal{A}’(1\leq i\leq q)$ が

$\nu_{j}(Y)$ 口 $H_{j}=Y$ $(Y\in \mathcal{A}_{j}")$

を満たしているとする．多項式 $b_{j}$ を

$b_{j}:=Q( \mathcal{A}’)/(\prod_{Y\in A_{j}"}\alpha_{\nu_{j}(Y)})$

と定める．ここで，$\alpha_{\nu_{j}(Y)}$ は $\nu_{j}(Y)$ を定義する線形形式とする．このとき，
$D(\mathcal{A}’)\alpha_{H_{j}}:=\{\theta(\alpha_{H_{j}})|\theta\in D(\mathcal{A}’)\}\subseteq(\alpha_{H_{j}}, b_{j})$

となることが知られている．$(例えば，[13] や [11, P\cdot 114] を見よ．)$ $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{\ell}$ を $D(\mathcal{A}’)$

の基底とし，$\deg\theta_{i}=d_{i}(i=1, \ldots, \ell),$ $\deg\theta_{1}\leq\cdots\leq\deg\theta_{\ell-p}=d_{\ell-p}<d$ とする．条
件 (3) から

$\deg b_{j}=|\mathcal{A}’|-|\mathcal{A}_{j}"|=d$

となるので，上の包含関係から

$\theta_{i}\in D(\mathcal{A}) (i=1, \ldots, \ell-p)$

が導かれる．ここで $\varphi_{i}$ を

$\varphi_{i}:=\theta_{\ell-i+1} (i=1, \ldots,p)$

と定める．$\varphi_{1},$
$\ldots,$ $\varphi_{p}$ の次数は全て $d$ となることに注意する．$b_{j}$ の次数も $\deg b_{j}=d$ で

あったので，定数 $c_{ij}$ を用いて

$\varphi_{i}(\alpha_{H_{j}})\equiv c_{ij}b_{j}mod (\alpha_{H_{j}})$

と書くことが出来る．$C$ を $(p\cross q)$ -行列 $C=(c_{ij})_{i,j}$ とする．

条件 (2) から，$z \in X\backslash \bigcup_{H\in \mathcal{A}’}H$ となる点 $z$ を取ることが出来る．このとき，$D(\mathcal{A}’)$

の $z$ における evaluationは，$V$ の接空間 $T_{V,z}$ 全体に等しい．従って，

$T_{V,z}=ev_{z}(D(\mathcal{A}’))=ev_{z}\langle\varphi_{1}, \ldots, \varphi_{p}\rangle\oplus ev_{z}\langle\theta_{1}, \ldots, \theta_{\ell-p}\rangle$
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となる．ここで，
$\pi:T_{V,z}arrow T_{V,z}/T_{X,z}$

を自然射影とする．行列 $C$ の定義から，

rank $C=\dim\pi(ev_{z}\langle\varphi_{1}, \ldots, \varphi_{p}\rangle)$

が成り立つことに注意する．さて，$ev_{z}\langle\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{\ell-p}\rangle\subseteq T_{X,z}$ であるので，

rank $C=\dim\pi(ev_{z}\langle\varphi_{1}, \ldots, \varphi_{p}\rangle)=\dim(T_{V,z}/T_{X,z})=q$

となることがわかる．ここで最後の等式は条件 (1) により導かれる．よって，$q\leq p$ であ

るので，行基本変形を施すことにより

$C=(\begin{array}{l}E_{q}O\end{array})$

と仮定してよい．従って，

$\theta_{1}, \ldots, \theta_{\ell-q}, \alpha_{H_{1}}\varphi_{1}, \ldots, \alpha_{H_{q}}\varphi_{q}$

は $D(\mathcal{A})$ の基底となる．以上により，$\mathcal{A}$ は自由配置で，$\exp(\mathcal{A})=(d_{1}, \ldots, d_{\ell-q}, (d+1)^{q})$

である 口

4 MAT の 3条件の検証

ここからは \S 1 と \S 2で定義した記法を用いる．Weyl 配置 $\mathcal{A}(\Phi^{+})$ を簡単に $\mathcal{A}$ と書く

ことがある．ルート系に関する標準的な参考文献としては [4] や [6] が挙げられる．
$\alpha\in\Phi^{+}$ とする．$\mathcal{A}^{\alpha}$ を Weyl 配置 $\mathcal{A}$ の $H_{\alpha}$ への制限とする．すなわち，

$\mathcal{A}^{\alpha}:=\mathcal{A}^{H_{\alpha}}=\{K\cap H_{\alpha}|K\in \mathcal{A}\backslash \{H_{\alpha}\}\}$

と定める．$\alpha$ の coheight を

$coht_{\Phi}\alpha:=h-1-ht(\alpha)$

により定義する．ここで $h$ は $\Phi$ の Coxeter数である．$X\in L(\mathcal{A})$ に対し，$\Phi_{X}:=\Phi\cap X^{\perp}$

としよう．このとき，$\Phi_{X}$ は階数 codim $X$ のルート系となる．$\Phi_{X}$ は既約とは限らない

ことに注意しておく．$\Phi_{X}$ が既約であるとき，

$coht_{X}\alpha:=coht_{\Phi_{x}}\alpha$

121



と定義する．$\Phi_{X}$ が既約でなければ，$\alpha$ を含む $\Phi_{X}$ の既約因子 $\Psi$ に対し，

coht$x^{\alpha}$ $:=coht_{\Psi}\alpha$

と定める．

イデアル部分配置に対し，MAT (定理 3.1) の条件 (3) が成立することを確かめるため

に，以下の定理と命題 4.2が必要である:

定理 4. 1 (coheight に対する local-global 公式)
$\alpha\in\Phi^{+}$ に対し，

$coht_{\Phi}\alpha=\sum_{X\in \mathcal{A}^{\alpha}}coht_{X}\alpha$

が成立する．

証明．$coht_{\Phi}\alpha$ に関する帰納法による．$\alpha$ が最大ルートであるとき，両辺とも $0$ に等しい．

ここで $0<coht_{\Phi}\alpha<h-1$ と仮定する．単純ルート $\alpha_{1}\in\Delta$ として $\beta:=\alpha+\alpha_{1}\in\Phi^{+}$

となるようなものを取る．このとき，$X_{0}:=H_{\alpha}\cap H_{\beta}$ とすると，$\{\alpha_{1}, \alpha, \beta\}\subseteq\Phi$x。とな
る．ここで

$C_{\Phi}( \alpha):=\sum_{X\in \mathcal{A}^{\alpha}}coht_{X}\alpha$

と定める．もし，
$C_{1}:=C_{\Phi}(\alpha)-C_{\Phi}(\beta)-1=0$

が示されれば，帰納法の仮定から

$C_{\Phi}(\alpha)=C_{\Phi}(\beta)+1=coht_{\Phi}\beta+1=coht_{\Phi}\alpha$

を得る．よって，$C_{1}=0$ を示せばよい．さて，$coht_{X_{0}}\alpha-cohtx_{。}\beta=1,$ $X_{0}\in \mathcal{A}^{\alpha}$ かつ

$X_{0}\in \mathcal{A}^{\beta}$ であることがわかる．従って，

$C_{1}=C_{\Phi}( \alpha)-C_{\Phi}(\beta)-1=\sum_{X\in \mathcal{A}^{\alpha}}coht_{X}\alpha-\sum_{Y\in \mathcal{A}^{\beta}}coht_{Y}\beta-1$

(4.1)
$= \sum_{X\in \mathcal{A}^{\alpha}\backslash \{X_{0}\}}$

coht
$x \alpha-\sum_{Y\in \mathcal{A}^{\beta\backslash \{X_{0}\}}}coht_{Y}\beta.$

ここで，$\mathcal{Z}:=\mathcal{A}^{X_{0}}=\{K\cap X0|K\in \mathcal{A}, X0\not\subset K\}$ とすると，

$C_{1}= \sum_{Z\in Z}(\sum_{X\supset Z}$ coht $x \alpha-\sum_{Y\in \mathcal{A}^{\beta}\backslash \{X_{0}\}}coht_{Y}\beta)$
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となっていることが確認できる．ルート系が $A_{3},$ $B_{3},$ $C_{3}$ のいずれかであれば，coheight
に対する local-global 公式を直接導くことは容易である．また，階数 2のルート系に関し

ては，local-global公式は自明に成立する．よって，階数 3のルート系である $\Phi_{Z}(Z\in \mathcal{Z})$

に対しては，local-global 公式が成り立っとしてよいので，

$C_{1}= \sum_{Z\in Z}(\sum_{X\supset Z}coht_{X}\alpha-\sum_{Y\in \mathcal{A}^{\beta}}$ coht$Y\beta$ –coht$x_{0}\alpha+$ coht$x_{0}\beta)$

$= \sum_{Z\in \mathcal{Z}}(coht_{\Phi_{Z}}\alpha-coht_{\Phi_{Z}}\beta-1)=0.$

口

命題 4.2
$I\subseteq\Phi^{+}$ をイデアノレとする．$k+1;=$ ht $(\alpha)>1$ を満たす正ノレート $\alpha\in I$ を一つ固定す

る．このとき，

$\mathcal{B}’:=\{H_{\beta}|\beta\in I, ht(\beta)\leq k\},$

$\mathcal{B}:=\mathcal{B}’\cup\{H_{\alpha}\}, \mathcal{B}":=\mathcal{B}^{H_{\alpha}}=\{H\cap H_{\alpha}|H\in \mathcal{B}’\},$

と定義すると，
$|\mathcal{B}’|-|\mathcal{B}"|=k$

が成り立つ．

証明．$I=\Phi^{+}$ のとき，三っ組 $(\mathcal{B}, \mathcal{B}’, \mathcal{B}")$ を $(\mathcal{A}, \mathcal{A}’, \mathcal{A}")$ と書くことにする．このとき，
$\mathcal{B}"$ は $\mathcal{A}"=\mathcal{A}^{\alpha}$ の部分集合であることに注意する．$X\in \mathcal{A}"$ に対し，

(4.2) $|\mathcal{A}_{X}|-2$ –coht$x\alpha=\{\begin{array}{ll}|\mathcal{B}_{X}|-2 if X\in \mathcal{B}",0 if X\in \mathcal{A}"\backslash \mathcal{B}",\end{array}$

となることを示そう．ここで $\mathcal{A}_{X}$ と $\mathcal{B}_{X}$ は，(2.2) で定義した，$X$ での局所化のことであ

る．$\Phi_{X}^{+}$ の高さ分布は以下の様になっている:

$i_{1}=2, i_{2}=\cdots=i_{n}=1 (n=|\Phi_{X}^{+}|-1)$ .

ケース 1. もし $X\in \mathcal{B}"$ であれば，$|\mathcal{B}_{X}|\geq 2$ となる．$I_{X}:=I\cap\Phi_{X}^{+}$ は $\Phi_{X}^{+}$ のイデアル

であり，$|I_{X}|=|\mathcal{B}_{X}|\geq 2$ となるので，$I_{X}$ は $\Phi_{X}$ の単純系を含む．よって，

$I_{X}=\{\beta\in\Phi_{X}^{+}|$ coht$X\beta\geq$ coht$X\alpha\}$ $\hslash 1$つ $|I_{X}|=|\Phi_{X}^{+}|-$ coht$X\alpha$
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となる．従って，

$|\mathcal{A}_{X}|-2$ –coht$x\alpha=|\Phi_{X}^{+}|$ –coht$x\alpha-2=|I_{X}|-2=|\mathcal{B}_{X}|-2.$

が成り立つので，このケースにおいては (4.2) が示される．

ケース 2. もし $X\in \mathcal{A}"\backslash \mathcal{B}"$ であれば，$\mathcal{B}_{X}=\{H_{\alpha}\}$ かつ $I_{X}=\{\alpha\}$ となる．このとき，
$I_{X}$ は $\Phi_{X}^{+}$ のイデアルなので，$\alpha$ は $\Phi_{X}$ の単純ルートである．よって，coht $x\alpha=|\mathcal{A}_{X}|-2.$

となる．従って，(4.2) が成り立つ．

(4.2) と定理 4.1を合わせることにより，

$| \mathcal{B}’|-|\mathcal{B}"|=\sum_{X\in \mathcal{B}"}(|\mathcal{B}_{X}|-2)=\sum_{X\in \mathcal{B}"}(|\mathcal{A}_{X}|-2-coht_{X}\alpha)$

$= \sum_{X\in \mathcal{A}’},$

$(|\mathcal{A}_{X}|-2$ –coht
$x \alpha)=\sum_{X\in \mathcal{A}’},(|\mathcal{A}_{X}|-2)-\sum_{X\in \mathcal{A}^{\alpha}}$

coht$x\alpha$

$=|\mathcal{A}’|-|\mathcal{A}"|-coht_{\Phi}\alpha=h-2-(h-1-(k+1))=k$

を得る．ここで，最後から 2番目の等式は，[10] の主結果を用いた 口

以下の命題 4.3は，高さの等しい正ルートの集合が MAT の条件 (1) と (2) を満足する

ことを示している．証明は，[1] を参照されたい．

命題 4.3

$\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{q}$ を，全てが同じ高さ $k+1$ を持つような相異なる正ルートとし，

$X:= \bigcap_{i=1}^{q}H_{\beta_{i}}$

とする．このとき，

(1) $X$ の余次元は $q$ であり，

(2)

$X \not\subset \bigcup_{\alpha\in\Phi^{+},ht(\alpha)\leq k}H_{\alpha}.$

5 定理 1.1の証明

この章では，定理 1.1とその系の証明を完成させ，最後に一つの注意を与える．
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定理 1.1の証明．証明は，

ht (I) $:= \max\{ht(\alpha)|\alpha\in I\}$

に関する帰納法による．

ht(I) $=1$ のとき，$\mathcal{A}(I)$ は Boolean 配置である．従って，定理の主張は正しい．
$k+1:=ht(I)>1$ とする．$I$ の部分集合 $I_{j}$ を

$I_{j}:=\{\alpha\in I| ht(\alpha)\leq j\}$

と定義する．定義から，任意の $j\leq k+1$ に対し，$I_{j}$ もまたイデアルとなる．帰納法の仮
定から，$I_{1},$

$\ldots,$
$I_{k}$ に対して定理 1.1が成り立つ．特に，$\mathcal{A}(I_{k})$ は自由配置で，その指数

$\exp(\mathcal{A}(I_{k}))=(d_{1}, \ldots, d_{\ell})$

は $\mathcal{D}\mathcal{P}(I_{k})$ に等しい．$p:=|I_{k}\backslash I_{k-1}|$ とすれば，帰納法の仮定により，

$d_{1}\leq\cdots\leq d_{l-p}<d_{\ell-p+1}=\cdots=d_{\ell}=k.$

$\{\beta_{1}, \ldots, \beta_{q}\}:=I_{k+1}\backslash I_{k}$ とする．$H_{i}:=H_{\beta_{i}}$ とし，$X:=H_{1}\cap\cdots\cap H_{q}$ と定義する． こ

のとき，命題 4.3により，codim $X=q$ と

$X$ 望
$\bigcup_{H\in \mathcal{A}(I_{k})}H$

が示される．また，命題 4.2から，任意の $j$ に対して，$|\mathcal{A}(I_{k})|-|(\mathcal{A}(I_{k})\cup\{H_{j}\})^{H_{j}}|=k$

となることがわかる．従って，MAT の条件 (1), (2), (3) が全て満たされていることが示

された．最後に，MAT を $\mathcal{A}(I)=\mathcal{A}(I_{k})\cup\{H_{1}, \ldots, H_{q}\}$ に適用すればよい 口

系 1.3は集合働がイデアルであることから従う．イデアル部分配置 $\mathcal{A}(I)$ に定理 2.1

を適用すれば，系 1.4と 1.5が示される．

注意 5.1

二つの自由配置 $\mathcal{A}_{1}$ と $\mathcal{A}_{2}$ の積 $\mathcal{A}_{1}\cross \mathcal{A}_{2}$ は，再び自由配置となり，その指数 $\exp(\mathcal{A}_{1}\cross \mathcal{A}_{2})$

は，$\exp(\mathcal{A}_{1})$ と $\exp(\mathcal{A}_{2})$ の disjoint union となる [11, Proposition 4.28]. 従って，定理
1.1やその系が，可約なルート系を含む全ての有限ルート系に対して成立することがわ
かる．
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