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このノートでは，Bielefeld大学の Hoffmann氏との共同研究 [HW] の主結果である階
数 2のシンプレクテイック群に関するユニポテント軌道積分の係数の結果を紹介する．
数理研の集会での講演後に，複数の研究者からアーサー跡公式の幾何サイドにおける
ユニポテント軌道積分の係数の研究背景が良く分からないと言われた。確かに既知の
研究との関わりが分かり難い対象であるようなので，まず最初に $SL$ (2) の場合のユニ
ポテント項と係数の詳細を説明した後に，関連する既知の研究に言及したい．その後
に我々の主結果について記述する．

1. $SL$ (2)

このセクションを通じて $G=SL$(2) と置く．$G(\mathbb{A})$ の跡公式の幾何サイドのユニポテ
ント項を具体的に記述しよう．
まず跡公式の幾何サイドを記述するための準備を行う．$F$ を代数体とし，$\mathbb{A}$ を $F$ の

アデール環とする．$\Sigma$ を $F$ の素点全体の集合とし，$\Sigma_{\infty}$ を無限素点全体から成る $\Sigma$ の

部分集合，$\Sigma fin$ を有限素点全体から成る $\Sigma$ の部分集合とする．さらに，$\Sigma_{\mathbb{R}}$ を実素点全
体，$\Sigma_{\mathbb{C}}$ を複素素点全体としよう．各 $v\in\Sigma$ に対して，凡を $F$ の $v$ に関する完備化と
する．各 $v\in\Sigma fin$ に対して，$0_{v}$ を $F_{v}$ の整数環とし，$\pi_{v}$ を素元，$q_{v}$ を剰余体の位数と
する．各素点 $v\in\Sigma$ について $||_{v}$ を正規付値とし，イデールノルム $||= \prod_{v\in\Sigma}||_{v}$ を得

る．$A^{\cross}$ をイデールとし，$A^{1}=\{a\in \mathbb{A}^{\cross}||a|=1\},$ $(\mathbb{R}^{\cross})^{0}=\{x\in \mathbb{R}|x>0\}$ とする．
$\chi=\prod_{v\in\Sigma}\chi_{v}$ を $F^{\cross}\backslash \mathbb{A}^{1}\cong F^{\cross}(\mathbb{R}^{x})^{0}\backslash \mathbb{A}^{\cross}$ 上の指標とする．ヘッケ $L$ 関数の局所因子を

$L_{v}(s, \chi_{v})=[Matrix]$
と定め，$\Sigma$ の有限集合 $S$ に対してヘツケ $L$ 関数を

$L^{S}(s, \chi)=\prod_{v\not\in S}L_{v}(s, \chi_{v})) L(s, \chi)=\prod_{v\in\Sigma}L_{v}(s, \chi_{v})$

と定める．良く知られているように $L^{S}(s, \chi)$ と $L(s, \chi)$ は Re(s) $>1$ で絶対収束し，s-
平面に有理型接続される．$1_{F}$ を $F^{\cross}\backslash \mathbb{A}^{1}$ 上の自明な表現とし，

$\zeta_{F}^{S}(s)=L^{S}(s, 1_{F}) , \zeta_{F}(s)=L(s, 1_{F})$

とおく．$\zeta_{F}^{S}(s)$ と $\zeta_{F}(s)$ は $s=1$ で 1位の極を持つ．一方，$\chi\neq 1_{F}$ なら $L^{S}(s, \chi)$ と $L(s, \chi)$

は $s=1$ で正則である．定数 $c_{F}$ を $\zeta_{F}(s)$ の $s=1$ での留数とし，

$c_{v}=[Matrix]$
とする．次に $G$ の部分群

$M=\{[Matrix]\in G\}, N=\{[Matrix]\in G\}$
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を考える．$P=MN$ は $G$ の放物型部分群であり，$M$ はその Levi部分群である．写像
$H_{M}$ : $M(\mathbb{A})arrow \mathbb{R}$ が $H_{M}((\begin{array}{ll}a 00 a^{-1}\end{array}))=\log|a|$で定められる．$G(\mathbb{A})$ の極大コンパクト

群として $K=\prod_{v\in\Sigma}K_{v},$

$K_{v}=SU(2)(v\in\Sigma_{\mathbb{C}})$ , $K_{v}=SO(2)(v\in\Sigma_{\mathbb{R}})$ , $K_{v}=SL(2, \mathfrak{O}_{v})(v\in\Sigma fin)$

をとる．岩澤分解によって写像 $H_{P}:G(\mathbb{A})arrow \mathbb{R}$ を $H_{P}(mnk)=H_{M}(m),$ $m\in M(\mathbb{A})$ ,
$n\in N(\mathbb{A}),$ $k\in K$ として定めておく．$G(\mathbb{A})$ 上のハール測度 $dg$ を固定する．$K$ 上のハー
ル測度 $dk$ を $\int_{K}dk=1$ で正規化し，$N(\mathbb{A})$ 上の測度 $dn$ を $\int_{N(F)\backslash N(A)}dn=1$ で正規化
す $\epsilon$ . 岩澤分解による積分の等式

$\int_{G(A)}f(g)dg=\int_{M(\mathbb{A})}\int_{N(A)}\int_{K}f(mnk)dmdndk$

が成立するように $M(\mathbb{A})$ 上のハール測度 $dm$ の正規化を定める．

$M(\mathbb{A})^{1}=\{m\in M(\mathbb{A})|H_{M}(m)=0\}$

とする．商測度 $dm/d^{1}m$ の $H_{M}$ による $\mathbb{R}$上の像測度がルベーグ測度となるように $M(\mathbb{A})^{1}$

上のハール測度 $d^{1}m$ を定める．

$vo1_{G}=\int_{G(F)\backslash G(\mathbb{A})}dg, vo1_{M}=\int_{M(F)\backslash M(A)^{1}}d^{1}m$

と記号を定めておく．
これより $G(\mathbb{A})$ に関する跡公式のユニポテント項の詳細を説明する．$\mathbb{R}$ 上のカットオ

フ関数 $\hat{\tau}_{P}$ を

$\hat{\tau}_{P}(t)=\{\begin{array}{l}1if t>0,0 if t\leq 0\end{array}$

で定める．$C_{c}^{\infty}(G(\mathbb{A}))$ は $G(\mathbb{A})$ 上のコンパクトサポートを持っスムースな関数から成る
空間を意味する．このとき $T\in \mathbb{R}$ とテスト関数 $f\in C_{c}^{\infty}(G(\mathbb{A}))$ に対して，跡公式の幾
何サイドのユニポテント項 $J_{unip}^{T}(f)$ は次のような積分で定義される．

$K_{G,unip}(g, h)= \sum_{\gamma\in 0_{unip}}f(g^{-1}\gamma h) , K_{P,unip}(g, h)=\int_{N(\mathbb{A})}f(g^{-1}nh)dn$

( $0_{unip}$ は $G(F)$ のユニポテント元全体の集合) .

$J_{unip}^{T}(f)= \int_{G(F)\backslash G(A)}\{K_{G,unip}(g, g)-\sum_{\delta\in P(F)\backslash G(F)}K_{P,unip}(\delta g, \delta g)\hat{\tau}_{P}(H_{P}(\delta g)-T)\}d^{1}g.$

十分大きい $T$ について $J_{un}^{T}i_{P}(f)$ は絶対収束することが知られており，$C_{c}^{\infty}(G(\mathbb{A}))$ 上の

超関数となる．さらに $J_{un}^{T}i_{P}(f)$ は $T$ の多項式になり各係数は超関数となることが知ら

れている．その多項式に形式的に $T_{0}=0$ を代入した超関数を $J_{uni_{P}}(f)=J_{un}^{T0_{i_{P}}}(f)$ と置
く．一般論により」unip $(f)$ は重み付き軌道積分にょって展開される．その展開を説明し
よう．$\int_{K_{v}}dk_{v}=1$ #こよって $K_{v}$ 上のハーノレ測度 $dk_{v}$ を定める．さらに $d_{X}$ を $\int_{\mathbb{A}/F}d_{X=}1$

と正規化した $\mathbb{A}$上のハール測度として定め，dx。を $F_{v}$上のハール測度として，$v\in\Sigma fin$

については $\int_{0_{v}}dx_{v}=1$ によって正規化しておき，$d_{X}=\prod_{v\in\Sigma}dx_{v}$ が成り立っとする．
$\Sigma_{\infty}$ を含む $F$ の素点の有限集合 $S$ を一つ固定しよう．$F_{S}= \prod_{v\in S}F_{v},$ $K=\prod_{v\in S}K_{v}$ と
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おく．$F_{S}$ 上のハール測度を $\prod_{v\in S}dx_{v}$ , Ks 上のハール測度を $\prod_{v\in S}dk_{v}$ で定めておく．
$\psi^{S}$ を $\prod_{v\not\in S}K_{v}$ の特性関数とする．一般論において重要なのは

$C_{c}^{\infty}(G(F_{S}))\ni f_{S}arrow f_{S}\psi^{S}=f\in C_{c}^{\infty}(G(A))$

による局所的なテスト関数たと大域的なテスト関数 $f_{S}\psi^{S}$ の同一視にある．このノー
トでは誤解を避けるため，以下，同一視しないで

$f_{S}\in C_{c}^{\infty}(G(F_{S}))$ と $f_{S}\psi^{S}=f\in C_{c}^{\infty}(G(\mathbb{A}))$

を区別して書く．記号 $||_{S}= \prod_{v\in S}||_{v}$ と

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=(\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array})$

を用いる．$G$ のユニポテント元の寄与の展開に現れる軌道積分は次の三つである．

$J_{G}(1, f_{S})=f_{S}(1) , J_{M}(1, f_{S})= \int_{K_{S}}\int_{F_{S}}f_{S}(k^{-1}u_{x}k)\log|x|_{S}dxdk,$

$J_{G}(u, f_{S})=c_{S} \int_{K_{S}}\int_{u(F_{S}^{x})^{2}}f_{S}(k^{-1}u_{x}k)dxdk (u\in F_{S}^{\cross})$ .

$G(F_{S})$ の単位元でないユニポテント共役類の完全代表系は
$\{u_{x}|x\in F_{S}^{\cross}/(F_{S}^{\cross})^{2}\}$

で与えられる．[Arthurl] の主定理より，任意の $f_{S}\in C_{c}^{\infty}(G(F_{S}))$ に対して

$J_{unip}(f_{S} \psi^{S})=vo1_{G}J_{G}(1, f_{S})+\frac{vo1_{M}}{2}J_{M}(1, f_{S})+\sum_{x\in F^{\cross}/(F_{S}^{\cross})^{2}\cap F^{\cross}}a^{G}(S, u_{x})J_{G}(u_{x}, f_{S})$

を満たす定数 $a^{G}(S, u_{x})$ が存在する．一般論において，単位元の係数は体積となるが，
単位元でないユニポテント元 $u$ についての係数 $a^{G}(S, u)$ は良く分かつていない．我々
の目的は係数 $a^{G}(S, u)$ の持つ意味や性質を明らかにすることである．例えば $GL$ (2) に
ついては [JL, GJ, FL] を見れば，その係数はデデキントゼータ関数の $s=1$ のローラ

ン展開の定数項であることが分かる．$GL$ (3) の係数については [Flicker, Matz, HW] を
参照されたい．アデールではなく離散群を用いた形で (つまり，$S=\Sigma_{\infty}$ の場合のみ)

F-rank one の場合に係数の研究が [Hoffmann] で行われている．係数の研究としてはア
デールを用いた任意の $S$ に対する結果が我々とって重要である．$G=SL$(2) の場合の
係数についてこれまで言及した文献などはなかったように思うが，今回，Hoffmann 氏
と共同研究を進めていく過程で，Labesse と Langlands の論文 [LL] を良く読めば上記
の係数 $a^{G}(S, u)$ に美しい記述を与えれることが分かった．

$c_{F}(S, \chi)=\lim_{sarrow 1}\frac{d}{ds}(s-1)L^{S}(s, \chi)$

と置く．定数 $c_{F}(S, \chi)$ は $L^{S}(s, \chi)$ の $s=1$ におけるローラン展開の定数項であり，$\chi$ が
非自明指標であれば $c_{F}(S, \chi)=L^{S}(1, \chi)$ である．また指標 $\chi=\prod_{v\in\Sigma}\chi_{v}$ に対して

$\chi_{S}=\prod_{v\in S}\chi_{v}$

と置く．
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定理 1. [LL]. 元 $x\in F^{\cross}$ について，等式

$a^{G}(S, u_{x})= \frac{vo1_{M}}{2c_{F}}\sum_{\chi}\chi_{S}(x)c_{F}(S, \chi)$

が成り立っ．ただし，上の和において $\chi=\prod_{v\in\Sigma}$ $\chi$。はすべての v $\not\in S$ について $\chi$。が不
分岐であるような 2次指標全体を走る．

Proof. 岩澤分解により等式
$J_{unip}^{T}(f)=vo1_{G}f(1)+\zeta^{G}(\phi, 1, T)$ ,

$\zeta^{G}(\phi, s, T)=\int_{F^{\cross}\backslash A^{\cross}}|a^{2}|^{s}\{\sum_{x\in F^{X}}\phi(xa^{2})-\hat{\phi}(0)\hat{\tau}_{P}(-\log|a|-T)\}d^{\cross}a,$

$\phi(x)=\int_{K}f(k^{-1}u_{x}k)dk, \hat{\phi}(0)=\int_{\mathbb{A}}\phi(x)dx$

を得る．ただし，$M(\mathbb{A})$ と $\mathbb{A}^{\cross}$ の同型 $(\begin{array}{ll}a 00 a^{-1}\end{array})\mapsto a$ と $dm$ にょって $\mathbb{A}^{\cross}$ 上のハール測

度 $d^{\cross}a$ を定め，先に定めた $\mathbb{A}$ 上のハール測度 $dx$ は同様にして $dn$ から定まる測度と合
致する．積分 $\zeta^{G}(\phi, s, T)$ が ${\rm Re}(s)>0$ で絶対収束することは，岩澤ティト理論を思い
出してボアソン和公式を用いれば分かる．$vo1_{G}f(1)$ は単位元の寄与である．次にゼー
タ積分

$\zeta^{G}(\phi, s)=\int_{F^{\cross}\backslash \mathbb{A}^{\cross}}|a^{2}|^{s}\sum_{x\in F^{\cross}}\phi(xa^{2})d^{\cross}a$

を考えよう．このゼータ関数はテイト積分でないことに注意しょう．$\zeta^{G}(\phi, s)$ は ${\rm Re}(s)>$

$1$ で絶対収束し，ポァソン和公式を使えば $s$-平面全体へ有理型接続することができる．
主要部の比較により $\zeta^{G}(\phi, 1, T)$ は $\zeta^{G}(\phi_{\mathcal{S}})$ と次のように関係付けれる．

$\zeta^{G}(\phi, 1, T)=\lim_{sarrow 1}\frac{d}{ds}(\mathcal{S}-1)\zeta^{G}(\phi, s)+vo1_{M}\hat{\phi}(0)T.$

証明については例えば [GJ, TW] を参照されたい．その結果，ユニポテント元の寄与を
より詳しく知るためには，上の $\zeta^{G}(\phi, s)$ の極限を調べることが求められる．次にティ
ト積分を導入して，Labesse と Langlands の公式を紹介しよう．$\chi$ を $\mathbb{A}^{1}/F^{\cross}$ 上の指標
とする．テイト積分は

$\zeta(\phi, s, \chi)=\int_{F^{\cross}\backslash \mathbb{A}^{\cross}}|a|^{s}\chi(s)\sum_{x\in F^{\cross}}\phi(xa)d^{\cross}a=\int_{A^{x}}|a|^{s}\chi(a)\phi(a)d^{\cross}a$

と定義できる．もちろん，${\rm Re}(s)>1$ において $\zeta(\phi, s, \chi)$ は絶対収束し，$s$-平面全体へ有
理型接続される．$(F^{\cross})^{2}\backslash F^{\cross}$ と $(F^{\cross})^{2}\backslash \mathbb{A}^{1}$ に関するボアソン和公式を用いることで，次
の Labesse と Langlands の公式 (cf. [LL]) が証明できる．

(1) $\zeta^{G}(\phi, s)=\frac{1}{2}\sum_{\chi}\zeta(\phi, s, \chi)$ .

ただし $\chi$ は 2次指標全体を走る．$\phi$ を固定しているので上の $\chi$ の和は本質的には有限
和であることに注意されたい．公式 (1) $戸$は [Wright] でも別証明が与えられいるが，[LL]
のボアソン和公式を用いる証明の方が簡潔である．良く知られてぃるように $\chi\neq 1_{F}$ の
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ときは $\zeta(\phi, s, \chi)$ は $s=1$ で極を持たない．$\zeta(\phi, s, 1_{F})$ は $s=1$ で極を持つ可能性があ
る．その結果，

(2) $\lim_{sarrow 1}\frac{d}{ds}(s-1)\zeta^{G}(\phi, s)=\frac{1}{2}\lim_{sarrow 1}\frac{d}{ds}(s-1)\zeta(\phi, s, 1_{F})+\frac{1}{2}\sum_{x\neq 1_{F}}$
$\zeta$

$(偽 1, \chi)$

を得る．$\phi^{S}$ を $\prod_{v\not\in S}\mathfrak{O}_{v}$ の特性関数とすると，

$\phi=\phi_{S}\phi^{S}, \phi_{S}(x)=\int_{K_{S}}f_{S}(k^{-1}u_{x}k)dk$

が成り立つ．局所ゼータ関数が

$\zeta_{S}(\phi_{S}, s, \chi_{S})=\int_{F_{S}^{x}}|x|^{s-1}\chi_{S}(x)\phi_{S}(x)dx$

と導入される．このとき，測度の正規化に気をつけると，$\forall v\not\in S$ について $\chi_{v}$ が不分

岐なら

$\zeta(\phi, s, \chi)=\frac{vo1_{M}}{c_{F}^{S}}L^{S}(s, \chi)\zeta_{S}(\phi_{S}, s, \chi_{S})$

が成り立ち，$\exists v\not\in S$ について $\chi_{v}$ が分岐しているなら $\zeta(\phi, s, \chi)=0$ となる．よって，$1_{S}$

を $F_{S}^{\cross}$ 上の自明な表現として，$\zeta_{S}(\phi_{S}, s, 1_{S})$ が $s=1$ で正則であることに気をつければ，

$\lim_{sarrow+1}\frac{d}{ds}(s-1)\zeta(\phi, s, 1_{F})=\lim_{sarrow+1}\frac{d}{ds}(s-1)\frac{vo1_{M}}{c_{F}^{S}}\zeta_{F}^{S}(s)\zeta_{S}(\phi_{S}, s, 1_{S})$

$= \frac{vo1_{M}}{c_{F}^{S}}\cross Residue_{s=1}\zeta_{F}^{S}(s)\cross\frac{d}{ds}\zeta_{S}(\phi_{S}, s, 1_{S})|_{s=1}$

$+ \frac{vo1_{M}}{c_{F}^{S}}\cross\lim_{sarrow+1}\frac{d}{d{}_{c}S}(s-1)\zeta_{F}^{S}(s)\cross\zeta_{S}(\phi_{S}, 1,1_{S})$

$= vo1_{M}\frac{d}{ds}\zeta_{S}(\phi_{S}, s, 1_{S}).|_{s=1}+\frac{vo1_{M}}{c_{F}}c_{F}(S, 1_{F})c_{S}\zeta_{S}(\phi_{S}, 1,1_{S})$

$= vo1_{M}J_{M}(1, f_{S})+\frac{vo1_{M}}{c_{F}}c_{F}(S, 1_{F})\sum_{x\in F_{S}^{x}/(F_{S}^{\cross})^{2}}J_{G}(u_{x}, f_{S})$

を得る．また，$x\neq 1_{F}$ かつ $\forall v\not\in S$ について $\chi_{v}$ が不分岐である場合は明らかに

$\zeta(\phi, 1, \chi)=\frac{vo1_{M}}{c_{F}}c_{F}(S, \chi)\sum_{x\in F_{S}^{\cross}/(F_{S}^{\cross})^{2}}\chi_{S}(x)J_{G}(u_{x}, f_{S})$

が従う．後はこれらの等式を合わせれば定理の等式が従う 口

定理 1によって係数の性質がハッキリしたので，$SL$ (2) の跡公式のユニポテント項の
性質を明らかにするためには，局所的な重み付き軌道積分 $J_{M}(1, f_{S})$ と $J_{G}(u_{x}, f_{S})$ の性
質が分かれば良い．重み付き軌道積分の性質については Arthur や Hoffmann による一
連の研究を参照されたい．
定理 1の等式の持つ意味を考えよう．まず等式 (1) は定理 1の証明におけるポイン
トであった．論文 [LL] ではユニポテント項を等式 (1) を用いて安定化させている．等
式 (2) を見てみよう．第一項は $GL$ (2) の跡公式のユニポテント項と対応しているのだ
から，いわゆる安定項である．ここで $L$ を非自明な 2次指標 $\chi$ に対応する $F$ の 2次拡
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大とする．$\vdash-$ ラス $H=R_{L/F}^{(1)}(\mathbb{G}_{m})$ は $SL$ (2) の楕円内視群 (elliptic endoscopic group)
である．非自明な 2次指標 $\chi$ に対して，もし $f^{H}$ を $f$ の $H$ への移送とすると，

$\zeta(\phi, 1, \chi)=L(1, \chi)f^{H}(1)$

が成り立つので，$SL$ (2) のユニポテント項の安定化が得られる．このようにして，係数
に現れる非自明な 2次指標の項 $\chi_{S}(x)c_{F}(S, \chi)$ が $G$ の内視群に由来することが分かっ
た．また，ユニポテント軌道積分の係数に綺麗な記述を与えることと，ユニポテント
項を安定化させることは，かなり近い問題であることが分かる．
既知の研究とユニポテント項の関係を振り返ろう．離散系列表現の擬係数を不変跡

公式へ適用すると，いつくかの既知の公式が得られる (cf. [TW]). しばらく $F=\mathbb{Q}$ の

場合を考えよう．擬係数はカスピダルなので，例えば $\Gamma_{0}(N)$ や $\Gamma(N)$ に関する指標が
自明で重さが 2以上の正則カスプ形式の空間に関する次元公式には $J_{G}(u, f_{S})(u\neq 1)$

の項は消えてしまい寄与しない (cf. [Shimizu2]). $J_{G}(u, f_{S})(u\neq 1)$ の項が消えずに現
れるような代表的な例を挙げよう．$SL(2, \mathbb{F}_{p})\cong$ $SL(2, \mathbb{Z})/\Gamma(p)(p$ は素数で $\mathbb{F}_{p}$ は位数

$p$ の有限体) は $\Gamma(p)$ の正則カスプ形式の空間に自然に作用している．この作用の既約
分解を考えたときに，ある既約表現たちの重複度の差が虚二次体の類数になることが
Hecke によって示された (cf. [Hecke]). この結果に Eichler によって跡公式を使った証
明が与えられた (cf. [Eichler]). 実際に跡公式で計算して見ると，その差の虚二次体の
類数がユニポテント項の $L(1, \chi)$ から来ることが簡単に分かる．[LL] でも Hecke の論文
が引用されているように，この現象がユニポテント項の関係するエンドスコピーの一
例となっている．その後，この研究はヒルベルトカスプ形式の場合に一般化されてい
る (see, e.g., [Saitol]).
次に $F$ を総実体 $([F:\mathbb{Q}]\geq 2)$ としよう (このとき $\Sigma_{\infty}=\Sigma_{\mathbb{R}}$ ). つまりヒルベルトカ

スプ形式の場合を考える．その空間の次元公式は跡公式を用いて Shimizu によって与え
られた (cf. [Shimizul]). 実素点が増えるので擬係数を跡公式に適用した場合は simple
trace formula の観点から $J_{M}(1, f_{S})$ の項は消えてしまい寄与を持たない．ここで清水 $L$

関数 $L(M_{\nu}, V_{\nu}, s)$ を導入しよう．$n=[F:\mathbb{Q}],$ $N$ はノルム，離散群の各カスプ $v$ ごとに
$F$ の格子 $M$ると単数群の部分群 $V_{\nu}$ が定められ

$L(M_{\nu}, V_{\nu}, s)= \sum_{\mu\in M_{\nu}/V_{\nu}}\frac{sgn(N(\mu))}{|N(\mu)|^{s}}$

と清水 $L$ 関数が定められる．Shimizu の次元公式の単位元でないユニポテントの寄与
は各カスプごとに存在する．特殊値 $L(M_{\nu}, V_{v}, 1)$ と適当に正規化した $\prod_{v\in\Sigma_{\infty}}$ 凡を $M_{\nu}$

で割った基本領域の体積 $d(M_{\nu})$ によって

$\frac{i^{n}}{(2\pi)^{n}}d(M_{\nu})L(M_{\nu}, V_{\nu}, 1)$

と各カスプの寄与が与えられる (cf. [Shimizul, p.63]). もし離散群が $SL(2, D)$ である
ならば，$d$ を $\mathbb{Q}$ 上の $F$ の判別式とすると Hammond と Hirzebruch によって

$\frac{i^{n}}{(2\pi)^{n}}\sum_{\nu}d(M_{\nu})L(M_{\nu}, V_{\nu}, s)=\frac{i^{n}d^{1/2}}{\pi^{n}}\sum_{\chi}L(s, \chi)$

が示された (cf. [HH]). ただし，左の和はカスプの代表元全体を走り，右は $\chi$。
$=$ sgn

$(\forall v\in\Sigma_{\infty})$ かつ $\forall v\in\Sigma fin$ について $\chi_{v}$ は不分岐となる 2次指標 $\chi=\prod_{v}\chi_{v}$ 全体を走る．
この等式は明らかに (1) からも従う．もちろん $SL(2, \mathfrak{O})$ の部分群への一般化も易しい．
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特に $s=1$ を代入した

(3) $\frac{i^{n}}{(2\pi)^{n}}\sum_{\nu}d(M_{\nu})L(M_{\nu}, V_{\nu}, 1)=\frac{i^{n}d^{1/2}}{\pi^{n}}\sum_{\chi}L(1, \chi)$

は次元公式への単位元を除くユニポテント元全体の寄与となる．したがって次元公式への
ユニポテント元の寄与も内視群に由来する．公式 (3) をもう少し味わおう．(3) の右辺は内
視群 $R_{L/F}^{(1)}(\mathbb{G}_{m})$ に関する単位元の寄与の和であるが，左側は何の和だろうか？n を偶数と
しよう．Hirzebruch予想とは各カスプで定義される符号数不足指数 (signature defect) と

$\frac{i^{n}}{(\pi)^{n}}\sum_{\nu}d(M_{\nu})L(l\downarrow l_{\nu}, V_{\nu}, 1)$ が一致するであろうと言う予想であった (cf. [Hirzebruch]).
この予想は Atiyah-Donnelly-Singer, $M\ddot{u}$ ller, Ishida-Ogataによって，それぞれ独立に解
かれている．詳細については [M\"uller] や [Ogata] や [Oda] を参照されたい．その結果，
(3) の左辺は各カスプの符号数不足指数の和になっている．(3) の左辺は幾何学的量の
和であり，右辺は表現論的量の和である．そして，ボアソン和公式から導かれる (1) #こ

よって，それらは結び付く．階数が 2以上の代数群に対する Hirzebruch予想の類似物
はまだ得られていないようである．跡公式では寄与全体を扱うことになるが，高階数
の代数群に対するユニポテント軌道積分の係数の研究は (1) と (3) の類似もしくは一般
化を導くと思われる．実際，2元 2次形式の空間の新谷ゼータ関数に対する (1) の類似
を [HW] で与えている．

2. Sp(2)

前のセクションの記号を引き続き使用する．以下，階数 2のシンプレクテイツク群を．
$\mathcal{G}$ とする，つまり

$\mathcal{G}=Sp(2)=\{g\in GL(4) tg(\begin{array}{ll}O_{2} I_{2}-I_{2} O_{2}\end{array})g=(\begin{array}{ll}O_{2} I_{2}-I_{2} O_{2}\end{array})\}$

とおく．ただし，$O_{m}$ は $m$次の零行列で，堀は $m$次の単位行列とする．このセクショ
ンでは $\mathcal{G}$ のユニポテント軌道積分の係数 $a^{\mathcal{G}}(S, u)$ に関する [HW] の結果を紹介する．係
数 $a^{\mathcal{G}}(S, u)$ の定義に関しては [Arthurl] もしくは [Arthur2] もしくは [HW] を参照され
たい．
まず $S$ が 2を割る素点をすべて含むことを仮定しよう．この仮定は記述の簡略化の

ためのみに必要とされる．係数の結果を説明するために 2元 2次形式の空間に関する新
谷ゼータ関数を導入しよう．$F^{\cross}/(F^{\cross})^{2}$ における $d\in F^{\cross}$ の同値類を $\check{d}$ と記述する．各
$\check{d}$ に対して類体論より $\mathbb{A}^{1}/F^{\cross}$ 上の 2次指標 $\chi_{d}=\prod_{v}$ $\chi$d,。が得られる．

$\mathfrak{Q}(F)=\{\check{d}\in F^{\cross}/(F^{\cross})^{2}|d\in F^{\cross}-(F^{\cross})^{2}\}$

と，$d_{S}\in F_{S}^{\cross}$ について

$\mathfrak{Q}(F, S, d_{S})=\{\check{d}\in \mathfrak{Q}(F)|d\in d_{S}(F_{S}^{\cross})^{2}\}$

と置く．$N(f_{d}^{s})$ を $\chi_{d,v}$ が分岐している $v\not\in S$ についての $q_{v}$ の積とする．そうすると，新
谷ゼータ関数が

$\xi^{S}(s;d_{S})=\frac{\zeta_{F}^{S}(2s-1)\zeta_{F}^{S}(2s)}{\zeta_{F}^{S}(2)}\sum_{\check{d}\in \mathfrak{Q}(F,Sd_{S})},\frac{L^{S}(1,\chi_{d})}{L^{S}(2s,\chi_{d})N(f_{d}^{s})^{s-\frac{1}{2}}}$

と与えられる．このゼータ関数 $\xi^{S}(s;d_{S})$ は Saitoの明示的公式 [Saito2, Saito3] から導か
れる．ゼータ関数 $\xi^{S}(s;d_{S})$ は本質的に [Datskovsky] で与えられた $\xi_{x_{S}}(s)$ と一致するが，
Saito の方法から導く方が定式化に適している．[Siegel] や [Shintani] で扱われていたオ
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リジナルの形の新谷ゼータ関数は [Saito3, Section 2] に書かれている方法で $\xi^{S}(s;d_{S})$ と

関係付けることができる．$\xi^{S}(s;d_{S})$ の $s$ -平面への有理型接続は [Yukie] より従う．特に
$\xi^{S}(\mathcal{S};d_{S})$ は $s=3/2$ に 1位の極を持つ (cf. [HW]).
群 $\mathcal{G}$ は四つのユニポテント元のクラス (i) 単位元 (unit), (ii) 極小 (minimal), (iii) 準

正則 (subregular), (iv) 正則 (reguIar) を持つ．次のようにクラス (ii) (iii) (iv) に属する元
の記号を定めておく．

$n_{\min}(\alpha)=(\begin{array}{llll}1 0 \alpha 00 1 0 00 0 1 00 0 0 l\end{array}),$ $n_{sub}(x)=(\begin{array}{ll}I_{2} xO_{2} I_{2}\end{array}),$ $n_{reg}(\alpha)=(\begin{array}{llll}1 1 0 \alpha 0 1 0 \alpha 0 0 1 00 0 -1 1\end{array})$

$n_{sub}(x)\in \mathcal{G}$ であるなら $x$ は対称行列であることに注意されたい．$V^{0}(F)$ を $F$上の非退
化な 2次の対称行列の集合とし，元 $x\in V^{0}(F)$ について $\epsilon$

。
$(x)$ を $F_{v}$ 上のハッセ不変量

とする．$V^{0}(F)$ 上の同値関係 $\sim s$ を

$x\sim sy\Leftrightarrow$
「 $\det(x^{-1}y)\in(F_{S}^{\cross})^{2}$ かつ $\epsilon_{v}(x)=\epsilon_{v}(y)(\forall v\in S)_{\lrcorner}$

によって定める．ここで，．$\mathcal{G}(F)$ のユニポテント元全体の $\mathcal{G}(F_{S})$-共役類の集合を $(\mathcal{U}_{\mathcal{G}}(F))_{\mathcal{G},S}$

と記すと，

$(\mathcal{U}_{\mathcal{G}}(F))_{\mathcal{G},S}=\{1, n_{\min}(\alpha), n_{sub}(x), n_{reg}(\alpha)|\alpha\in F^{\cross}/(F^{\cross}\cap(F_{S}^{\cross})^{2})x\in V^{0}(F)/\sim s’\}$

が成り立つ．$M_{0}$ を $\mathcal{G}$ の対角行列全体から成る極小 Levi 部分群とする．[HW] と同様
に $M_{1}$ をジーゲル放物部分群の Levi部分群，$M_{2}$ をヤコビ放物部分群の Levi 部分群と
する．さらに [HW] と全く同じように $\mathfrak{a}_{M_{0}}$ と $\mathfrak{a}_{M_{1}}$ と $\mathfrak{a}_{M_{2}}$ 上の測度を定めると体積 $vo1_{M_{0}}$

と $vo1_{M_{1}}$ と $vo1_{M_{2}}$ も定まる．最後にユニポテント軌道積分も [HW] と同じに定めておく．
基本的には前のセクションと同じような感じで測度を定めている．これらの正規化の
もとで，ユニポテント軌道積分の係数は次のようになる．

定理 2. 元 $\alpha\in F^{\cross}$ について

$a^{\mathcal{G}}(S, n_{\min}( \alpha))=\frac{vo1_{M_{2}}}{2c_{F}}\sum_{\chi}\chi_{S}(\alpha)L^{S}(2, \chi)$ ,

ここで $\chi=\prod_{v\in\Sigma}\chi_{v}$ は任意の $v\not\in S$ について $\chi_{v}$ が不分岐であるような $\mathbb{A}^{1}/F^{\cross}$ 上の 2

次指標全体を走る．次に $x\in V^{0}(F)$ について

$a^{g}(S, n_{sub}(x))= \frac{vo1_{M_{1}}}{2c_{F}}\mathfrak{C}_{F}(S, -\det(x))+\frac{vo1_{M_{1}}}{2c_{F}}(\prod_{v\in S}\epsilon_{v}(x))\sum_{\check{d}\in \mathfrak{Q}^{ur}(F,S,-\det(x))}L^{S}(1, \chi_{d})$

$+ \frac{vo1_{M_{1}}}{2c_{F}}\{\begin{array}{ll}\zeta_{F}^{S}(3)^{-1}\frac{d}{ds}\zeta_{F}^{S}(s)|_{8=3} x\sim sX1 のとき，0 x\eta^{6}s\mathfrak{x}_{1} のとき，\end{array}$

ただし $\mathfrak{x}_{1}=(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})$ とおき，$\mathfrak{C}_{F}(S, \alpha)$ は $\xi^{S}(s;\alpha)$ の $s=3/2$ におけるローラン展開の

定数項とし，

$\mathfrak{Q}^{ur}(F, S, d_{S})=$ { $\check{d}\in \mathfrak{Q}(F, S, d_{S})|\chi_{d,v}$ は任意の $v\not\in S$ について不分岐}

25



とする．元 $\alpha\in F^{\cross}$ について

$a^{\mathcal{G}}(S, n_{reg}( \alpha))=\frac{vo1_{M_{0}}}{4c_{F}^{2}}\sum_{\chi}\{2c_{F}(S, \chi)c_{F}(S, 1_{F})+w(\chi)c_{F}’(S, \chi)c_{F}^{S}\}\chi_{S}(\alpha)$ ,

ただし

$w(\chi)=\{\begin{array}{l}3 \chi=1_{F} のとき，1 \chi\neq 1_{F} のとき，\end{array}$
$c_{F}’(S, \chi)=\frac{1}{2}\lim_{sarrow+1}\frac{d^{2}}{ds^{2}}(s-1)L^{S}(s, \chi)$ ,

そして，$\chi=\prod_{v\in\Sigma}\chi_{v}$ は任意の $v\not\in S$ で筋が不分岐であるような $\mathbb{A}$ 1/ $F\cross$ 上のすべて
の 2次指標を走る．

Proof. 証明の詳細については [HW]を参照されたい．口
最後に上記の係数の結果とエンドスコピーの関係について簡単に言及しておこう．

Assem による $\mathcal{G}(F_{v})$ の局所ユニポテント軌道積分に関する研究から局所の安定化に
ついてはだいたい分かっている (cf. [Assem]). つまり係数の研究から大域的な安定
化についての部分的な予想が得られる．Assemの結果を踏まえた上で，$L^{S}(2, \chi_{d})$ は

quasi-split な群 $SO(4, \chi_{d})$ の体積だと解釈すると，係数 $a^{\mathcal{G}}(S, n_{\min}(\alpha))$ と $\mathcal{G}$ の楕円内
視群 $SO(4, \chi_{d})$ に関係が付く．同様にして $a^{\mathcal{G}}(S, n_{sub}(x))$ における $L^{S}(1, \chi_{d})$ の項と楕
円内視群 $SL$ (2) $\cross$ $SO(2, \chi_{d})$ が関係付けれる．$a^{\mathcal{G}}(S, n_{reg}(\alpha))$ に関しては $SO(4, \chi_{d})$ と
$SL$ (2) $\cross SO(2, \chi_{d})$ の安定ユニポテント軌道積分の係数の一次結合と関係付けることが
できる．
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