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0. 序

$R$ は単位元を持つ結合的右完全環とする．Mod- $R$ で右 $R$-加群全体を表し，

特に断らない限り加群はユニタリーな右 $R$-加群を表す．右 $R$ 加群 $M$ に対

し $0arrow K(M)arrow P(M)arrow Marrow 0$ を $M$ の射影被覆とする (即ち $P(M)$

は射影加群で $K(M)$ は $P(M)$ の小加群である). Mod-$R$ の恒等関手の部分

関手を弱根基と言う．弱根基 $\sigma$ に対し任意の加群 $M$ とその部分加群 $N$ に

ついて $M\supseteq\sigma(M)$ であり $\sigma(M/N)\supseteq(\sigma(M)+N)/N$ が成り立つ．弱根基
$\sigma$ に対し $\sigma(M/N)=(\sigma(M)+N)/N$ が成り立つとき $\sigma$ は全型保持であると

いう．任意の加群 $M$ に対しいつでも $\sigma(\sigma(M))=\sigma(M)$ であるとき弱根基 $\sigma$

は罧等であると言い，$\sigma(M/\sigma(M))=0$がいつでも成立するときは弱根基 $\sigma$

は根基であるとい言う．全型保持弱根基は根基になることが良く知られてい
る．弱根基 $\sigma$ に対して $\mathcal{T}_{\sigma}:=\{M\in$ Mod-$R$ : $\sigma(M)=M\}$ で定義しその元

を $\sigma$-torsion 元と言い $\mathcal{F}_{\sigma}:=\{M\in$ Mod-$R$ : $\sigma(M)=0\}$ で定義してその元

を $\sigma$-torsionhee 元と言う．Mod-$R$ の部分クラス $\mathcal{T},\mathcal{F}$ に対し次の (1),(2) $,(3)$

が成立するとき $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は Mod-$R$ において捻れ理論であると言われる．(1)
$Hom_{R}(\mathcal{T}, \mathcal{F})=0$ . (2) $Hom_{R}(M,\mathcal{F})=0$ であるならば $M\in \mathcal{T}$ である (3)
$Hom_{R}(\mathcal{T}, M)=0$ であるならば $M\in \mathcal{F}$ . である．$(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ が捻れ理論のと

き付随する幕等根基 $t$ が存在して $\mathcal{T}=\mathcal{T}_{t},$ $\mathcal{F}=\mathcal{F}_{t}$ と書ける．逆に幕等根基
$t$ があれば $(\mathcal{T}_{t},\mathcal{F}_{t})$ は捻れ理論になる．捻れ理論 $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ に対し $\mathcal{T}$ が部分加

群を取ることで閉じているなら遺伝的捻れ理論と言う．$\mathcal{F}$ が商加群で閉じて

いるなら双対遺伝的捻れ理論と言う．また $\mathcal{T}$ が移入包絡で閉じているなら

安定的捻れ理論と言う．$\mathcal{F}$ が射影被覆で閉じているなら双対安定的捻れ理論

と言う．加群 $M$ とその部分加群 $N$ に対し $M/N\in$ 勾であるなら $N$ を $M$

の $\sigma$-部分加群と呼ぶ．$N\in \mathcal{F}_{\sigma}$ なら $M/N$ を $M$ の $\sigma$-商加群と呼ぶ．また
$E_{\sigma}(M)/M:=\sigma(E(M)/M)$ によって $M$ の $\sigma$-移入包絡を $E_{\sigma}(M)$ で定義す

る．また $M$ の $\sigma$-射影被覆を $P_{\sigma}(M)$ $:=P(M)/\sigma(K(M))$ で定義する．$\mathcal{T}$ が

$\sigma$-部分加群で閉じているとき捻れ理論 $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ は $\sigma$-遺伝的捻れ理論と呼ぶ．$\mathcal{F}$

が $\sigma$-商加群で閉じているとき $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は $\sigma$-双対遺伝的捻れ理論と呼ぶ．$\mathcal{T}$ が

$\sigma$-移入包絡で閉じているとき $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ は $\sigma$-安定的捻れ理論と呼ぶ．$\mathcal{F}$ が $\sigma$-射

影被覆で閉じているとき $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は $\sigma$-双対安定的捻れ理論と呼ぶ．これまで
$(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ に付随する幕等根基 $t$ とは別の幕等根基 $\sigma$ を用いて [5] [6] [7] において

$\sigma$-遺伝的捻れ理論 $\sigma$-双対遺伝的捻れ理論，$\sigma$-安定的捻れ理論について研究を
行った．ここでは $\sigma$-双対安定的捻れ理論について述べる．また Eckman and
Shopf の定理の双対の拡張と Wu, Jans and Miyashita の定理の一般化を述

べる．

数理解析研究所講究録
第 1873巻 2014年 40-47 40



1. 双対安定的捻れ理論の拡張
$\sigma$ は幕等根基とする．$Hom_{R}(M, -)$ が $A\in \mathcal{F}_{\sigma}$ である短完全列 $0arrow Aarrow$

$Barrow Carrow 0$ の完全性を保つとき加群 $M$ は $\sigma$-射影的であると言う．射影加群 $P$

に対し $\sigma$-torsion部分加群 $K$ での剰余加群 $P/K$ は $\sigma$-射影的になることは良く

知られている．加群 $M$ に対し $P_{\sigma}(M)$ が $\sigma$-射影的で，$K_{\sigma}(M)$ が $\sigma$-torsionfree
で島 $(M)$ の小部分加群であるとき $0arrow K_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M)arrow Marrow 0$ を $M$ の

$\sigma$-射影被覆と言う．任意の加群 $M$ に対し $P_{\sigma}(M)=P(M)/\sigma(K(M)),$ $K_{\sigma}(M)=$

$K(M)/\sigma(K(M))$ で与えられる．加群 $M$ が加群 $X$ の $\sigma$-双対本質的拡大とは
ある全射 $h:Marrow X$ があって $kerh$ が $\sigma$-torsioinfree で $M$ の小部分加群で

あるときに言う．この全射はその性質から極小全射と呼ばれる．加群 $M\ovalbox{\tt\small REJECT}’-$対

し島 $(M)$ は $M$ の $\sigma$-双対本質的拡大になる．R. L. Bernhardt は [3] におい
て $\mathcal{F}$ が射影被覆で閉じているとき捻れ理論 $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は双対安定的捻れ理論と

呼び，$t$ が捻れ理論 $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ に付随する幕等根基であるとき任意の射影加群 $P$

に対し $t(P)$ がいつも $P$ の直和因子になることと同値であることを見出した．
$\mathcal{F}$ が $\sigma$-射影被覆で閉じているとき捻れ理論 $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ は $\sigma$-双対安定的捻れ理論
と呼ぶ．
補題 1[6]. $\sigma$ は罧等根基とする．加群 $M$ とその部分加群 $N$ について次の

完全列を考える．ただし $f$ と $g$ は $\sigma$-射影被覆に付随する全射で $j$ は標準的全
射である．

$0arrow K_{\sigma}(M) arrow P_{\sigma}(M) arrow f M arrow 0$

$\downarrow j$

$0arrow K_{\sigma}(M/N)arrow P_{\sigma}(M/N)\vec{g}M/Narrow 0,$

$g$ は極小な全射になるから $P_{\sigma}(M)$ の $\sigma$-射影性により $jf=gh$ である $h$ :
$P_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M/N)$ がある．このとき次の (1)(2) が成立する．

(1) $Marrow jM/N$ が $\sigma$-双対本質的拡大なら $h$ : $P_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M/N)$ は同型

である．

(2) $\sigma$ が全型保持で $h$ : $P_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M/N)$ が同型ならば $M$ は $M/N$ の

$\sigma$-双対本質的拡大である．

弱根基 $t$ が $\sigma$-双対安定的とは $\mathcal{F}_{t}$ が $\sigma$-射影被覆で閉じているときに言う．
定理 2. $t$ は根基で $\sigma$ は幕等根基とする．次の条件を考える．
(1) $t$ は $\sigma$-双対安定的である．
(2) $\sigma$-射影加群 $P$ に対し $P/t(P)$ もまた $\sigma$-射影加群である．
(3) 補題 1において $N$ の代わりに $t(M)$ を当てはめて次の可換図式を考え

る．このとき $t(P_{\sigma}(M))$ は $kerf$ に含まれる．

$arrow h$島 $(M)$ $Marrow 0$

$\downarrow f$ $\downarrow j$

$P_{\sigma}(M/t(M))arrow M/t(M)garrow 0$
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(4) $\mathcal{F}_{t}$ は $\sigma$-双対本質的拡大で閉じている．
(5) 任意の $\sigma$-射影加群 $P$ で $t(P)\in \mathcal{F}_{\sigma}$ であるものとする．このとき $t(P)$

は $P$ の直和因子になる．
そのとき (1) $\Leftarrow(5)\Leftrightarrow(2)\Leftrightarrow(1)\Leftrightarrow(3),(4)\Rightarrow(1)$が成立する．$\mathcal{F}_{t}$ は $\sigma$-商

加群で閉じているならば全ての条件は同値である．
証明．(1) $arrow(2):P$ は $\sigma$-射影加群とする．$P/t(P)\in \mathcal{F}_{t}$ であるから仮定より

$P_{\sigma}(P/t(P))\in$ 乃が従う．次の可換図式を考える．

$P$

$f\swarrow \downarrow h$

$0arrow K_{\sigma}(P/t(P))arrow P_{\sigma}(P/t(P))arrow P/t(P)garrow 0,$

$h$ は標準的全射で，$g$ は $P/t(P)$ の $\sigma$-射影被覆から得られた全射で $f$ は

$P_{\sigma}(P/t(P))$ の $\sigma$-射影性から誘導された準同型とする．
$f(t(P))\subseteq t(P_{\sigma}(P/t(P)))=0$ であるから $f$ は $f’$ : $P/t(P)arrow P_{\sigma}(P/t(P))$

$(x+t(P)\mapsto f(x))$ を誘導する．従って $x\in P$ に対し $h(x)=gf(x)=gf’h(x)$
が成立し $g$ は分裂する．従って $P/t(P)$ は $\sigma$-射影加群 $P_{\sigma}(P/t(P))$ の直和因

子である．よって $P/t(P)$ はまた $\sigma$-射影加群となる．

(2) $arrow(5):P$ を $\sigma$-射影加群で $t(P)\in \mathcal{F}_{\sigma}$ であるものとする．仮定より $P/t(P)$

は $\sigma$-射影的である．よって完全列 $(0arrow t(P)arrow Parrow P/t(P)arrow 0)$ は分裂す

るから $t(P)$ は $P$ の直和因子である．

(5) $arrow(1):M$ は内の元とする．完全列 $(0arrow K_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M)\vec{f}Marrow$

$0)$ を考える．$f(t(P_{\sigma}(M)))\subseteq t(M)=0$ であるから $K_{\sigma}(M)=kerf\supseteq$

$t(P_{\sigma}(M))$ である．$K\sigma$ (M) $\in$ 」らであるから t( $P\sigma$ (M)) $\in$ 」らとなる．$P_{\sigma}(M)$

は $\sigma$ 射影的であるから仮定より $t(P_{\sigma}(M))$ は $P_{\sigma}(M)$ の直和因子である．よっ
て $P_{\sigma}(M)$ の部分加群 $K$があって島 $(M)=t(P_{\sigma}(M))\oplus K$ となる．$K_{\sigma}(M)=$

$kerf\supseteq t(P_{\sigma}(M))$ であるから $P_{\sigma}(M)=K_{\sigma}(M)+K$が言える．$K_{\sigma}(M)$ は

$P_{\sigma}(M)$ の小加群であるから島 $(M)=K$ が従う．よって $t(P_{\sigma}(M))=0$ と

なる．

(1) $arrow(3)$ : 次の可換図式を考える．

$P_{\sigma}(M) arrow h Marrow 0$

$f\downarrow \downarrow j$

$P_{\sigma}(M/t(M))arrow gM/t(M)arrow 0,$

$i$ は標準的全射で $h$ と $g$ は $\sigma$-射影被覆に付随する全射であり $f$ は $P_{\sigma}(M)$

の $\sigma$-射影性より得られる準同型である．
$g$ は極小な全射になるから $f$ は全射である．仮定より $P_{\sigma}(M/t(M))\in \mathcal{F}_{t}$ で

あるから $f(t(P_{\sigma}(M)))\subseteq t(P_{\sigma}(M/t(M)))=0$ が言える．よって $t(P_{\sigma}(M))\subseteq$

$kerf$ である．
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(3) $arrow(1):M\in \mathcal{F}_{t}$ とする．上の可換図式より $f$ は恒等写像である．よって
$t(P_{\sigma}(M))\subseteq kerf=0$ が成立する．

(1) $arrow(4):N(\in \mathcal{F}_{\sigma})$ は $M/N(\in \mathcal{F}_{t})$ である $M$ の小加群とすると仮定より
$P_{\sigma}(M/N)\in$ 乙となる．補題 1より $P_{\sigma}(M/N)\simeq P_{\sigma}(M)$ であるから島 $(M)\in$

乙が言える．完全列 $0arrow K_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M)arrow Marrow 0$ を考える．仮定より
乙は $\sigma$-商加群で閉じているから $M(\in \mathcal{F}_{t})$ が従う．

(4) $arrow(1):P_{\sigma}(M)$ は $M(\in \mathcal{F}_{t})$ の $\sigma$-双対本質的拡大であるから，$\mathcal{F}_{t}$ は $\sigma$-射

影被覆で閉じている．

(5) $arrow(2):P$ は $\sigma$-射影加群とする．短完全列 $0arrow t(P)/\sigma(t(P))arrow P/\sigma(t(P))arrow$

$P/t(P)arrow 0$ を考える．$\sigma(t(P))(\in \mathcal{T}_{\sigma})$ であるから $P/\sigma(t(P))$ は $\sigma$-射影的
であることが確かめられる．$t$ は根基であるから良く知られている事実から
$t(P/\sigma(t(P)))=t(P)/\sigma(t(P))$ が成立する．よって $P/\sigma(t(P))$ は $\sigma$-射影的で
$t(P/\sigma(t(P)))\in \mathcal{F}_{\sigma}$ となり，仮定より $t(P/\sigma(t(P)))$ は $P/\sigma(t(P))$ の直和因子

になる．よって上の完全列は分裂し $P/t(P)$ は $\sigma$-射影加群 $P/\sigma(t(P))$ の直和

因子であるから $P/t(P)$ は $\sigma$-射影的である．
注意．弱根基 $t$ が全型保持であることと $t$ が根基で $\mathcal{F}_{t}$ が商加群で閉じてい

ることとは同値であることは良く知られている．従って $t$ が全射保持で $\sigma$ が

幕等根基のとき定理 2の条件は全て同値である．また $R$ が完全環でないとき

でも条件 (2) と (5) は同値であるので弱根基 $t$ が $\sigma$ 双対安定的であることの

定義として条件 (2) と (5) を採用すると良い．$\sigma$ が恒等写像のとき次の系が得
られる．
系 3. $t$ は根基とする．次の条件は (4) を除いて同値である．$t$ は全射保持

なら全ての条件は同値である．
(1) $t$ は双対安定的である．(すなわち乙は射影被覆で閉じている．)
(2) 射影加群 $P$ に対し $P/t(P)$ も射影加群になる．
(3) $P(M) arrow h Marrow 0$

$\downarrow f$ $\downarrow j$

$P(M/t(M))arrow M/t(M)arrow 0,$

$i$ は標準的全射で，んと $g$ は射影被覆
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

に付随する全射で，$f$ は $P(M)$ の射影

性から誘導される全射とする．そのとき $t(P(M))\subseteq kerf$ が成り立つ．
(4) $\mathcal{F}_{t}$ は双対本質的拡大で閉じている．(即ち $N$ は $M$ の小加群で $M/N\in$

$\mathcal{F}_{t}\Rightarrow M\in \mathcal{F}_{t})$

(5) 射影加群 $P$ に対し $t(P)$ は $P$ の直和因子である．

2. Eckman&Shopfの定理の双対

[7] において捻れ理論的に Eckman&Shopfの定理を拡張を述べた．ここ
ではその双対を述べる．
補題 3. $P$ が $\sigma$-射影的なら $P_{\sigma}(P)$ は $P$ と同型である．

証明．$P$ が $\sigma$-射影的なら完全列 $0arrow kerfarrow P_{\sigma}(P)arrow fParrow 0$ は分裂す

る．そのとき $kerfI$は $P_{\sigma}(P)$ の小加群であるから $kerf=0$ が従う．
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$\sigma$ は幕等根基とする．そのとき $P$が $\sigma$-射影的なら $Parrow fM$ は $M$ の $\sigma$-射影
$f$

拡大であると言う．$kerf$ が $P$ の小加群で $kerf\in F_{\sigma}$ ならば $Parrow M$ は $M$

の $\sigma$-双対本質的拡大であるという．さてここで Eckman&Shopf の定理の双

対の捻れ理論的拡張を $\sigma$ が全型保持であることを仮定せず幕等根基のみ仮定
して述べる．
定理 4. $Parrow fM$ を与える．$\sigma$ は幕等根基とする．そのとき次の条件は同

値である．

(1) $P$ は $\sigma$-射影的であり，$Parrow fM$ は $M$ の $\sigma$-双対本質的拡大である．

(2) $P$ は $M$ の極小な $\sigma$-射影拡大である．(ie. $P$ は $\sigma$-射影的でもし $I$ が $\sigma-$

射影的で $Parrow hI,$ $Iarrow M$ であるならんは同型である．)

(3) $P$ は $M$ の極大な $\sigma$-双対本質的拡大である．(ie. $Parrow fM$ は $M$ の $\sigma$-双

対本質的拡大であり，もし $Iarrow hP$ と $Iarrow hParrow M$ の合成が $M$ の $\sigma$-双対本

質的拡大ならばんは同型である．)

(4) $P$ は $P_{\sigma}(M)$ に同型である．

証明．(1) $arrow(2):P$ は $\sigma$-射影的で $Parrow fM$ は $M$ の $\sigma$-双対本質的拡大とす

る．次の可換図式を考える．ただし $g$ ,んは全射である．
$0arrow kerharrow Parrow hIarrow 0$

$\searrow_{f}\downarrow 9$

$M$

$\mathcal{F}_{\sigma}\ni f^{-1}(0)=h^{-1}(g^{-1}(0))\supseteq h^{-1}(0)$ であるから $\mathcal{F}_{\sigma}\ni h^{-1}(0)=kerh$ が

従い，$kerf\supseteq kerh$ も従う．$kerf$ は $P$ の小部分加群であるから $kerh$ も $P$ の

小部分加群である．$I$ は $\sigma$-射影的だからある加群 $L$ があって $P$ の部分加群

になり $P=kerh\oplus L$ で $L\cong I$ となる．$kerh$ は $P$ の小部分加群であるから

$P=L$ であり従って $P\cong I$ となる．

(2) $arrow(1):Parrow fM$ は $M$ の極小 $\sigma$-射影拡大とする．

次の図式を考える．補題 3より $j$ は同型である．
$P_{\sigma}(P)arrow jParrow 0$

$g\downarrow \downarrow f$

$P_{\sigma}(M)arrow hMarrow 0,$

そこで $j$ , んは $\sigma$-射影被覆に付随する全射である．
$h$ は $M$ への極小全射であり，$fj$ は全射であるから $g$ も全射である．$Parrow fM$

は $M$ の極小 $\sigma$-射影拡大であり，$f=h_{9}j^{-1}$ であるから $gj^{-1}$ は同型である．

よって 9は同型である．$kerf=f^{-1}(0)=j(g^{-1}(h^{-1}(0)))$であり，$h^{-1}(O)$ は

$P_{\sigma}(M)$ の小部分加群で $\sigma$-torsionfreeである．$kerf$ $D$は $P$ の小部分加群である．

また $g^{-1}$ と $j$ は同型であるから $kerf\in \mathcal{F}_{\sigma}$ となる．よって $Parrow fM$ は $\sigma$-双

対本質的拡大である．

(1) $arrow(3):Iarrow gP$ を全射とする．$Parrow fM$ と $Iarrow hM$ はともに $M$ の $\sigma$-双

対本質的拡大で $fg=h$ を満たすものとする．次の可換図式を考える．
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$I$

$g\swarrow\downarrow h$

$Parrow Marrow 0.$
$f$

$f$ は極小全射となるから $g$ も全射である．$h$ も $f$ も極小全射であるから
$g$ も極小全射である．$\mathcal{F}_{\sigma}\ni h^{-1}(0)=g^{-1}(f^{-1}(0))\supseteq g^{-1}(0)$ であるから
$\mathcal{F}_{\sigma}\ni g^{-1}(0)$ が従う．$P$ は $\sigma$-射影的であるから $0arrow kergarrow Iarrow gParrow 0$ は

分裂する．よって $I$ の部分加群 $H$ が存在して $H\cong P$ で $I=kerg\oplus H$ とな

る．$kerg$ は $I$ の小部分加群であるから $I=H\cong P$ となる．

(3) $arrow(1):P$ が $\sigma$-射影的であることを言えば良い．$Parrow fM$ は $M$ の $\sigma$-双

対本質的拡大であるから補題 1より $P_{\sigma}(P)arrow P_{\sigma}(M)$ は同型である．次の可
換図式を考える．

$P_{\sigma}(P)arrow P_{\sigma}(M)$

$\downarrow$ $\downarrow$

$P arrow M$

$P_{\sigma}(P)(\simeq P_{\sigma}(M)arrow M)$ は $M$ の $\sigma$-双対本質的拡大で $P(arrow M)f$ は $M$ の極
大な $\sigma$-双対本質的拡大で，$P_{\sigma}(P)arrow P$ であるから仮定より $P_{\sigma}(P)\cong P$ とな

る．それで $P$ は $\sigma$-射影的になる．
(1) $arrow(4)$ : 補題 1より島 $(P)\simeq P_{\sigma}(M)$ である．補題 3より島 $(P)\simeq P$ が

得られ $P\simeq P_{\sigma}(M)$ が成立する．
(4) $arrow(1):\sigma$-射影被覆の性質より明らかである．

$\sigma$ を恒等写像とすると次が得られる．
系 5. $Parrow fM$ を全射とする．そのとき次は同値である．
(1) $P$ は射影加群で $Parrow fM$ は $M$ の双対本質的拡大である (i.e. $kerf$ が

$P$ の小加群である．).
(2) $P$ は $M$ の極小射影拡大である (ie. $P$ は射影加群で $I$ が射影加群で

$Parrow hI,$ $Iarrow M$ であるとき $h$ は同型である．).
(3) $P$ は $M$ の極大双対本質的拡大である (i.e. $Parrow fM$ は $M$ の双対本質的

拡大で $Iarrow hP$ が全射で $Iarrow hParrow M$ が $M$ の双対本質的拡大ならんは同型で
ある).

(4) $P$ は $P(M)$ と同型である．

3. $WU$ , JANS AND MIYASHITA の定理と AZUMAYA の定理
の捻れ理論的拡張

Johnson and Wong の定理の双対化を Wu, Jans, Miyashita が行い，Azu-
mayaが加群的に一般化した．[7] においてその捻れ理論的拡張を述べたがこ
こではその双対の Azumaya による加群的拡張の捻れ理論的拡張を述べる．$\sigma$

を罧等根基とする．加群 $M,$ $N$ について $M$ が $\sigma-N$-射影的とは $Hom_{R}(M,$ $)$

が短完全列 $0arrow Karrow Narrow N/Karrow 0$ (ただし $K\in \mathcal{F}_{\sigma}$ とする．) の完全性
を保つ時に言う．
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加群 $M$ について $\sigma$-射影被覆を次のように $P_{\sigma}(M)^{\pi_{M}^{\sigma}}arrow M$ と書くことにする．

定理 7. $\sigma$ を幕等根基とし $M,N$ を加群とする．次の条件を考える．
(1) 任意の $\gamma\in Hom_{R}(P_{\sigma}(M), P_{\sigma}(N))$ に対し $\gamma(K_{\sigma}(M))\subseteq K_{\sigma}(N)$ が成立

する．

(2) $M$ は $\sigma-N$-射影的である．

そのとき (1) $arrow(2)$ が成立する．$\sigma$ が全型保持なら (2) $arrow(1)$ も成立する．

証明．(1) $arrow(2):f\in Hom_{R}(M, N/K)$ で $K\in \mathcal{F}_{\sigma}$ とする．そのとき $h\in$

$Hom_{R}(P_{\sigma}(M), N)$ が存在して $f\pi_{M}^{\sigma}=nh$ となる．ただし $n$ は標準的な全射

$Narrow N/K$ とする．そのとき $\gamma\in Hom_{R}(P_{\sigma}(M), P_{\sigma}(N))$ があって $h=\pi_{N}^{\sigma}\gamma$

が成り立つ．よって次の可換図式を得る．
$\pi$銑

$P_{\sigma}(M)arrow M$

$\gamma\nearrow$ $\downarrow h$ $\downarrow f$

$P_{\sigma}(N)_{\pi_{N}^{\sigma}\vec{n}}arrow NN/K$

仮定より $\gamma$ は $\gamma’$ : $P_{\sigma}(M)/K_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(N)/K_{\sigma}(N)$ を誘導し従って $\gamma’$ は

$\gamma":Marrow N$ を導き $f=n\gamma"$ が言える．

(2) $arrow(1):\sigma$ は全型保持で $\gamma\in Hom_{R}(P_{\sigma}(M), P_{\sigma}(N))$ とする．$\gamma(K_{\sigma}(M))\subseteq$
$K_{\sigma}(N)$ を示す．$T=\gamma(K_{\sigma}(M))+K_{\sigma}(N)$ と置く．$T\supseteq\gamma(K_{\sigma}(M))$ であるか

ら $\gamma$ は次の $\gamma’$ を導く．$\gamma’$ : $M\simeq P_{\sigma}(M)/K_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(N)/\gamma(K_{\sigma}(M))arrow$

$P_{\sigma}(N)/Tarrow N/\pi_{N}^{\sigma}(T)$ ( $\pi$銑 $(x)\ovalbox{\tt\small REJECT} x+K_{\sigma}(M)arrow\gamma(x)+\gamma(K_{\sigma}(M))arrow$

$\gamma(x)+Tarrow\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(x))+\pi_{N}^{\sigma}(T))$ . $n_{N}$ を $Narrow N/\pi_{N}^{\sigma}(T)$ の標準的全射とする．
$\pi_{N}^{\sigma}(T)=\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(K_{\sigma}(M))+K_{\sigma}(N))=\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(K_{\sigma}(M))$ であり $K_{\sigma}(M)$ $\in \mathcal{F}$レ

であって $\mathcal{F}_{\sigma}$ は商加群を取ることで閉じているから $\pi_{N}^{\sigma}(T)\in \mathcal{F}_{\sigma}$ になる．$M$

は $\sigma-N$-射影的であるから $\beta:Marrow N$ があって $\gamma’=n_{N}\beta$ となる．従って次
の可換図式が得られる．

$M$

$\beta\nearrow\downarrow\gamma’$

$0arrow\pi_{N}^{\sigma}(T)arrow Narrow N/\pi_{N}^{\sigma}(T)arrow 0$

$P_{\sigma}(M)$ の $\sigma$-射影性より $\alpha$ : $P_{\sigma}(M)nNarrow P_{\sigma}(N)$ があって $\pi_{N}^{\sigma}\alpha=\beta\pi_{M}^{\sigma}$ が成

り立つ．よって次の可換図式が得られる．
$0arrow K_{\sigma}(M)arrow P_{\sigma}(M)^{\pi_{M}^{\sigma}}arrow Marrow 0$

$\downarrow\alpha$ $\downarrow\beta$

$0arrow K_{\sigma}(N)arrow P_{\sigma}(N)arrow Narrow 0$
$\pi_{N}^{\sigma}$

上の可換図式より $\alpha(K_{\sigma}(M))\subseteq K_{\sigma}(N)$が得られる．$X:=\{x\in P_{\sigma}(M)|\gamma(x)-$

$\alpha(x)\in K_{\sigma}(N)\}$ と置く．$X+K_{\sigma}(M)=P_{\sigma}(M)$ を示す．$x\in P_{\sigma}(M)$ に対

し次が従う．$\gamma’(\pi_{M}^{\sigma}(x))=\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(x))+\pi_{N}^{\sigma}(T)$ , (n$N\beta$)( $\pi$銑 (x)) $=\beta$ $(\pi$銑 $x)+$

$\pi_{N}^{\sigma}(T),$ $\gamma’=n_{N}\beta$. 従って $\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(x))+\pi_{N}^{\sigma}(T)=\beta(\pi$痘 $x)+\pi_{N}^{\sigma}(T)$ が言

えて $\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(x))-\beta(\pi_{M}^{\sigma}x)\in\pi_{N}^{\sigma}(T)$ が成り立つ．$\pi_{N}^{\sigma}\alpha=\beta\pi_{M}^{\sigma}$ であるから

$\pi_{N}^{\sigma}(\gamma(x))-\pi_{N}^{\sigma}(\alpha(x))\in\pi_{N}^{\sigma}(T)$ が言えて $\gamma(x)-\alpha(x)\in T+(\pi_{N}^{\sigma})^{-1}(0)=$
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$T+K_{\sigma}(N)=\gamma(K_{\sigma}(M))+K_{\sigma}(N)$ となる．かくして $m\in K_{\sigma}(M)$ が

あって $\gamma(x)-\alpha(x)-\gamma(m)\in K_{\sigma}(N)$ となり，$\gamma(x-m)-\alpha(x-m)\in$
$\alpha(m)+K_{\sigma}(N)\subseteq\alpha(K_{\sigma}(M))+K_{\sigma}(N)=K_{\sigma}(N)$ が言える．よって $x-m\in X$

であり，$x\in K_{\sigma}(M)+X$ が言える．よって $P_{\sigma}(M)=K_{\sigma}(M)+X$ が導

かれる．ところが $K_{\sigma}(M)$ は島 $(M)$ の小加群であるから $X=P_{\sigma}(M)$ が

従う．よって $\{x\in P_{\sigma}(M)|\gamma(x)-\alpha(x)\in K_{\sigma}(N)\}=P_{\sigma}(M)$ が言える．
よって $x\in K_{\sigma}(M)(\subseteq P_{\sigma}(M))$ ならばそのとき $\gamma(x)-\alpha(X)\in K_{\sigma}(N)$ が

言えて $\gamma(x)\in\alpha(x)+K_{\sigma}(N)\subseteq\alpha(K_{\sigma}(M))+K_{\sigma}(N)=K_{\sigma}(N)$ となり
$\gamma(K_{\sigma}(M))\subseteq K_{\sigma}(N)$ が得られる．
定理 7において $\sigma=1$ と置くと [2] における Azumaya の定理の一般化が

得られる．定理 7において $M=N$ で $\sigma=1$ と置くと [8] [4] における Wu,
Jans, Miyashita の定理の一般化が得られる．
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