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L\"u-Yu は，3次元 $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面 $M$ が，局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ -作用を持つ必要十分条件は，
$M$ がある $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面 $N$ の 8個のコピーの連結和 $N\# N\#\cdots\# N$ に同変同相であること，
特に $M$ が既約であれば $S^{3}$ に限ることを示した。 本稿では，彼らの議論を拡張して，有理 3次
元球面で局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ -作用を持つものを考察する。

1 標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用

本稿では $\mathbb{Z}_{2}:=\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}=\{0,1\}$ は位数 2の可換群を表し，$(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ はその $n$ 個の直積を表す。 $n$

次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上の $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用

$(s_{1}, \cdots, s_{n})\cdot(x_{1}, \cdots, x_{n})=((-1)^{s_{1}}x_{1}, \cdots, (-1)^{s_{n}}x_{n})$

を標準的表現と呼ぶ。 この作用の軌道空間 $\mathbb{R}^{n}/(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ は，第 1象限 $(\mathbb{R}_{\geq 0})^{n}$ である。

定義 1.1 閉 $n$ 次元多様体 $M$ 上の効果的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用が局所標準的とは，作用が局所的に標準
的表現と同型であるときをいう。

例 1.2 1. $S^{1}\subset \mathbb{R}^{2}$ 上の $\mathbb{Z}_{2}$-作用を，$x$軸に関する対称変換 $(x, y)\mapsto(x, -y)$ とする。 これを
$n$ 個直積することで，トーラス $T^{n}=S^{1}\cross\cdots\cross S^{1}$ 上の局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用が得られ
る。 この作用の軌道空間は，$n$ 次元立方体 $I^{n}$ である。

2. 実射影空間 $\mathbb{R}P^{n}$ 上の標準的な $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用

$(s_{1}, \cdots, s_{n})\cdot[x_{0}, x_{1}, \cdots, x_{n}]=[x_{0}, (-1)^{s_{1}}x_{1 )}(-1)^{s_{n}}x_{n}]$

は局所標準的である。 この作用の軌道空間は $n$ 次元単体 $\triangle^{n}$ である。

3. $n$ 次元球面 $S^{n}\subset \mathbb{R}^{n+1}$ 上の標準的な $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用

$(s_{1}, \cdots, s_{n})\cdot(x_{0}, x_{1}, \cdots, x_{n})=(x_{0}, (-1)^{s_{1}}x_{1}, \cdots, (-1)^{s_{n}}x_{n})$

は局所標準的である。 この作用の軌道空間は，例えば $n=2$ なら 2角形，$n=3$ なら 3枚

の 2角形面を境界に持つ 「フットボール形 (以下 B) 」 である (図 1)。
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図 1:2角形とフットボール形 B

$n$ 次元角付き多様体とは，各点が第 1象限 $(\mathbb{R}_{\geq 0})^{n}$ の開部分集合と同相な近傍を持つハウス

ドルフ空間である。 角付き多様体 $Q$ の各点 $x$ について，$x$ の局所座標を $(x_{1}, \cdots, x_{n})\in(\mathbb{R}_{\geq 0})^{n}$

とするとき，$x$ の余次元 codim$(x)$ は $x_{i}=0$ となる $i$ の個数として定義される。 $Q$ の余次元 $k$

の点からなる連結部分集合の閉包を，余次元 $k$ の面といい，特に余次元 1の面をファセットと

いう。 また，余次元 2の任意の点 $x$ について，$x$ を含むファセットがちょうど 2個であるとき，

$Q$ はナイス と呼ばれる。

一般に，局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用の軌道空間について，次の事実が知られている ([1] 参照)。

補題 1.3 $M$ を局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用を持つ $n$ 次元閉多様体とするとき，その軌道空間 $Q=$

$M/(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ は，コンパクトでナイスな $n$ 次元角付き多様体である。

任意の単純凸多面体は，コンパクトでナイスな角付き多様体である。 一方，図 1の 2角形や，

フットボール形 $B$ は，単純凸多面体でない角付き多様体の例である。

定義 1.4局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ -作用のある $n$ 次元閉多様体 $M$ で，軌道空間 $Q=M/(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ が単純

凸多面体であるものを，small cover と呼ぶ。

以下，$M$ は局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用のある $n$ 次元閉多様体とし，軌道写像を $\pi$ : $Marrow Q$ とす

る。 さらに，この作用には固定点があるとし，$\partial Q\neq\emptyset$ を仮定しておく。 このとき，角付き多
様体 $Q$ の各ファセット $F$ に対して，$F$ の内点の引き戻し $x\in\pi^{-1}$ (int $F$ ) の固定部分群の生成

元を対応させる写像 $\lambda$ : $\mathcal{F}(Q)arrow(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ を，$M$ の表現写像という。 ここで，$\mathcal{F}(Q)$ は $Q$ のファ

セットの集合である。 表現写像は以下の条件を満たし，特に $Q$ の面彩色となっている。

$(*)F_{1}\cap\cdots\cap F_{n}\neq\emptyset\Leftrightarrow\{\lambda(F_{1}), \cdots, \lambda(F_{n})\}$ は線形独立

一般に，コンパクトでナイスな角付き多様体 $Q$ について，$(*)$ を満たす写像 $\lambda$ : $\mathcal{F}(Q)arrow(\mathbb{Z}_{2})^{n}$

を $Q$ の $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ -彩色と呼ぶ。

例 1.5 $n=3$ の場合に，例 1.2に挙げた $S^{3},$ $\mathbb{R}P^{3},$ $T^{3}$ の表現写像を図 2に示す。図で，多面体
はシュレーゲル図式で表されており，$\{\alpha, \beta, \gamma\}$ は $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ の基底を表す。
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図 2: $S^{3},$ $\mathbb{R}P^{3},$ $T^{3}$ の表現写像

2つの局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-作用を持つ $n$ 次元多様体 $M_{1},$ $M_{2}$ は，ある $\theta\in$ Aut $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ が存在し

て，$\theta$-同変同相写像 $f$ : $M_{1}arrow M_{2}$ すなわち $f\pi_{2}=\pi_{1},$ $f(g\cdot x)=\theta(g)\cdot f(x)$ を満たすときに

同値と定義し，単に同変同相と呼ぶことにする。 またコンパクトでナイスな角付き多様体 $Q$ 上

の，2つの $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-彩色 $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ は，ある基底変換 $\theta\in$ Aut $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ で移り合う，すなわち $\lambda_{2}=\theta\lambda_{1}$

が成り立つとき，$DJ$-同値という。

定理 1.6 (Davis-Januszkiewicz [2]) 単純凸多面体 $Q$ 上の small cover の同値類は，$Q$ の

$(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-彩色の $DJ$-同値類と一対一に対応する。 逆対応は，$(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-彩色多面体 $(Q, \lambda)$ に対して，

small cover を以下で構成する。

$M(Q, \lambda):=(Q\cross(\mathbb{Z}_{2})^{n})/\sim,$ $(x, g)\sim(y, h)\Leftrightarrow x=y,$ $g=hmod \lambda(F)(x\in int(F))$

注意 1.7 $Q$ が単純凸多面体でないときは，$(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-彩色 $\lambda$ だけでは，$M$ を再構成できるとは限

らない。 その場合は，$Q$ 上の主 $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-束 $\xi$ : $Earrow Q$ の同型類を加えた情報 $(\lambda, \xi)$ で，$M$ は分

類できることが知られている ([3] 参照)。

定理 1.6より，small cover の位相的性質は，全て $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$-彩色多面体の言葉で記述できる。 特

に，small cover が向き付け可能になるための彩色の条件を，以下で考察する $n=3$ の場合につ

いてのみ掲げておく ([6] 参照)。

命題 1.8 3-次元 small cover $M$ が向き付け可能である必要十分条件は，表現写像の像が，ある
基底 $\alpha,$

$\beta,$ $\gamma\in(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ に対して，$\{\alpha, \beta, \gamma, \alpha+\beta+\gamma\}$ に含まれることである。

命題 1.8について，$\{\alpha, \beta, \gamma, \alpha+\beta+\gamma\}$ のどの 3つも 1次独立であるから，これは通常の意
味の 4色による面彩色と同じであることに注意する。

2 局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$-作用を持つ有理 3次元球面

L\"u-Yu [5, Theorem 1.1] は，3次元 $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面で，局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ -作用を持つもの

を次のように特徴づけた。
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定理 2.1 (L\"u-Yu) $M$ を 3次元 $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面とする。 $M$ が局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$-作用を持

つ必要十分条件は，ある $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面 $N$ が存在して，$M$ が 8個の $N$ のコピーの連結和

$N\# N\#\cdots\# N$ と同相になることである。特に，$M$ が既約であれば，$M=S^{3}$ である。

この定理は，$\mathbb{Z}_{2}$-作用のある既約なホモトピー 3次元球面は $S^{3}$ に限るか？という未解決問題

に関係している。 本稿では，上の定理を拡張して，有理 3次元球面で局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$-作用を

持つものを考察する。

問題 2.2 $M$ を向き付け可能な有理 3次元球面で，$rank_{\mathbb{Z}_{2}}H_{1}(M;\mathbb{Z}_{2})=k\geq 1$ とする。 $M$ はい

つ局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$-作用を持つか？

この問題は，$k=1$ の場合についてのみ，[5, Theorem 1.2] で決定されている。

定理 2.3 (L\"u-Yu) $M$ を向き付け可能な有理 3次元球面で $H_{1}(M;\mathbb{Z}_{2})\cong \mathbb{Z}_{2}$ を満たすものとす

る。 $M$ が局所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ -作用を持つ必要十分条件は，$M$ が $\mathbb{R}P^{3}$ と，ある $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球

面 $N$ の 8個のコピーとの連結和 $\mathbb{R}P^{3}\# N\# N\#\cdots\# N$ と同相になることである。特に，$M$ が既約

であれば，$M=\mathbb{R}P^{3}$ である。

本論文では，この定理を次のように拡張する。

定理 2.4 $M$ を向き付け可能な有理 3次元球面で，$rank_{\mathbb{Z}_{2}}H_{1}(M;\mathbb{Z}_{2})=k<8$ とする。 $M$ が局

所標準的 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$-作用を持つ必要十分条件は，$M$ がある small cover $L(k=0$ のときは $L=S^{3})$

と，ある $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面 $N$ の 8個のコピーの連結和 $L\# N\# N\#\cdots\# N$ と同相になることであ

る。 ここで small cover $L$ も，有理 3次元球面であり，$rank_{\mathbb{Z}_{2}}H_{1}(L;\mathbb{Z}_{2})=k$ を満たす。

証明 条件を満たす $M$ について，$H^{*}(M/(\mathbb{Z}_{2})^{3};\mathbb{Q})\cong H^{*}(M;\mathbb{Q})^{(\mathbb{Z}_{2})^{3}}=0$ より，軌道空間 $Q=$

$M/(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ は有理 3次元球体。従って，$\partial Q$ は $S^{2}$ と同相である。 $\partial Q$ の面構造は，3-連結正則平
面的グラフ (もし 3-連結でなければ，後述する定理 2.7を small cover でない場合にも拡張した

議論によって $M$ は有理球面になりえないことがわかる) なので，シュタイニッツの定理から，
$\partial Q$ は，ある単純凸多面体かフットボール形 $B$ の境界と組合せ同型である。 この多面体 (単純

凸多面体またはフットボール $B$ ) を $P$ と表し，$Q$ と同じ $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ -彩色で定義される $P$ 上の small

cover $(P=B$ のときは $S^{3})$ を $L$ と表すことにする。

以下は，[5] の議論を踏襲する。 $Q$ の境界から，1つのファセットだけを残して，面構造を全て
取り去った角付き多様体を $Q’$ とする。 このとき逆に $Q$ は，$Q’$ と多面体 $P$ を，1つのファセット
の内点で連結和した角付き多様体と同相である。すなわち，$(M, Q, \lambda)=(M’, Q’, \lambda’)\#_{B,B}(L, P, \lambda)$

と表せる ( $\#_{B,B}$ は，自由軌道に沿った同変連結和)。このとき，$M’$ は固定点を持たず，その
軌道は全て自由である。従って $M’$ は 8の約数の個数からなる連結成分を持ち，$M$ は $M’$ と 8
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個の $S^{2}\cross I$ チューブで連結されている。 しかし，$H_{1}(M;\mathbb{Q})=0$ であるから，$M$ にはループ

があってはならないので，$M’=Q’\cross(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ であり，$M$ は $L$ と $Q’$ の 8個のコピーとの連結
和 $L\# Q’\#\cdots\# Q’$ に同相になる場合しかありえない。 $k<8$ のとき，$Q’$ は $\mathbb{Z}_{2^{-}}$ホモロジー球面，
$H_{1}(M;\mathbb{Z}_{2})\cong H_{1}(L;\mathbb{Z}_{2})$ である。 また $L=S^{3}$ となるのは，$k=0$ の場合に限る。 □

定理 2.4より，$k<8$ のとき，問題 2.2は small cover で有理球面になるものを特徴づければ
よいことになる。 $k=rank_{\mathbb{Z}_{2}}H_{1}(M;\mathbb{Z}_{2})$ が小さいときを調べた結果を以下に示す。

命題 2.5 $M$ は small cover でかつ有理 3次元球面になるものとし，$k=rank_{\mathbb{Z}_{2}}H_{1}(M;\mathbb{Z}_{2})\leq 4$

とする。 このとき，$M$ は $k$ 個の $\mathbb{R}P^{3}$ の連結和に同変同相である。 ただし，$k=4$ のときは，
4個の $\mathbb{R}P^{3}$ の連結和で同変同相でないものが 3種類ある。 それぞれの small cover に対応する
$(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ -彩色多面体は図 3と図 4で表される。

$\alpha+\beta+\gamma$

$\alpha+\beta+\gamma$ $\alpha+\beta+\gamma$

図 3: $k$ 個の $\mathbb{R}P^{3}$ の連結和 $(k=1,2,3)$ 図 4: 4個の $\mathbb{R}P^{3}$ の連結和 (3種)

注意 2.6 命題 2.5は $k\geq 5$ では成り立たない (図 5)。

$\alpha+\beta+\gamma$

図 5: $\mathbb{R}P^{3}$ の連結和でない有理球面 small cover の例

$(P, \lambda)$ を $\{\alpha, \beta, \gamma, \delta\}$ の 4色で面彩色された単純凸多面体とする。 2色の組 $S\subset\{\alpha, \beta, \gamma, \delta\}$ に

対して，$C_{S}:=\cup\{F\in \mathcal{F}(P)|\lambda(F)\in S\}\subset\partial P$ (もしくは，$C_{S}$ は $\partial P$ の双対単体的グラフ
$K_{P}$ の部分グラフとして考える) を $(P, \lambda)$ の Kempe鎖 $(S-$鎖 $)$ という。 例えば $S=\{\alpha, \beta\}$ の

とき，$C_{S}$ を $\{\alpha, \beta\}$-鎖といい，その補集合 $\partial P\backslash C_{S}=C_{S^{c}}$ は $\{\gamma, \delta\}$-鎖である。

small cover が有理 3次元球面になる特徴づけは，次の定理で与えられる。
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定理 2.74色で面彩色された 3次元単純凸多面体 $(P, \lambda)$ に対応する向き付け可能 small cover
$M(P, \lambda)$ が，有理 3次元球面になる必要十分条件は，$(P, \lambda)$ の全ての Kempe鎖が連結であるこ

とである。 または全ての Kempe鎖が木になることとも言い換えられる。

最近 Suciu-Trevisan [8] において，一般の small cover の有理係数ホモロジー群が次のように

計算された。定理 2.7は，彼らの結果に $n=3$ で向き付け可能な場合に適用することでただち

に証明できる (この場合，例えば $S=\{\alpha, \beta\}$ とすると，定理 2.8の $P_{S}$ は $S$ の補集合の Kempe

鎖すなわち $\{\gamma, \alpha+\beta+\gamma\}$ -鎖 $C_{S^{c}}$ に一致することに注意せよ)。

定理 2.8 (Suciu-Trevisan) $n$ 次元単純凸多面体 $P$ 上の small cover $M$ に対して，その i-th有

理ベッチ数 $\beta_{i}(M)$ は次式で与えられる。

$\beta_{i}(M)=\sum_{s\subset\{1,2,\cdot,n\}}..rank_{\mathbb{Q}}\tilde{H}_{i-1}(P_{S)}\cdot \mathbb{Q})$

ここで，$P_{S}:= \cup\{F\in \mathcal{F}(P)|\sum_{i\in S}\lambda(F)\cdot e_{i}=0\}\subset\partial P$
( $e_{i}$ は $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ の標準基底) とする。

3 カット &ペースト作用素

2つの small cover (または彩色多面体) から，それぞれある部分を取り除いて，残った部分

を境界同士で張り合わせて新しい small cover(または彩色多面体) を構成する作用素を考える

(図 6,7,8,9。より詳しくは [4,7] 等参照)。

$P$ ,だ $Pz$

$>$一一一$\prec$
$\mathfrak{h}$

$\#$

$\mapsto\frac{\alpha}{\beta}$
–

$\natural^{1}$

$\overline{Y}$

図 6: 連結和 $\#$ 図 7: 手術 $\natural,$ $\natural^{-1}$

$><_{\beta+}\prec p_{1\#P_{1}}$

$9^{\cdot}$

$=<<_{\beta}^{\alpha}$

$><_{\gamma}\prec$

図 8: 辺連結和 $P_{1}\#^{e}P_{2}=\natural(P_{1}\# P_{2})$ 図 9: Dehn手術 $\natural^{D}P=P\#^{e}\triangle^{3}$
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例 3.1注意 2.6の多面体 $P$ は，$\natural^{D}(\triangle^{3}\#\triangle^{3}\#\triangle^{3})\#^{e}(\triangle^{3}\#\triangle^{3}\#\triangle^{3})$ または，$\natural^{-1}(\triangle^{3}\#\triangle^{3}\#\triangle^{3})\#^{e}(\triangle^{3}\#\triangle^{3})$

として構成できる (図 10, 11)。

図 10: $P=\natural^{D}P_{1}\#^{e}P_{2}$ 図 11: $P=\natural^{-1}P_{1}\#^{e}$ろ

上記の例に関して，一般に次のことがわかる。

命題 3.2 $M_{1},$ $M_{2}$ を有理 3次元球面となる small cover とする。 このとき，以下の作用素で構成
される small cover も有理球面である。

1. $M_{1}\# M_{2}$

2. $\natural^{D}M_{1}\#^{e}M_{2}=M_{1}\#^{e}\mathbb{R}P^{3}\#^{e}M_{2}$

$3.$ $\natural^{-1}M_{1}\#^{e}M_{2}$

作用素 2, 3に対応する 4-彩色多面体の作用素は，それぞれ図 12, 13で表される。

$<\#^{D}P_{1}\#^{0}P_{2}$ $<\natural^{1}P_{1}\#^{\epsilon}p_{2}$

$\subset\supset$

$>_{Y}^{\alpha}$
$\subset\supset$

$<_{Y}^{\alpha}$

$<_{\beta}$ $<_{\alpha}$

$<_{\alpha+\beta+\gamma}$ $<_{\beta}$

図 12: $\natural^{D}P_{1}\#^{e}P_{2}$ 図 13: $\natural^{-1}P_{1}\#^{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

注意 3.3 命題 3.2の作用素を用いることで，有理 3次元球面となる small cover は，(辺) 連結

和していくことで幾らでも構成できる。 そこで，有理 3次元球面となる small cover}は $\mathbb{R}P^{3}$ か

ら，命題 3.2の作用素を繰り返して得られるものだけか？という問題が生じるが，これには反
例がある。 図 14の多面体に対応する small cover は，命題 3.2の作用素で $\mathbb{R}P^{3}$ から構成できな

い有理球面 small cover の例である。
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図 14:4彩色された正 12面体

問題 3.4全ての有理 3次元球面となる small cover を，幾つかの基本的な small cover からカッ
ト &ペースト作用素で構成する方法を考えよ。
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