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1 回帰分析における変数選択と情報量規準

統計学における回帰分析では，変数選択は重要な課題として知られている．本稿では，赤池情報

量規準を始めとするいくつかの代表的な情報量規準を考え，それらを最小にする変数選択問題が混

合整数二次錐計画問題として定式化できることを示す．

$n$ 個の観測値 $(y_{i};x_{i1}, x_{i2}, \ldots, x_{ik})(i=1,2, \ldots, n)$ が与えられ，跳を被説明変数，$x_{ij}(j=$

$1,2,$
$\ldots,$

$k)$ を $k$ 種類の説明変数とする．重回帰分析では，以下の線形モデルによって被説明変数
の値を予測する:

$y_{i}=b+a_{1}x_{i1}+a_{2}x_{i2}+\cdots+a_{k}x_{ik}+\epsilon_{i}$ , (1)
ただし $\epsilon_{i}$ は $i$ 番目の観測値の予測残差．

このとき，候補となる $p$ 種類の変数の中から最適な説明変数集合を選択する変数選択問題を考

える．

一般に，説明変数を多く含むモデルは与えられたデータに対しては当てはまりが良いものの，未

知のデータに対しては予測能力が低くなる．モデルの複雑さ (説明変数の個数) とモデルの当ては

まりの良さ (所与のデータに対する誤差の小ささ) とのバランスを考慮した適合度指標の代表的な

ものとして，赤池情報量規準 (AIC; [1]) がある．回帰モデル (1) に対するいくつかの自然な仮定の
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下で，定数項を削除した AIC 値は

$n \log(\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2})+2k$ (2)

と表わされ，この値が小さいほど良いモデルとされる．以下では AIC の最小化を例にとり説明を
行うが，AIC 以外にもベイジアン情報量規準 (BIC; [13]) を始め，多数の適合度指標がこれまでに
提案されている ([9] などを参照のこと).

2 $A$に最小化問題

AIC を適合度指標とした説明変数の選択には，ステップワイズ変数選択がしばしば用いられる．
ステップワイズ変数選択は短時間で良いモデル (AIC が小さいモデル) を導くことができるが，

ヒューリスティクスであるため必ずしも AIC が最小のモデルを選択するわけではない．
一方で $k$ を定数と見なすと，関数 (2) の最小化は $\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}$ の最小化と等価になり，これは 「$p$ 個

の説明変数候補から，残差二乗和を最小化するように $k$ 個の説明変数を選ぶ問題」になる．この問

題は以下の混合整数二次計画問題として定式化できることが知られている (例えば [6]):

minim,$izea,$
$b,\epsilon z$

$\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}$

subject to

$\epsilon_{i}=y_{i}-(b+j\sum_{=1}^{p}ajX_{i}j) (i=1,2, \ldots, n)$ , (3)

$-Mz_{j}\leq a_{j}\leq Mz_{j} (j=1,2, \ldots,p)$ , (4)

$\sum_{J^{=1}}^{p}z_{j}=k\prime$ , (5)

$z_{j}\in\{0,1\} (j=1,2, \ldots,p)$ , (6)
ただし $M$ は十分に大きい正の定数．

しかしながら，上記の定式化では $k$ を所与の定数として扱っており，現実には AIC を最小にす
る説明変数の個数 $k$ は事前にはわからないという問題点がある．

3 $A|C$ 最小化の混合整数二次錐計画問題としての定式化

本研究では，選択される説明変数の個数 $k$ が未知の場合の AIC 最小化問題を，混合整数二次錐
計画問題 (Mixed Integer SOCP; MISOCP) として定式化する．

AIC 最小化問題は，関数 (2) を最小化すればよいことから，直接的には以下の非線形混合整数計
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画問題として定式化できる ( $k$ も変数である点に注意) :

$minimizea,b,\epsilon, k,z n\log(\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{\mathfrak{n}}\epsilon_{i}^{2})+2k$ (7)

subject to 制約式 (3), (4), (5), (6).

しかし，この定式化の目的関数 (7) は非凸な非線形関数であり，0-1変数 $z_{j}$ の整数性を緩和した上

でもこの問題を解くことは困難である．整数計画問題に対して分枝限定法がうまく働くには，その
連続緩和問題が効率的に解ける形になっている必要がある．以下ではそれを念頭におき，問題を等
価変形する．

目的関数 (7) を以下のように変換する．

$minimizea,b,e, k,z n\log(\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2})+2k$

$\Leftrightarrow minimizea,b,\epsilon, k,z \exp(\log(\frac{1}{n}\sum_{\prime,\iota=1}^{n}\epsilon_{i}^{2})+\frac{2k}{n})$

$\Leftrightarrow minim1zea,b,\epsilon, k,z \exp(\frac{2k}{n})\cdot\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}$

項 $\exp(2k/n)\cdot\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}$ の上界を表す連続変数 $f$ を導入することにより，問題は以下の形に変形で
きる :

$\min_{a,b,\epsilon}imizef^{k,z} f$

subject to $\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}\leq f\cdot\exp(-\frac{2k}{n})$ , (8)

制約式 (3), (4), (5), (6).

次に，制約式 (8) の非線形性を解消する．新たな 0-1変数 $wj(j=0,1, \ldots,p)$ を定義し，$wj$ に

関して制約式 $\sum_{j=0}^{p}(wj.j)=k$ および $\sum_{jj}^{p_{=0^{w=}}}1$ を付け加える．すると，制約式 (5) と (6) よ

り $k$ は常に整数値を取るため，$wj$ は鴎 $=k$ の時，またその時のみ $wj=1$ 」 を満たす 0-1変数と

なる．この $w_{j}$ を用いることにより，非線形の制約式 (8) は以下の線形制約式で表現できる (この

線形化手法は，整数計画の分野では SOS type 1 [4, 5] として知られている) :

$\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}\leq f\cdot\exp(-\frac{2k}{n})$

$\Leftrightarrow \sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}\leq f\cdot g, g=\exp(-\frac{2k}{n})$

$\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}\leq f\cdot g, g=\sum_{j=0}^{p}(w_{j}\cdot\exp(-\frac{2j}{n})) ,k=\sum_{j=0}^{p}(w_{J}\cdot j) , \sum_{j=0}^{p}w_{j}=1.\end{array}$
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ここで $g= \sum_{j}^{p_{=0}}(wj. \exp(-2j/n))$ は，変数 $wj$ に関して線形であることに留意されたい．制約
式 $\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}\leq f\cdot g$ は非線形であるが，これは以下に示す通り二次錐制約として表現できることが
知られている [10] $($ただしここで $\Vert u\Vert=(u^{T}u)^{1/2})$ :

$\epsilon^{T}\epsilon\leq f\cdot g, f\geq 0, g\geq 0$

$\Leftrightarrow \Vert(\begin{array}{l}2\epsilon f-g\end{array})\Vert\leq f+g.$

これらをまとめ，AIC 最小化問題の定式化として以下を得る:

minimize $f$

$g,k,w,za,b,\epsilon,f$

subject to

$\epsilon_{i}=y_{i}-(b+\sum_{j=1}^{p}a_{j}x_{ij}) (i=1,2, \ldots, n)$,

$\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}\leq f\cdot g, g=\sum_{j=0}^{p}(w_{j}\cdot\exp(-\frac{2j}{n}))$ ,

$\sum_{j=0}^{p}(w_{j}\cdot j)=k, \sum_{j=0}^{p}w_{j}=1, \sum_{j=1}^{p}z_{j}=k,$

$-Mz_{j}\leq a_{j}\leq Mz_{j} (j=1,2, \ldots,p)$ ,

$w_{j}\in\{0,1\} (j=0,1, \ldots,p)$ ,
$z_{j}\in\{0,1\} (j=1,2, \ldots,p)$ .

この定式化で表される問題は，線形制約，二次錐制約，整数制約の下で線形目的関数を最小化する

MISOCP である．MISOCP の連続緩和問題は二次錐計画問題 (SOCP; [2]) であり，内点法を用
いることにより多項式時間で解を求めることができる．また，内点法をベースにした分枝限定法が

実装された，MISOCP を扱うことのできる数理計画ソルバーが複数存在する．

なお上記の定式化のうち，制約式 $g$ $=$ $\sum_{j}^{p_{=0}}(wj \exp(-2j/n))$ を $g$ $=$ $\sum_{jj}^{p_{=0(w}}$

$\exp((ln)/n))=\sum_{j}^{p_{=0}}(w\cdot n^{-j/n})$ に置きかえることにより，BIC 最小化問題を MISOCP
として定式化できる．また，AIC の有限修正 (corrected AIC; [14]), Hannan-Quinn 情報量規準
$(HQ;[7])$ , residual 情報量規準 (RIC) などの様々な情報量規準の最小化問題，あるいは自由度調
整済決定係数 $\overline{R}^{2}[15]$ の最大化問題も同様に MISOCP として定式化できるが，ここでは省略する．
詳細は [12] を参照されたい．

4 計算機実験および考察

計算機実験では，AIC の最小化問題について，ステップヮイズ変数選択との比較を通じて提案手

法の有効性を検証した．実験には UCI Machine Learning Repository [3] からの 10つのデータを

使用した (表 1).
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表 1 データのリスト

略称 $n$ $p$ データセット [3]

Housing 506 13 Housing

Servo 167 19 Servo
AutoMPG 392 25 Auto MPG
SolarFlare$C$ 1066 26 Solar Flare ( $C$-class flares production)

SolarFlare$M$ 1066 26 Solar Flare ($M$-class flares production)

SolarFlare$X$ 1066 26 Solar Flare ($X$-class flares production)

BreastCancer 194 32 Breast Cancer Wisconsin
ForestFires 517 63 Forest Fires
Automobile 159 65 Automobile
Crime 1993 100 Communities and Crime

AIC の最小化に際して，MISOCP の求解には数理計画ソルバー CPLEX12.5[8] を使用した．計
算機環境は，CPU: Intel Xeon W55903.33 GHz $\cross 2$ ;RAM: 24 $GB$ ; $OS$ : $64bit$ Windows 7Ultimate
$SP$ l; chipset: Inte15520のマシンを使用し，各 MISOCP に対して並列分枝限定法 (8 スレッド)

を最大 10000秒実行した また比較のため，MATLAB $R2012b[11]$ の LinearModel. stepwise

関数を用いて，ステップワイズ選択による変数選択を行った．こちらの計算機環境は CPU: Intel
Core i7-$2600S$ 2.80 GHz; RAM: 8 $GB$ ; $OS$ : $64bit$ Windows 7 Professional $SP$ l; chipset: Intel
Q67 Express である．
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表 2 AIC 最小化の実験結果

データ $n$ $p$ 手法 AIC 値 $k$ 計算時間 (s)

Housing 506 13 $SWR_{const}$ 776.36 11 1.31
$SWR_{a11}$ 776.36 11 0.51
MISOCP776.36 垣 10.62

Servo 167 19 $SWR_{const}$ 258.66 9 1.85
$SWR_{a11}$ 266.36 14 0.75
MISOCP 258.66 9 8.41

AutoMPG 392 25 $SWR_{const}$ 333.22 15 3.96
$SWR_{a11}$ 339.44 19 1.59

MISOCP 333.22 15 51.23
SolarFlare $C$ 1066 26 $SWR_{const}$ 2816.34 9 3.09

$SWR_{a11}$ 2819.73 13 4.02
MISOCP 2816.34 9 227.25

SolarFlare$M$ 1066 26 $SWR_{const}$ 2926.93 7 2.38
$SWR_{a11}$ 2926.93 7 5.99
MISOCP 2926.93 7 92.18

SolarFlare $X$ 1066 26 $SWR_{const}$ 2882.81 3 1.20
$SWR_{a11}$ 2882.81 3 7.59
MISOCP 2882.81 3 10.73

BreastCancer 194 32 $SWR_{const}$ 509.72 8 3.07
$SWR_{a11}$ 510.58 14 8.13
MISOCP 508.73 $10$ $>10000$

ForestFires 517 63 $SWR_{const}$ 1429.81 12 9.56
$SWR_{a11}$ 1429.81 12 71.19
MISOCP 1430.25 $13$ $>10000$

Automobile 159 65 $SWR_{const}$ $-26.87$ 21 14.20
$SWR_{a11}$ $-47.50$ 38 24.75
MISOCP $-58.49$ $32$ $>10000$

Crime 1993 100 $SWR_{const}$ 3424.26 41 84.94
$SWR_{a11}$ 3410.92 50 312.82
MISOCP 3419.65 $51$ $>10000$
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表 2に，AIC 最小化の計算機実験の結果を示す．「手法」はそれぞれ

$\bullet$ $SWR_{const}$ : 初期変数集合が切片のみのステップワイズ変数選択
$\bullet$ $SWR_{a11}$ : 初期変数集合が全変数からのステップワイズ変数選択
$\bullet$ MISOCP: MISOCP を用いた提案手法

を示し，AIC 値が最もよかった手法の値を太字で示してある．また $k$ は選択された説明変数の個

数である．計算時間について，MISOCP の計算時間が 10000秒を超えた場合は分枝限定法の計算

を打ち切っているため，その場合は得られた変数集合および AIC 値は最適解とは限らない．
計算結果を分析する．まず，二種類のステップワイズ法によって得られた解は，選択された変数

集合がかなり異なっていることがわかる．$SWR_{const}$ と $SWR_{a11}$ では $k$ の値がかなり異なるほ力 $\searrow$

特に Automobile では AIC 値が 20以上異なり，これは無視できない差と言える．

次に，$p<30$ であるような小さなデータセットに対しては，MISOCP は高速に最適解を計算で
きていることがわかる．また，大きなデータセットに対しては，10000秒以内で最適解を求めるこ
とはできていないが，その場合でも二種類のステップワイズ法とほぼ同等またはそれ以上の解を出

力できている．特に Automobile では，$SWR_{const}$ と $SWR_{a11}$ の良い方と比較しても AIC 値が 10

以上小さな変数集合を得ることができている．

一方で計算時間に関しては，MISOCP はステップワイズ法よりかなり長い時間を要している．

これは，ヒューリスティクスと厳密解法との違いではあるが，特に MISOCP では，分枝限定法の
実行中に解くべき連続緩和問題が SOCP になり内点法が必要となるため，通常の線形整数計画問
題と異なり双対単体法を利用したホットスタートが働かない．これが計算時間増大の理由であると

考えられる．

5 まとめ

本稿では，AIC 最小化問題の混合二次錐整数計画問題 (MISOCP) による定式化を提案した．ま
た，提案した定式化により計算機実験を実施し，ステップワイズ変数選択法との比較を行った．小

規模なデータセットに対しては，提案手法は高速に最適解を求めることができ，大規模なデータに

対してもステップワイズ法と同等またはそれ以上の解を求めることが可能なことを確認した．
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