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$0$ ことはじめ

最適輸送理論/Wasserstein 幾何に関する参考文献を訊ねられたとき，大抵は C. Villani の

本 [14] を答えます．しかし著者も Prefaceで述べているようこの本では結果を一般の設定

で完全に証明することを目指しているため，特別な場合 (例えばユークリッド空間の場合)
のみを知りたいときはやや煩雑に感じる議論が多々あります．また本は約 1000 ページあ

り，読むのに気後れしてしまいます．そこで本稿では [14] における議論をユークリッド空
間の場合に限って，同作者の本 [13] を参考にしつつ，差し出がましながら私見も交えつつ
解説していきます．したがって本稿は [13, 14] を元にした概説であり，より完全な理論を
求める人にはオリジナルを読むことをお勧めします．(概説なので ‘であるだ’ 調ではな
く ‘ですます’調にしました)本稿では完全なる最適輸送理論ではなく，あくまで触りと
しての最適輸送理論を紹介していきたいと思います．
本稿の構成は以下の通りです: まず \S 1では最適輸送問題とは何かを述べます．平たく

言うとこれは確率測度空間上の変分問題で，この変分問題の特別な場合はWasserstein距
離関数と呼ばれる確率測度空間上の距離関数を導きます．本稿ではこの特別な場合のみを

議論していきます．\S 2では変分問題の解の存在性を示します．続く \S 3ではこの特別な場
合，Wasserstein 距離関数の定義といくつかの性質を紹介します．そして最後に \S 4で，正
規分布族上における Wasserstein 幾何と情報幾何の違いを見て，二つの幾何の関係を少し
述べます．

1 最適輸送理論とは

最適輸送理論とは ‘物質をある場所から他の場所へ最小費用で移す’理論です．(例えば，18
世紀後半に G. Monge はどこかの土壌を削り取って運び，城を守る盛り土を作ることを考
えていたようです)例えば物質はユークリッド空間 $\mathbb{R}^{d}$ 上に存在するとします．また物質

の質量は輸送の前後で不変とし，簡単のため質量を 1に正規化します．すると物質の分布
を確率測度とみなすことができます．そこで最初の分布を $\mu$ , 最後の分布を $\nu$ で表すとし
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ます．大雑把に言うと，$d\mu(x)$ は位置 $x$ にある物質の質量を表します．以下，断りが無い
限り確率測度は常にボレルであるとします．(確率測度が分かり難い場合はルベーグ測度
に関する密度関数，すなわち $\int_{\pi}dfdx=1$ を満たす非負値関数 $f$ を考え，$f(x)$ で位置 $x$

にある物質の質量を表すとします．そして $d\mu(x)=f(x)dx,$ $d\nu(y)=g(y)dy$ と理解しま
す $)$ このとき物質を $\mu$ を $\nu$ へ動かす輸送 $T$ を考えます．輸送 $T$ とは物質が位置 $x$ から

$y=T(x)$ に移ることなので，$T$ は $\mathbb{R}^{d}$ から $\mathbb{R}^{d}$ 写像です．特に可測写像とします．(より厳
密には，$T$ は $\mu$ の台の上で定義されていれば十分です) そして輸送 $T$ により $\mu$ にある
物質が全て $\nu$ に移るとします．このとき終点のある場所 $A$ に運び込まれた物質は最初は
$T^{-1}(A)$ にあったと考えられるので，輸送前の質量 $\mu[T^{-1}(A)]$ と輸送後の質量 $v[A]$ は等し
いはずです．すなわち任意の可測集合 $A\subset \mathbb{R}^{d}$ に対し，$v[A]=\mu[T^{-1}(A)]$ が成立ちます．
このようなとき，$T$ は $\mu$ を $v$ に押出すと言い，$T_{\#}\mu=\nu$ と書き，そのような写像のなす集
合を $\mathcal{T}(\mu, \nu)$ と書きます．また物質を位置 $x$ から位置 $y$ に運ぶのに費用 $c(x, y)$ が掛かる
とします．すると $c$ は $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の非負実数値関数とみなせます．特に $c$ は可測である
とします．位置 $x$ にある物質の質量は $d\mu(x)$ なので位置 $x$ の物質を $T(x)$ に全て移すに
は $c(x, T(x))d\mu(x)$ なる費用が掛かります．よって $\mu$ にある物質を $v$ に全て移すためには

$C’(T):= \int_{\mathbb{R}^{d}}c(x, T(x))d\mu(x)$

なる総費用が掛かります．そして勿論，総費用は少ない方が良いので以下のような変分問
題が考えられます．

問題 1.1 (Mongeの問題) $\mathcal{T}(\mu, \nu)$ における $C’(T)$ の最小値および最小値を達成する元を
求めよ．

Monge は元々 $c(x, y)=|x-y|$ の場合を考えていたそうですが，どのような費用関数を
考えてもこの問題は実は well-defined ではありません．なぜなら $\mu$ を点 $x$ に台を持つ
ディラック測度 $\delta_{x},$ $\nu$ を相異なる二点 $y,$ $z$ に台を持ち $\frac{1}{2}$ ずつ分布するディラック測度の
和 $\frac{1}{2}(\delta_{y}+\delta_{z})$ とすれば，$T_{\#}\mu=\nu$ を満たす可測写像 $T$ は存在しない，つまり $\mathcal{T}(\mu, \nu)=\emptyset$

だからです．

そこで写像 $T$ の代わりにカップリングを用います．$\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度 $\mu,$ $\nu$ に対し，$\mu,$ $\nu$

のカップリング $\pi$ とは $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度であり，その第一射影が $\mu$ , その第二射影が
$\nu$ となる，すなわち可測集合 $A\subset \mathbb{R}^{d}$ に対し

$\pi[A\cross \mathbb{R}^{d}]=\mu[A], \pi[\mathbb{R}^{d}\cross A]=\nu[A]$ (1.1)

となるものです．

注記 1.2条件 (1.1) は射影 $p_{i}:\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\ni(x_{1}, x_{2})\mapsto x_{i}\in \mathbb{R}^{d}(i=1,2)$ を使えば

$p_{1\#}\pi=\mu, p_{2\#}\pi=v$

と表されます．さらに，条件 (1.1) は $\mathbb{R}^{d}$ 上の任意の有界連続関数 $h_{1},$ $h_{2}$ に対して

$\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}(h_{1}(x)+h_{2}(y))d\pi(x, y)=\int_{\pi}dh_{1}(x)d\mu(x)+\int_{\mathbb{R}^{d}}h_{2}(y)dv(y)$
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が成立つこととも同値です．これらの同値条件については [14, Chapter 1] にも書いてあ
りますが，そこでは試験関数は $h_{1}\in L^{1}(\mu)$ , $h_{2}\in L^{1}(\nu)$ で与えられています．しかしこれ

は一般の確率空間 $(X, \mu)$ で考えているからであり，[13, p.18] にあるように $X$ が完備可

分距離空間で $\mu$ がボレル確率測度ならば試験関数として有界連続関数を選ぶことができ
ます．

同様に，$T_{\#}\mu=\nu$ は $\mathbb{R}^{d}$ 上の任意の有界連続関数んに対して

$\int_{\mathbb{R}^{d}}h(T(x))d\mu(x)=\int_{R^{d}}h(y)d\nu(y)$

が成立つことと同値です．さらに $\mu,$
$\nu$ がルベーグ測度に絶対連続であり，その密度関数が

それぞれ $f,\cdot g$ であるとします．そして $T$ が適切な正則性-例えば，$C^{1}$-微分同相-を持つな

らば，$T$ のヤコビ行列式みに対し

$f(x)=g(T(x))|J_{T}(x)|$

という変数変換が殆ど至る所成立つこととも同値です．

例えば，$\mu,$ $\nu$ による直積測度 $\mu\cross\nu$ は明らかに条件 (1.1) を満たすので，カップリングとな
ります．よって $\mu,$

$\nu$ のカップリングがなす空間 $\Pi(\mu, \nu)$ は空集合ではありません．また任
意の $T\in \mathcal{T}(\mu, \nu)$ に対し，$\mathbb{R}^{d}$ 上の恒等写像 $id_{\mathbb{R}^{d}}$ と $T$ の直積写像

$(id_{R^{d}}, T):\mathbb{R}^{d}\ni x\mapsto(x, T(x))\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$

による $\mu$ の押出測度 $(id_{\mathbb{R}^{d}}, T)_{\#}\mu$ は $\mu,$
$\nu$ のカップリングになっています．実際，$\mathbb{R}^{d}$ 上の任

意の有界連続関数 $h_{1},$ $h_{2}$ に対して

$\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}(h_{1}(x)+h_{2}(y))d(id_{\mathbb{R}^{d}}, T)_{\#}\mu(x, y)=\int_{\mathbb{R}^{d}}(h_{1}(x)+h_{2}(T(x)))d\mu(x)$

$= \int_{\mathbb{R}^{d}}h_{1}(x)d\mu(x)+\int_{R^{d}}h_{2}(y)d\nu(y)$

が成立つので，条件 (1.1) が成立ちます．よって

$\mathcal{T}(\mu, \nu)\ni T\mapsto(id_{\mathbb{R}^{d}}, T)_{\#}\mu\in\Pi(\mu, \nu)$ (1.2)

なる関係があります．そこで写像 $T$ の代わりにカップリング $\pi$ を用いて条件を緩和し，問
題 1.1の代わりに次の問題を考えます:

問題 1.3 (Monge-Kantorovichの問題 $)$ $\Pi(\mu, \nu)$ において

$C( \pi):=\int_{\mathbb{R}^{d}\cross\pi}dc(x, y)d\pi(x, y)$

の最小値および最小値を達成する元を求めよ．

このような定式化は 1940年代に L. Kantorovich に提唱されました．(Kantorovichは
Monge の問題を知らずにこのような定式化をしたそうです．また Kantorovich は線形計
画法に大きな進展を与えています)
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2 問題 1.3の解の存在性

カツプリングがなす空間 $\Pi(\mu, \nu)$ は空集合でないため $\Pi(\mu, \nu)$ 上で汎関数 $C$ の解析が可

能となり，問題 1.3を考えることができます．ところが $C$ が $\Pi(\mu, \nu)$ 上で有限の値を取る

か，ましてや最小値を達成する元が存在するかどうかは分かりません．(最小値ではなく下
限である可能性もあるからです) しかし ‘適切’ な条件下では，$C$ は $\Pi(\mu, \nu)$ 上で有限値で

ありさらに最小値を達成します．その適切な条件を考えるために，以下 $c(x, y)=|x-y|^{2}$

とし，$\mu,$ $\nu$ の 2次モーメントは有限，すなわち

$\int_{\mathbb{R}^{d}}|x|^{2}d\mu(x)<\infty, \int_{\pi}d|y|^{2}d\nu(y)<\infty$

とします．するとこのとき $c(x, y)=|x-y|^{2}\leq 2(|x|^{2}+|y|^{2})$ より任意の $\pi\in\Pi(\mu, \nu)$ に対
して

$\int_{\pi\cross \mathbb{R}^{d}}dc(x, y)d\pi(x, y)=2(\int_{\mathbb{R}^{d}}|x|^{2}d\mu(x)+\int_{\mathbb{R}^{d}}|y|^{2}d\nu(y))<\infty$

となるので，$C$ は $\Pi(\mu, \nu)$ 上で有限値を取ります．さらに次が成立ち $C$ は $\Pi(\mu, \nu)$ 上で最
小値を達成します．

定理 2.1任意の 2次モーメントが有限な $\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度 $\mu,$
$\nu$ に対し，ある $\pi_{\infty}\in\Pi(\mu, \nu)$

が存在して，

$\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\int_{\pi\pi}d\cross|x-y|^{2}d\pi(x, y)=d\int_{\pi^{d\cross}\pi^{d}}|x-y|^{2}d\pi_{\infty}(x, y)<\infty$

が成立する．

この最小化子のことを最適輸送と呼びます．より一般の状況における最適輸送の存在定理
は [14, Theorem 4,1] で見つけられます．また最適輸送の存在は保証されましたが，その一
意性は保証されません．そして問題 1.3の解が存在しても問題 1.1の解が存在しない場合
もあります．証明の前に例をみてみましょう．

例 2.2任意の三点 $x,$ $y,$
$z\in \mathbb{R}^{d}$ に対し，

$\mu:=\delta_{x}, \nu:=\frac{1}{2}(\delta_{y}+\delta_{z}) , \pi_{\infty}:=\frac{1}{2}(\delta_{(x,y)}+\delta_{(x,z)})=\mu\cross\nu$

とおきます．このとき $\Pi(\mu, \nu)=\{\pi_{\infty}\}$ なので，問題 1.3の最小化子は $\pi_{\infty}$ です．そしてそ

の最小値は

$\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},C(\pi)=\frac{1}{2}(|x-y|^{2}+|x-z|^{2})$

となります．一方，$y\neq z$ を仮定すると前述の通り $\mathcal{T}(\mu, \nu)=\emptyset$ となるので，問題 1.1は
well-defined ではありません．
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例 2.3 $\xi=(0,0)$ , $\eta=(1,0)$ , $\zeta=(0,1)$ , $\omega=(1,1)$ とし，

$\mu=\frac{1}{2}(\delta_{\xi}+\delta_{\omega}) , \nu=\frac{1}{2}(\delta_{\eta}+\delta_{\zeta})$

とします．また任意の $r \in[O, \frac{1}{2}]$ に対して

$\pi_{r}:=r\cdot\delta_{(\xi,\eta)}+(\frac{1}{2}-r)\cdot\delta_{(\xi,\zeta)}+(\frac{1}{2}-r)\cdot\delta_{(\omega,\eta)}+r\cdot\delta_{(\omega,\zeta)}$ (2.1)

は $\mu,$ $v$ のカップリングとなります．逆に任意の $\mu,$
$\nu$ のカップリングは必ず (2.1) の形で

表されます．そして

$C( \pi_{r})=\int_{\mathbb{R}^{2}\cross R^{2}}|x-y|^{2}d\pi_{r}(x, y)$

$=r| \xi-\eta|^{2}+(\frac{1}{2}-r)|\xi-\zeta|^{2}+(\frac{1}{2}-r)|\omega-\eta|^{2}+r|\omega-\zeta|^{2}$

$=1$

なので 任意のカップリングが最適輸送となります．

また，問題 1.1の解を考えてみましょう．$\mu,$ $\nu$ がディッラク測度の線型和で表されるの
で $\mu$ を $\nu$ に押出す写像は

$\{\begin{array}{l}T_{0}(\xi)=\zeta,\{\end{array}$

$T_{1/2}(\xi)=\eta,$

$T_{0}(\omega)=\eta,$ $T_{1/2}(\omega)=\zeta$

の二つに限ります．このとき

$C’(T_{0})= \int_{\mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2}}|x-T_{0}(x)|^{2}d\mu(x)=\frac{1}{2}(|\xi-T_{0}(\xi)|^{2}+|\omega-T_{0}(\omega)|^{2})=1,$

$C’(T_{1/2})= \int_{\mathbb{R}^{2}\cross R^{2}}|x-T_{1/2}(x)|^{2}d\mu(x)=\frac{1}{2}(|\xi-T_{1/2}(\xi)|^{2}+|\omega-T_{1/2}(\omega)|^{2})=1$

となるので，$T_{0}$ も $T_{1/2}$ も問題 1.1の最小値を与えます．
そして上の計算や $(id_{R^{2}}, T_{0})_{\#\mu}=\pi_{0}$ , $(id_{\mathbb{R}^{2}}, T_{1/2})_{\#\mu}=\pi_{1/2}$ となる事実より，

$\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},C(\pi)=\inf_{T\in \mathcal{T}(\mu,\nu)}C’(T)=1$

が成立ちます．よって問題 1.1も問題 1.3も最小化子を持ち，その最小値は一致します．一
方で任意の $r \in(0, \frac{1}{2})$ に対し，$(id_{R^{2}}, Tr)$ # $\mu=\pi$。となるような $T_{r}\in \mathcal{T}(\mu, \nu)$ は存在しない

ので，問題 1.3の任意の最小化子が問題 1.1の最小化子となり得るわけではありません．

定理 2.1の証明の鍵は
(1) $\Pi(\mu, \nu)$ は弱位相で点列コンパクト

(2) $C$ は弱位相で下半連続
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ということです．この事実を認めると，問題 1.3の最小化列 $\{\pi_{n}\}_{n\in N}$ に対して，(1) より弱

収束部分列 $\{\pi_{n_{k}}\}_{k\in \mathbb{N}}$ とその弱極限 $\pi_{\infty}\in\Pi(\mu, \nu)$ が存在します．そして (2) より

$\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},C(\pi)\leq C(\pi_{\infty})\leq\lim_{karrow}\inf_{\infty}C(\pi_{n_{k}})=\inf_{\pi\in\Pi(\mu v)},C(\pi)$ .

となり，$\pi_{\infty}$ が最小化子であることが分かります．
ここで $\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度列 $\{\mu_{n}\}_{n\in N}$ が $\mathbb{R}$d 上の確率測度 $\mu$ に弱収束するとは．’ $\mathbb{R}^{d}$ 上の

任意の有界連続関数 $h$ に対し

$\lim_{narrow\infty}\int_{\mathbb{R}^{d}}h(x)d\mu_{n}(x)=\int_{\mathbb{R}^{d}}h(x)d\mu(x)$

が成立つことです．そしてこの収束から導かれる位相を弱位相と呼びます．

証明．(定理 2.1) (1) $\Pi(\mu, \nu)$ が弱位相で点列コンパクトであること: 任意の確率測度列
$\{\pi_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset\Pi(\mu, v)$ を考えます．まず，$\{\pi_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}$ が弱収束部分列を持つことを示します．こ

れは下で (証明抜きで) 述べる Prokhorov の定理より，任意の $\epsilon>0$ に対し，あるコンパク
ト集合 $K^{\epsilon}\subset \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ が存在して，任意の 1 $\pi\in\Pi$ $(\mu, \nu)$ に対して $\pi[(\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d})\backslash K^{\epsilon}]\leq\epsilon$ と

なることが必要十分です．

ここで原点を中心とする半径 $R>0$ の閉球 $B_{R}$ に対し $\lim_{Rarrow\infty}\mu[B_{R}]=1$ が成立つ

ので，任意の $\epsilon>0$ に対しあるコンパクト集合 $K_{1}^{\epsilon}\subset \mathbb{R}^{d}$ が存在して $\mu[\mathbb{R}^{d}\backslash K_{1}^{\epsilon}]\leq\epsilon/2$

が成立ちます．同様に任意の $\epsilon>0$ に対し，あるコンパクト集合 $K_{2}^{\epsilon}\subset \mathbb{R}^{d}$ が存在して，
$\nu[\mathbb{R}^{d}\backslash K_{2}^{\epsilon}]\leq\epsilon/2$ も成立ちます．そこで $K^{\epsilon}:=K_{1}^{\epsilon}\cross K_{2}^{\epsilon}\subset \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ と定めれば，$K^{\epsilon}$ はコ

ンパクトであり任意の $\pi\in\Pi(\mu, \nu)$ に対して

$\pi[(\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d})\backslash K^{\epsilon}]\leq\pi[(\mathbb{R}^{d}\backslash K_{1}^{\epsilon})\cross \mathbb{R}^{d}]+\pi[\mathbb{R}^{d}\cross(\mathbb{R}^{d}\backslash K_{2}^{\epsilon})]=\mu[\mathbb{R}^{d}\backslash K_{1}^{\epsilon}]+\nu[\mathbb{R}^{d}\backslash K_{2}^{\epsilon}]\leq\epsilon$

が成立ちます．よって $\{\pi_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}$ の弱収束部分列 $\{\pi_{n_{k}}\}_{k\in \mathbb{N}}$ が存在して，$\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の確率

測度 $\pi_{\infty}$ に収束します．

次に $\pi_{\infty}\in\Pi(\mu, v)$ を示します．ここで $\mathbb{R}^{d}$ 上の任意の有界連続関数 $h_{1},$ $h_{2}$ に対し，
$h(x, y):=h_{1}(x)+h_{2}(y)$ もまた $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の有界連続関数なので，

$\int_{\pi\cross\pi}ddh(x, y)d\pi_{\infty}(x, y)=\lim_{karrow\infty}\int_{\pi^{d}\cross\pi^{d}}h(x, y)d\pi_{n_{k}}(x, y)$

$= \lim_{karrow\infty}\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}(h_{1}(x)+h_{2}(y))d\pi_{n_{k}}(x, y)$

$= \lim_{karrow\infty}(\int_{\pi}dh_{1}(x)d\mu(x)+\int_{\mathbb{R}^{d}}h_{2}(y)d\nu(y))$

$= \int_{\mathbb{R}^{d}}h_{1}(x)d\mu(x)+\int_{\pi}dh_{2}(y)d\nu(y)$

が成立ちます．これより $\pi_{\infty}\in\Pi(\mu, v)$ が示され，$\Pi(\mu, \nu)$ が弱位相に関して点列コンパク

トであることが示されました．
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(2) $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度がなす集合上で $C$ が弱位相で下半連続であること: $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上

の確率測度列 $\{\pi_{n}\}_{n\in N}$ が $\mathbb{R}$d $\cross \mathbb{R}$d 上の確率測度 $\pi_{\infty}$ に弱収束しているとします．このとき

$C( \pi_{\infty})\leq\lim_{narrow}\inf_{\infty}C(\pi_{n})$

が成立つことを示します．任意の $k\in \mathbb{N}$ に対して，

$c_{k}(x, y):= \min\{|x-y|^{2}, k\}$

とおけば，$\{c_{k}\}_{k\in N}$ は $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の非負可測関数で，任意の点 $(x, y)\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ に対して

$c_{k}(x, y) \leq c_{k+1}(x, y)\leq|x-y|^{2}=\lim_{karrow\infty}c_{k}(x, y)$

が成立ちます．また，$c_{k}$ は $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の有界連続関数でもありますので弱収束の性質より

$\int_{R^{d}\cross R^{d}}c_{k}(x, y)d\pi_{\infty}(x, y)=\lim_{narrow\infty}\int_{R^{d}xR^{d}}c_{k}(x, y)d\pi_{n}(x, y)=\lim_{narrow}\inf_{\infty}\int_{R^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}c_{k}(x, y)d\pi_{n}(x, y)$

も成立ちます．よって，単調収束定理より

$C( \pi_{\infty})=\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi_{\infty}(x, y)=\lim_{karrow\infty}\int_{\mathbb{R}^{d}\cross R^{d}}c_{k}(x,y)d\pi_{\infty}(x, y)$

$= \lim_{karrow\infty}\lim_{narrow}\inf_{\infty}\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}c_{k}(x, y)d\pi_{n}(x, y)$

$\leq\lim_{karrow\infty}\lim_{narrow}\inf_{\infty}\int_{R^{d}\cross R^{d}}|x-y|^{2}d\pi_{n}(x, y)$

$= \lim_{narrow}\inf_{\infty}\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi_{n}(x, y)=\lim_{narrow}\inf_{\infty}C(\pi_{n})$

となり，示されました．口

定理 2.4 (Prokhorov の定理) $\mathcal{P}$ を $\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度のなす空間の部分集合とする．この

とき，$\mathcal{P}$ の弱位相に関する相対点列コンパクト性と，$\mathcal{P}$ の緊密性，すなわち任意の $\epsilon>0$

に対し，あるコンパクト集合 $K^{\epsilon}\subset \mathbb{R}^{d}$ が存在し，任意の $\mu\in \mathcal{P}$ に対し $\mu[\mathbb{R}^{d}\backslash K^{\epsilon}]\leq\epsilon$ が

成立つことは同値である．

証明は例えば [3, Theorem 8.6.2] で見つけられます．([13, 14] に主張と参考文献はありま
すが証明はありません)
このようにして問題 1.3の最小化子の存在が示されましたが，一方で例 2.3のように解

が一意となるとは限りません．また $\mathcal{T}(\mu, \nu)\neq\emptyset$ ならば (1.2) より，

$\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},C(\pi)\leq\inf_{T\in \mathcal{T}(\mu,\nu)}C’(T)$ (2.2)

が成立ちますが，例 2.2のように問題 1.3の最小化子が存在しても問題 1.1の最小化子と
して実現されるとは限りません．さらに問題 1.1の最小化子が存在した場合に，(2.2) で等
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号が成立つかも分かりません．そこで問題 1.3の解が一意であり，さらに問題 1.1の解を
与え，(2.2) が等号になるための十分条件を (証明抜きで) 述べて本節を閉じたいと思いま
す．主張は本 [14] に掲載されている形とは異なる上に $\mathbb{R}^{d}$ 上で $c(x, y)=|x-y|^{2}$ の場合

に限っています．より一般の設定下における結果は例えば [14, Theorem 5.10] で見つけら
れます．

主張を述べるために，事実を紹介します．この事実のより一般の場合とその証明は，例
えば [14, Theorem 10.8] を参考にして下さい．

命題 2.5 (Rademacher の定理，cf. [13, 2.1.3]) $\varphi$ を $\mathbb{R}^{d}$ 上の適正凸関数，すなわち $\mathbb{R}\cup\{\infty\}$

に値を取るが恒等的に $+\infty$ ではなく，そして任意の $x,$
$y\in \mathbb{R}^{d}$ と $t\in[0$ , 1$]$ に対して

$\varphi(tx+(1-t)y)\leq t\varphi(x)+(1-t)\varphi(y)$

が成立つ，とする．このとき $\varphi$ の勾配 $\nabla\varphi$ は殆ど至る所で定義される．

定理 2.6 ([13, Theorems 2.12, 2.16, 5.6]) $\mu,$ $v$ を $\mathbb{R}^{d}$ 上の二次モーメントが有限な確率測
度とする．

(1) $\mu$ がルベーグ測度に対して絶対連続ならば，$\mu,$ $\nu$ の最適輸送 $\pi$ が一意的に存在し，さ
らに $\mathbb{R}^{d}$ 上の適正凸下半連続関数 $\varphi$ を用いて

$\pi=(id_{\mathbb{R}^{d}}, \nabla\varphi)_{\#}\mu$

と表現される．ここで，$\nabla\varphi$ は $\mu$ に対して殆ど至る所一意的に存在し，$c(x, y)=|x-y|^{2}$

に対する問題 1.1の一意的な最小化子となる．
(2) $\mathbb{R}^{d}$ 上のある適正凸下半連続関数 $\varphi$ が存在して $\nabla\varphi_{\#}\mu=\nu$ を満たせば，$\pi=(id_{\mathbb{R}^{d}}, \nabla\varphi)_{\#}\mu$

は $\mu$ と $v$ の最適輸送である．さらに $\nabla\varphi$ は $c(x, y)=|x-y|^{2}$ に対する問題 1.1の最小
化子である．

(3) $\mu$ がルベーグ測度に対して絶対連続とし，$T:\mathbb{R}^{d}arrow \mathbb{R}^{d}$ を $c(x, y)=|x-y|^{2}$ に対する

問題 1.1の最小化子とする．

このとき，$t\in[0$ , 1$]$ に対し，

$T_{t}:=(1-t)id_{\mathbb{R}^{d}}+tT, \mu_{t}=T_{t\#}\mu$

とすれば，$\pi_{t}:=(id_{\pi^{d}}, T_{t})_{\#}\mu\in\Pi(\mu, \mu_{t})$ は最適輸送であり，$C(\pi_{t})=t^{2}C(\pi)$ が成立つ．

3 Wasserstein 幾何

以下，$\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度のなす集合を $\mathcal{P}(\mathbb{R}^{d})$ , ルベーグ測度に絶対連続な確率測度のなす
集合を $\mathcal{P}^{ac}(\mathbb{R}^{d})$ , 2次モーメントが有限な確率測度のなす集合を $\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ と書くことにし
ます．そして $\mathcal{P}$穿 $(\mathbb{R}^{d}):=\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})\cap \mathcal{P}^{ac}(\mathbb{R}^{d})$ とします．すると前節で見たように，任意の
$\mu,$

$v\in \mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対して

$W_{2}( \mu, \nu):=(\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi(x, y))^{\frac{1}{2}}=(\min_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi(x, y))^{\frac{1}{2}}$

は非負有限確定値になります．$\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})\cross \mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ 上の汎関数 $W_{2}$ は $(L^{2_{-}})$Wasserstein 距離
関数と呼ばれます．これは実際に $\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ 上の距離関数です．
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定理 3.1 (cf. [14, Definition 6.1]) $(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}), W_{2})$ は距離空間である．

証明．(1) 非退化性: 任意の $\mu\in \mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対し，$\pi:=(id_{\mathbb{R}^{d}}, id_{\mathbb{R}^{d}})_{\#\mu}\in\Pi(\mu, \mu)$ なので

$0 \leq W_{2}(\mu, \mu)\leq(\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi(x, y))^{\frac{1}{2}}=(\int_{\mathbb{R}^{d}}|x-x|^{2}d\mu(x))^{\frac{1}{2}}=0$

となります．よって，$W_{2}(\mu, \mu)=0$ です．逆にある $\mu,$
$\nu\in \mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ が存在して $W_{2}(\mu, \nu)=0$

とすれば，ある $\pi\in\Pi(\mu, \nu)$ が存在して，

$\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi(x, y)=0$

となります．そして $|x-y|^{2}$ の非負性より，$\pi$ の台は対角集合 $\{(x, x)|x\in \mathbb{R}^{d}\}$ に含まれ

ます．よって $\mathbb{R}^{d}$ 上の任意の有界連続関数 $h$ に対して

$\int_{\pi}dh(x)d\mu(x)=\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}h(x)d\pi(x, y)=\int_{\mathbb{R}^{d}x\mathbb{R}^{d}}h(y)d\pi(x, y)=\int_{\mathbb{R}^{d}}h(y)dv(y)$

が成立します．すなわち $\nu=\mu$ が成立ち，非退化性が従います．
(2)対称性:写像 $R$ : $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\ni(x, y)\mapsto(y, x)\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ を考えます．このとき

$\Pi(\mu, \nu)\ni\pi\mapsto R_{\#}\pi\in\Pi(\nu, \mu)$

は全単射です．よって $|x-y|^{2}=|y-x|^{2}$ と併せて

$W_{2}( \nu, \mu)^{2}=\inf_{\pi\in\Pi(\nu\mu)},\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi(x, y)$

$= \inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d(R_{\#}\pi)(x, y)$

$= \inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|y-x|^{2}d\pi(x, y)=W_{2}(\mu, \nu)^{2}$

となり，対称性が分かります．
(3) 三角不等式: 任意の $\mu_{1},$ $\mu_{2},$

$\mu_{3}\in \mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対し，$\pi_{12}\in\Pi(\mu_{1}, \mu_{2})$ , $\pi_{23}\in\Pi(\mu_{2}, \mu_{3})$ を最

適輸送とします．ここで以下で述べる貼合わせの補題を認めると，ある $\pi\in \mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d})$

が存在して，任意の可測集合 $A\subset \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ に対して，

$\pi[A\cross \mathbb{R}^{d}]=\pi_{12}[A], \pi[\mathbb{R}^{d}\cross A]=\pi_{23}[A]$

が成立ちます．よって $\pi_{13}\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d})$ を

$\pi_{13}[A]:=\pi[\{(x, y, z)\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}|(x, z)\in A\}]$
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で定めれば，$\pi_{13}\in\Pi(\mu_{1}, \mu_{3})$ です．ゆえに，

$W_{2}( \mu_{1}, \mu_{3})\leq(\int_{\mathbb{R}^{d}\cross\pi}d|x-z|^{2}d\pi_{13}(x, z))^{1}2$

$=( \int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y+y-z|^{2}d\pi(x, y, z))^{1}2$

$\leq(\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi(x, y, z))^{\frac{1}{2}}+(\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}\cross\pi}d|y-z|^{2}d\pi(x, y, z))^{\frac{1}{2}}$

$=( \int_{R^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}d\pi_{12}(x, y))^{\frac{1}{2}}+(\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}|y-z|^{2}d\pi_{23}(y, z))^{\frac{1}{2}}$

$=W_{2}(\mu_{1}, \mu_{2})+W_{2}(\mu_{2}, \mu_{3})$

となり，三角不等式が従います．口

以下に紹介する補題は，共通する周辺分布を持つ二つのカップリングを共通部分を糊しろ
にして貼合わせる，と言うものです．主張も証明も [13, Lemma 7.6] で見つけられます．

補題 3.2 (貼合わせの補題) $\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\mu_{3}$ をそれぞれ完備可分距離空間 $X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3}$ 上の確
率度とする．このとき任意のカップリング $\pi_{12}\in\Pi(\mu_{1}, \mu_{2})$ , $\pi_{23}\in\Pi(\mu_{2}, \mu_{3})$ に対し，ある
$X_{1}\cross X_{2}\cross X_{3}$ 上の確率測度 $\pi$ が存在して任意の可測集合 $A_{12}\subset X_{1}\cross X_{2},$ $A_{23}\subset X_{2}\cross X_{3}$

に対して

$\pi[A_{12}\cross X_{3}]=\pi_{12}[A_{12}], \pi[X_{1}\cross A]=\pi_{23}[A_{23}]$

が成立する．

注記 3.3より一般に，任意の完備可分距離空間 (X, d) と $p\in[1, \infty$) に対して

$\mathcal{P}_{p}(X) :=\{\mu\in \mathcal{P}(X)|\inf_{x\in X}\int_{X}d(x, y)^{p}d\mu(y)<\infty\},$

$W_{p}( \mu, \nu) :=\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\Vert d\Vert_{L(\pi)}p=(\inf_{\pi\in\Pi(\mu\nu)},\int_{X\cross X}d(x, y)^{p}d\pi(x, y))^{\frac{1}{p}}$

を考えれば，$(\mathcal{P}_{p}(X), W_{p})$ も完備可分距離空間となります．そしてこの距離空間を $X$ 上の

$P$ 次のWasserstein 空間と呼びます．そして $W_{p}$ による収束は弱収束と $p$ 次モーメントの

収束の二条件の組合せと同値です．つまり，$W_{p}$ で収束すれば必ず弱収束します．(詳しく
は [14, Theorem 6.9] を参照にして下さい)

$X$ 上のWasserstein 空間は $X$ の距離の幾何反映します．それは

$(X, d)\ni x\mapsto\delta_{x}\in(\mathcal{P}_{p}(X), W_{p})$

が等長埋込になっているからです．実際任意の $x_{0},$ $y_{0}\in X$ に対して $\Pi(\delta_{x_{0}}, \delta_{y0})=\{\delta_{(x0,vo)}\}$

なので，

$W_{2}( \delta_{x_{0}}, \delta_{y0})=(\int_{X\cross X}d(x, y)^{p}d\delta_{(x_{0},yo)}(x, y))^{\frac{1}{p}}=d(x_{0}, y_{0})$
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となります．特に [2, p.10-11] で述べられているように，$(\mathcal{P}_{p}(X), W_{p})$ はフインスラー多様

体のように振舞い，特に $p=2$ のときはリーマン多様体のように振舞います．これは $L^{p_{-}}$

空間というノルム空間の中で $L^{2}$-空間のみが内積空間になることに関連します．そこで，
リーマン幾何学的な側面を考察する際には $p=2$ を扱うのが適しています．例えば，ある
内部エネルギー汎関数の $W_{2}$ に関する振舞，特に凸性をみることで，微分構造を許容しな
い空間にリッチ曲率の下限 (と次元の上限) が定義できます．この ‘リッチ曲率が $K$ 以上，
次元が $N$ 以上’ であるための条件は曲率次元条件 CD$(K, N)$ という名前で呼ばれていま

す．その定義は例えば [14, Definition 29.8] で見つけられますが，どのような背景の下この
定義ができたのかは [14, Chapter 14] に書いてあります．ここでは $(\mathcal{P}_{2}(X), W_{2})$ のリーマ

ン構造や曲率次元条件に言及しませんが，$(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}), W_{2})$ の中で正規分布族がどのような振

舞をするのかをみて，情報幾何で現れるリーマン計量，フイッシャー計量とは違うことを
考証したいと思います．

4 正規分布族上の幾何

任意の $m\in \mathbb{R},$ $\sigma>0$ に対して，$N(m, \sigma^{2})$ で平均が $m$ , 分散が $\sigma^{2}$ である $\mathbb{R}$ 上の正規分布

を表すとします．すなわち，$N(m, \sigma^{2})$ とはルベーグ測度に対する密度関数が

$\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}\exp(-\frac{(x-m)^{2}}{2\sigma^{2}})$

である実数上の確率測度です．$(そして任意の m\in \mathbb{R}, \sigma>0 に対して，N(m, \sigma^{2})\in \mathcal{P}_{2}^{ac}(\mathbb{R})$

が成立ちます)正規分布のなす空間を $\mathcal{N}$ とすれば，

$\mathcal{N}\ni N(m, \sigma^{2})\mapsto(m, \sigma)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}_{>0}$ (4.1)

なる自然な対応により，$\mathcal{N}$ は上半平面に同相です．

(1) フィッシャー計量: フィッシャー計量は適切な条件を満たすパラメータ付けられた確率

測度族上に定義される情報幾何において取り扱われるリーマン計量です．(ここでは詳細
に触れませんが，例えば [1] を参考にして下さい) 正規分布族 $\mathcal{N}$ 上でフイッシャー計量は

$ds^{2}= \frac{dm^{2}+2d\sigma^{2}}{\sigma^{2}}$

で与えられます．すなわち，$(\mathcal{N}, ds^{2})$ は断面曲率が - $\frac{1}{2}$ である定曲率多様体です．

(l)Wasserstein距離について: 任意の $m_{1},$ $m_{2}\in \mathbb{R},$
$\sigma_{1},$ $\sigma_{2}>0$ に対して，$N(m_{1}, \sigma_{1}^{2})$ と

$N(m_{2}, \sigma_{2}^{2})$ の最適輸送を求めしよう．例えば，実数上の確率測度間に対する最適輸送は累
積分布関数を使って表される事実 ([13, Theorem 2.18]) を使っても良いですし，そうでな
くても一般次元の正規分布族間の最適輸送は既知です (例えば [4, 5, 6, 9] 参照). これらの

事実により，

$T(x)= \frac{\sigma_{2}}{\sigma_{1}}(x-m_{1})+m_{2}, \pi=(id_{R}, T)_{\#}N(m_{1}, \sigma_{1}^{2})$
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とおくと $\pi\in\Pi(N(m_{1}, \sigma_{1}^{2}), N(m_{2}, \sigma_{2}^{2}))$ は最適輸送になっています．そこで

$W_{2}(N(m_{1}, \sigma_{1}^{2}), N(m_{2}, \sigma_{2}^{2}))^{2}=\int_{\pi}|x-T(x)|^{2}dN(m_{1}, \sigma_{1}^{2})(x)$

$= \int_{\pi}|\frac{\sigma_{1}-\sigma_{2}}{\sigma_{1}}(x-m_{1})+(m_{1}-m_{2})|^{2}dN(m_{1}, \sigma_{1}^{2})(x)$

$=(m_{1}-m_{2})^{2}+(\sigma_{1}-\sigma_{2})^{2}$

が成立ちます．よって，(4.1) の対応は等長的になっていることが分かります．
より一般に，$\mathbb{R}^{d}$ 上の正規分布族を考えると，$\mathbb{R}^{d}$ 上の正規分布は平均ベクトル $m\in \mathbb{R}^{d}$

と共分散行列 $V\in Sym_{+}(d, \mathbb{R})$ でパラメータ付けられます．ここで $Sym_{+}(d, \mathbb{R})$ は $d$ 次の
正定値実対称行列のなす集合です．そこで $N(m, V)$ で平均ベクトルが $m$ , 共分散行列が
$V$ である $\mathbb{R}^{d}$ 上の正規分布を表すとします．このとき $m_{1},$

$m_{2}\in \mathbb{R}^{d},$ $V_{1},$ $V_{2}\in Sym_{+}(d, \mathbb{R})$

に対し

$X:=V_{2}^{\frac{1}{2}}(V_{2}^{\frac{1}{2}}V_{1}V_{2}^{\frac{1}{2}})^{-\frac{1}{2}}V_{2}^{\frac{1}{2}}\in Sym_{+}(d, \mathbb{R}) , T(x)=X(x-m_{1})+m_{2}$

とおけば $T_{\#}N(m_{1}, V_{1})=N(m_{2}, V_{2})$ となります．また $T$ は凸関数の勾配として再現され

るので，定理 2.6より $\pi=(id_{\mathbb{R}}{}_{d}T)_{\#}N(m_{1}, V_{1})\in\Pi(N(m_{1}, V_{1}), N(m_{2}, V_{2}))$ が最適輸送で

あることが分かります．(これは元々 [4, 5, 6, 9] で示されています) ゆえに

$W_{2}(N(m_{1}, V_{1}), N(m_{2}, V_{2}))^{2}= \int_{\pi^{d}}|x-T(x)|^{2}dN(m_{1}, V_{1})(x)$ (4.2)

$=|m_{1}-m_{2}|^{2}+R(V_{1})+R(V_{2})-2R((V_{2}^{\frac{1}{2}}V_{1}V_{2}^{\frac{1}{2}})^{\frac{1}{2}})$

が成立ちます．さらに $t\in[0$ , 1 $]$ に対して

$m_{t}=(1-t)m_{1}+tm_{2}$ , Vt: $=$ [(l–t)Id $+$ tX]防 $[(1-t)I_{d}+tX]\in Sym_{+}(d, \mathbb{R})$

とおけば，定理 2.6より $\{N(m_{t}, V_{t})\}_{t\in[0,1]}$ が $N(m_{1}, V_{1})$ から $N(m_{2}, V_{2})$ への Wasserstein
距離関数に関する最短線になっています．そして $(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}), W_{2})$ の最短線は分岐しない ([14,
Corollary 7.32]) ので，Wasserstein 空間 $(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}), W_{2})$ の中で正規分布族は凸集合になって
います．そこでWasserstein 距離関数を正規分布族に自然に制限することが出来ます．空
間 $(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}), W_{2})$ は無限次元であるためにその解析は難しいのですが，正規分布族は有限
次元なのでその性質を仔細に検証できます．(いくつかの性質は [11] にまとめてあります．
例えば，(4.2) より $\mathbb{R}^{d}$ 上の正規分布族は Wasserstein 距離関数に関して平坦でないことが
直ちに分かりますが，[11] ではWasserstein距離関数に関して正規分布族が (Alexandrov

空間として) 非負曲率であることにも言及しています)
ただ Wasserstein 空間が無限次元で解析が困難だと言っても，ある程度はその性質が

知られています．例えば $(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}), W_{2})$ は ‘平坦’ であり，$d\geq 2$ に対して $(\mathcal{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}), W_{2})$ は錐
空間になっています．(平坦性については [10, \S 4.5], 錐空間については [12] を参照にして
下さい)

183



また，情報幾何 (フイツシャー計量) とWasserstein 幾何が異なることは述べましたが，
全くもって相関が無いわけではありません．例えば，$\mu,$

$\nu\in \mathcal{P}_{2}^{ac}(\mathbb{R}^{d})$ に対して $\mu$ が $\nu$ にも

絶対連続であるとき

$H_{\nu}( \mu):=\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{d\mu}{d\nu}\log(\frac{d\mu}{d\nu})d\nu$

なる量を $\mu$ の $\nu$ を参照にした相対エントロピーと呼びます．そして情報幾何の文脈では，
相対エントロピーは一般化されたピタゴラスの定理 ([1, 定理 3.4]) を満たすため，距離関
数の二乗のように振舞うと考えられています．このとき相異なる距離関数，Wasserstein
距離と相対エントロピーの平方根，があれば比べたくなるのが人情で例えば標準正規分布
$N(O, I_{d})$ と任意の $\mu\in \mathcal{P}_{2}^{u}(\mathbb{R}^{d})$ に対し

$W_{2}(\mu, N(0, I_{d}))\leq\sqrt{2H_{N(0,I_{d})}(\mu)}$

が成立つことが知られています．この不等式はタラグランド不等式と呼ばれる輸送不等
式の一つです．ここで輸送不等式とは大雑把に言って，最小総費用 $(W_{2})$ をエネルギー差

(H) で上から評価する不等式です．詳しくは [14, Chapter 22] を参考にして下さい．

例えば，費用関数は距離関数の二乗のままで，相対エントロピーをブレグマンダイバー
ジェンスに取り替えてみましょう．ここで正数上の $C^{1}$ -狭義凸関数 $U$ に附随するブレグ

マンダイバージェンス $H^{U}$ とは $\mathcal{P}_{2}^{ac}(\mathbb{R}^{d})\cross \mathcal{P}_{2}^{ac}(\mathbb{R}^{d})$ 上の非負値汎関数で，$\mu,$
$\nu\in \mathcal{P}_{2}^{ac}(\mathbb{R}^{d})$

に対して $\mu$ の $\nu$ を参照にしたブレグマンダイバージェンスは

$H_{\nu}^{U}( \mu)=\int_{\mathbb{R}^{d}}[U(\frac{d\mu}{dx})-U(\frac{d\nu}{dx})-U’(\frac{d\nu}{dx})(\frac{d\mu}{dx}-\frac{d\nu}{dx})]dx$

と定義されます．例えば，$U(r)=r\log(r)$ とすれば，標準正規分布を参照にした相対エン
トロピー $H_{N(0,I_{d})}$ と標準正規分布を参照にしたブレグマンダイバージェンス $H_{N(0,I_{d})}^{U}$ は

一致します．よってブレグマンダイバージェンスは相対エントロピーの一般化とみなさせ
ます．さらにブレグマンダイバージェンスは一般化されたピタゴラスの定理を満たすので，
情報幾何の文脈では距離関数の二乗のように振舞うとみなせます．(ブレグマンダイバー
ジェンスについては例えば [7] やそこで挙げられている文献を参考にして下さい) そして

適切な条件下において，Wasserstein 距離関数とブレグマンダイバージェンスの平方根を
比較する輸送不等式が成立つことが知られています．(例えば，[8, Theorem 6.3] を参照に

して下さい)
このようにして二つの幾何，Wasserstein 幾何と情報幾何，の様相は異なりますが全く

関連がないわけでなく，輸送不等式を通して二つの幾何を比べることが可能です．
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