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曲面上の曲線に沿った展直平面族の包絡面を考え，その特異点の分類と幾何学的性質を述べる．

ここで，曲線に接していて曲面に垂直な平面を曲面上の曲線の展直平面と呼ぶ．この包絡面は元の
曲面と接平面同士が常に直交する可展面となる．このような可展面を法可展面と呼ぶ．法可展面

の特異点の分類において，1変数関数の開折理論を応用した．

1 準備

1.1 ダルブーフレーム

$I$ を開区間， $U$ を $\mathbb{R}^{2}$ の開集合とする．埋め込み $X:Uarrow M;(u, v)\mapsto X(u, v)$ に対して

$M=X(U)$ を正則曲面とよび，平面上の正則曲線 $\overline{\gamma}$ : $Iarrow U;t\mapsto(u(t), v(t))$ に対し，空間曲線

$\gamma=X\circ\overline{\gamma}:Iarrow M\subset \mathbb{R}^{3}$

を考える． $\gamma$ のパラメータを空間曲線としての弧長 $s$ に取りなおし，その単位速度ベクトルを，

$t(s)=\gamma’(s)$

と書く．曲面の単位法線ベクトルを $\gamma$ 上に制限したものを，

$n_{\gamma}(s)= \frac{X_{u}\cross X_{v}}{\Vert X_{u}\cross X_{v}\Vert}\circ\overline{\gamma}(s)$

とすると， $t(s)=u’(s)X_{u}\circ\overline{\gamma}(s)+v’(s)X_{v}\circ\overline{\gamma}(s)$ なので， $\langle t(s)$ , $n_{\gamma}(s)\rangle=0$ である．いま，ど

ちらも単位ベクトルであるため，

$b(s)=n_{\gamma}(s)\cross t(s)$

とすれば， $\{t(s), b(s), n_{\gamma}(s)\}$ は $\mathbb{R}^{3}$ 内の正規直交系をなす．これは， $M$ 上の $\gamma$ に沿ったダルブー

フレーム (Darboux frame) とよばれる．さて， $\langle t(s)$ , $t(s)\rangle=1$ より $\langle t’(s)$ , $t(s)\rangle=0$ なので， $t’(s)$

は

$t’(s)=\kappa_{g}(s)b(s)+\kappa_{n}(s)n_{\gamma}(s)$

と $b(s)$ と $n_{\gamma}(s)$ の一次結合として書くことができる．これらの係数について， $\prime i_{g}$ は測地的曲率

(geodesic curvature), $\kappa_{n}$ は法曲率 (normal curvature) とよばれ，以下のようになる．

$\kappa_{g}(s)=\langle t’(s) , b(s)\rangle=\det(\gamma’(s), \gamma"(s), n_{\gamma}(s))$ ,

$li_{n}(S)=\langle t’(s) , n_{\gamma}(s)\rangle=\langle\gamma"(s) , n_{\gamma}(s)\rangle.$
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同様に， $b’(s)$ は $t(s)$ と $n_{\gamma}(s)$ の一次結合で書くことができるが， $\langle t(s)$ , $b(s)\rangle’=\langle t’(s)$ , $b(s)\rangle+$

$\langle t(s)$ , $b’(s)\rangle$ であり，一方で $\langle t(s)$ , $b(s)\rangle=0$ より $\langle t(s)$ , $b(s)\rangle’=0$ であるため， $\langle b’(s)$ , $t(s)\rangle=$

$-\langle t’(s)$ , $b(s)\rangle=-\kappa_{9}(s)$ となる．これを踏まえると，

$b’(s)=-\kappa_{g}(s)t(s)+\tau_{9}(s)n_{\gamma}(s)$

と書くことができる． $\tau_{g}(s)$ は測地的摸率 (geodesic torsion)とよばれ，

$\tau_{g}(\mathcal{S})=\langle b’(s)$ , $n_{\gamma}(s)\rangle=\langle n_{\gamma}’(s)\cross t(s)+n_{\gamma}(s)\cross t’(s)$ , $n_{\gamma}(s)\rangle=\det(\gamma’(s), n_{\gamma}(s), n_{\gamma}’(s))$

となる．同様の手法により，

$n_{\gamma}’(s)=-\kappa_{n}(s)t(s)-\tau_{9}(s)b(s)$

である．以上まとめると，フレネセレ型の公式

$\{\begin{array}{l}t’(s)=\kappa_{9}(s)b(s)+\kappa_{n}(s)n_{\gamma}(s)b’(s)=-\kappa_{g}(s)t(s)+\tau_{g}(s)n_{\gamma}(s)n_{\gamma}’(s)=-\kappa_{n}(s)t(s)-\tau_{9}(s)b(s)\end{array}$

が成り立つ．ここで，3つのベクトルを以下のように定め，

$D_{n}(s)=-\kappa_{n}(s)b(s)+\kappa_{9}(s)n_{\gamma}(s)$ :法ダルブーベクトル (normal Darboux vector)

$D_{r}(s)=\tau_{g}(\mathcal{S})t(s)+\kappa_{g}(s)n_{\gamma}(s)$ :展直ダルブーペクトル (rectifying Darboux vector)

$D_{o}(s)=\tau_{g}(s)t(s)-\kappa_{n}(s)b(s)$ :接触ダルブーベクトル (osculating Darboux vector)

それぞれ単位ベクトルにしたものを

$\overline{D_{n}}=\frac{-\kappa_{n}b+\kappa_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\kappa_{n}^{2}}}, \overline{D_{r}}=\frac{\tau_{g}t+\kappa_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}}}, \overline{D_{o}}=\frac{\tau_{g}t-\kappa_{n}b}{\sqrt{\kappa_{n}^{2}+\tau_{9}^{2}}}$

と書く．さらに， $(M, \gamma)$ の不変量 $\delta_{r}$ , $\sigma$。を以下のように定める :

$\delta_{r}(s)=\kappa_{n}(s)-\frac{\kappa_{9}(s)\tau_{g}’(s)-\kappa_{9}’(s)\tau_{g}(s)}{\kappa_{g}^{2}(s)+\tau_{g}^{2}(s)}$

$\sigma_{r}(s)=\frac{\tau_{9}(s)}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}(s)+\tau_{g}^{2}(s)}}+(\frac{\kappa_{g}(s)}{\delta_{r}(s)\sqrt{\kappa_{g}^{2}(\mathcal{S})+\tau_{9}^{2}(s)}})’$

測地的曲率 $\kappa_{g}$ , 法曲率 $\kappa_{n}$ , 測地的振率 $\tau_{g}$ について，次の事実が知られている．

命題 1.1 1. $\kappa_{g}(s)\equiv 0$ になるための必要十分条件は， $\gamma$ が $M$ の測地線になることである．

2. $\kappa_{n}(s)\equiv 0$ になるための必要十分条件は， $\gamma$ が $M$ の漸近線になることである．

3. $\tau_{9}(s)\equiv 0$ になるための必要十分条件は， $\gamma$ が $M$ の曲率線になることである．
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1.2 1変数関数の開折理論

$U,$ $V$ を $\mathbb{R}^{n}$ の開集合とする． $C^{\infty}$ 級関数 $f:Uarrow \mathbb{R}^{p},$ $g:Varrow \mathbb{R}^{p}$ について， $x_{0}\in U\cap V$ であ

るような点 $x_{0}$ に対して， $f$ と $g$ が点 $x_{0}$ で同じ写像芽を定めるとは， $U\cap V$ に含まれる $x_{0}$ の開

近傍 $W$ が存在し， $x\in W$ であるような任意の $x$ において $f(x)=g(x)$ が成り立つことと定義さ

れる．この関係は同値関係であり， $f$ を含む同値類を写像 $f$ の点 $x_{0}$ での写像芽 (map germ)とよ

び， $f$ : $(\mathbb{R}^{n}, x_{0})arrow(\mathbb{R}^{p}, f(x_{0}))$ などと書く． $f$ が $C^{\infty}$ 級である場合，可微分写像芽 (differentiable

map germ) とよぶ．

可微分関数芽 $f:(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, b)$ と $g:(\mathbb{R}, a’)arrow(\mathbb{R}, b’)$ が $\mathcal{R}$ 同値 ( $\mathcal{R}$-equivalent)であるとは，微

分同相写像芽 $\phi:(\mathbb{R}, a’)arrow(\mathbb{R}, a)$ が存在して， $f\circ\phi(t)=g(t)+(b-b’)$ をみたすことをいう．可微

分関数芽 $f:(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, b)$ が $A_{k}$ 型 ( $A_{k}$ type) であるとは， $f^{(r)}(a)=0(1\leq r\leq k)$ , $f^{(k+1)}(a)\neq 0$

をみたすことをいう．ここで， $f^{(r)}$ は $f$ の $r$ 階導関数をあらわす． $A_{k}$ 型の関数芽について次のこ

とが知られている [1]

定理 1.2. 可微分関数芽 $f:(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, b)$ が $A_{k}$ 型であるとき， $f$ は $g(t)=\pm t^{k+1}$ で代表される

可微分関数芽 $g:(\mathbb{R}, O)arrow(\mathbb{R}, O)$ に $\mathcal{R}$ 同値である．ただし， $g$ の符号は $f^{(k+1)}(a)$ の符号に対応し

ている．

可微分関数芽 $f$ : $(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, c)$ に対し，可微分関数芽 $F:(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{r}, (a, b))arrow(\mathbb{R}, c)$ が

$F(t, b)=f(t)$ をみたすとき， $F$ を $f$ の $r$ 次元開折 ( $r$-dimensional unfolding) といい， $r$ を $F$ の開

折次元 (unfolding dimension) と呼ぶ． $G$ : $(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{s}, (a, b arrow(\mathbb{R}, c)$ もまた $f$ の開折であるとき，

以下をみたす組 $(\Phi, \phi)$ を $G$ から $F$ への $\mathcal{R}-f$ 開折圏射 ( $\mathcal{R}$-fmorphism) という :

1. $\Phi$ は可微分写像芽 $\Phi$ : $(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{s}, (a, b))arrow(\mathbb{R}, a)$ で $\Phi(x, b’)=x$ をみたす．

2. $\phi$ は可微分写像芽 $\phi:(\mathbb{R}^{s}, b’)arrow(\mathbb{R}^{r}, b)$ である．

3. 等式 $G(t, v)=F(\Phi(t, v), \phi(v))$ が成り立つ．

さらに， $F$ が $f$ の $\mathcal{R}$ 普遍開折 ( $\mathcal{R}$-versal unfolding) であるとは， $f$ の任意の開折 $G$ に対して $F$ へ

の $\mathcal{R}$-開折圏射が存在することをいう． $\mathcal{R}$ 普遍開折について次のことが知られている \’il]

定理 1.3. $f:(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, c)$ を $A_{k}$ 型の可微分関数芽， $F:(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{r}, (a, b))arrow(\mathbb{R}, c)$ を $f$ の開折，

さらに，

$\frac{\partial F}{\partial u_{i}}(t, b)=\alpha_{0,i}+\alpha_{1,i}(t-a)+\alpha_{2,i}(t-a)^{2}+\cdots+\alpha_{k-1,i}(t-a)^{k-1}+\cdots$

であるとする．このとき， $F$ が $\mathcal{R}$ 普遍開折であるための必要十分条件は，

rank $(\begin{array}{lll}\alpha_{0,1} \alpha_{0,2} \alpha_{0,r}\alpha_{1,1} \alpha_{1,2} \alpha_{1,r}\cdots \cdots \cdots\alpha_{k-1,1} \alpha_{k-1_{)}2} \alpha_{k-1,r}\end{array})=k$

である．したがって， $r\geq k$ がみたされる．
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系 1.4. 開折 $\tilde{G}:(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{k}, (0,0))arrow(\mathbb{R}, 0)$ を

$\overline{G}(t, x)=\pm t^{k+1}+u_{1}+u_{2}t+\cdots+u_{k}t^{k-1}$

と定めると， $\tilde{G}$ は $g(t)=\pm t^{k+1}$ の $\mathcal{R}$ 普遍開折である．

$f:(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, c)$ を $A_{k}$ 型の可微分関数芽， $F:(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{r}, (a, b))arrow(\mathbb{R}, c)$ を $f$ の開折とする．

このとき，

$\mathcal{D}_{F}=\{u\in \mathbb{R}^{r}|F(t, u)=\frac{\partial F}{\partial t}(t,u)=0$ となる $t$ が存在する $\}$

を $F$ の判別集合 (discriminant set) と呼ぶ．特に $r=3$ の場合で，任意の $t\in(\mathbb{R}, 0)$ に対して

$f_{t}(u)=F(t, u)$ とするとき， $f_{t}$ がしずめ込みならば $f_{t}^{-1}(0)$ は $\mathbb{R}^{3}$ 内の正則曲面を定める．この場

合の $\mathcal{D}_{F}$ を $F=0$ から定まる曲面族の包絡面 (envelope) と呼ぶ．判別集合については次のことが

知られている．[1]

定理 1.5. $F:(\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{r}, (a, b))arrow(\mathbb{R}, O)$ を可微分関数芽 $f:(\mathbb{R}, a)arrow(\mathbb{R}, O)$ の開折， $G:(\mathbb{R}\cross$

$\mathbb{R}^{r},$ $(a’, b arrow(\mathbb{R}, 0)$ を可微分関数芽 $f:(\mathbb{R}, a’)arrow(\mathbb{R}, O)$ の開折とする． $f_{9}$がともに $A_{k}$ 型であり，

$F,$ $G$ がともに $\mathcal{R}$普遍開折のとき，微分同相写像芽 $\phi:(\mathbb{R}^{r}, b)arrow(\mathbb{R}^{r}, b’)$ が存在して， $\phi(\mathcal{D}_{F})=\mathcal{D}_{G}$

が成り立つ．

$A_{k}$ 型の可微分写像芽の標準形 $f(t)=\pm t^{k+1}$ の $\mathcal{R}$ 普遍開折は系 1.4より

$F(t, x)=\pm t^{k+1}+x_{1}+x_{2}t+\cdots+x_{k}t^{k-1}$

と求められるが，その判別集合芽 $\mathcal{D}_{F}$ を具体的に計算すると，以下のようになる．

1. $k=1$ の場合， $\mathcal{D}_{F}=\{0\}\cross \mathbb{R}^{r-1}$

2. $k=2$ の場合， $\mathcal{D}_{F}=C\cross \mathbb{R}^{r-2}$ . ここで，

$C=\{x\in(\mathbb{R}^{2},0)|x_{1}=2t^{3}, x_{2}=-3t^{2}\}$

であり，カスプ曲面とよばれる．

3. $k=3$ の場合， $\mathcal{D}_{F}=SW\cross \mathbb{R}^{r-3}$ . ここで，

$SW=\{x\in(\mathbb{R}^{3},0)|x_{1}=\pm eu^{4}+u^{2}v, x_{2}=\mp 4u^{3}-2uv, x_{3}=v\}$

であり，ツバメの尾とよばれる．

1.3 線織面と法可展面

空間曲線 $\gamma(u)$ とその変数 $u$ に依存する零でないベクトル $\xi(u)$ およびパラメータ $v$ によって

$p(u, v)=\gamma(u)+v\xi(u)$

と表される曲面を線織面 (ruled surface) と呼ぶ． $\gamma$ を導線 (base curve), $\xi$ を準曲線 (director curve)

とよび， $u$ を止めるごとに得られる直線 $\gamma(u)+v\xi(u)$ を母線 (rulings) とよぶ．ガウス曲率が恒等
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的に $0$ であるような線織面を可展面 (developable surface)と呼ぶ．線織面 $p(u, v)$ が可展面である

ための必要十分条件は，

$\det(\gamma’(u), \xi(u), \xi’(u))=0$

が成り立つことである．ただし， $\gamma’(u)=(d\gamma/du)(u)$ とする． $\tilde{\xi}(u)=\xi(u)/\Vert\xi(u)\Vert$ とすると，線

織面 $p(u, v)$ が柱面 (cylinder) であることの必要十分条件は $\tilde{\xi}’(u)\equiv 0$ が成り立つことである．ま

た， $\tilde{\xi}’(u)\neq 0$ が成り立つとき， $p(u, v)$ は非柱面的 (non-cylindrical) であるという． $p(u, v)$ が非

柱面的であるとき，

$\gamma(u)-\frac{\langle\gamma’(u),\tilde{\xi}’(u)\rangle}{\langle\tilde{\xi}’(u),\tilde{\xi}(u)\rangle}\tilde{\xi}(u)$

で表される曲線を締括線 (striction curve)といい，線織面の特異点は締括線上に現れることが知

られている．線織面 $p(u, v)$ が錐面 (cone) になることの必要十分条件は締括線が 1点になること

である．

法可展面並びに法柱面法錐面の定義を述べる． $M$ を曲面， $M$ 上の曲線を $\gamma$ とする． $\gamma$ がのっ

ている可展面のうち，各点 $\gamma(s)$ で接平面が定まり，それが $T_{\gamma}M$ に直交しているものを $\gamma$ に沿った

法可展面 (normal developable surface) と呼ぶ．N が $\gamma$ に沿った法可展面かつ柱面である場合 $N$ の

ことを $M$ の法柱面 (normal cylinder) と呼ぶ．この場合 $M$ と $N$ は横断的に交わり $M\cap N$ は正則

曲線を $C$ をなす．この正則曲線 $C$ のことを $M$ の法柱面による切断 (normal cylindrical slice) と

呼ぶ． $N$ が錐面で上のような条件をみたすとき，N を $M$ の法錐面 (normal cone), 正則曲線 $C$ を

$M$ の法錐面による切断 (nomal conical slice) と呼ぶ．

2 曲面上の曲線に付随する平面族の包絡面

関数 $G_{r}:I\cross \mathbb{R}^{3}arrow \mathbb{R}$ を

$G_{r}(s, x)=\langle x-\gamma(s) , b(s)\rangle$

と定め， $g_{rx}(s)=G_{r}(s, x)$ とすると， $G_{r}$ は $g_{rx}$ の 3次元開折となっている．

命題 2.1. $\kappa_{g}^{2}(s0)+\tau_{g}^{2}(s_{0})\neq 0$ のとき， $g_{rx}(s)$ について以下が成り立つ．

1. $g_{rx}(s_{0})=0$ が成り立つための必要十分条件は，

$x-\gamma(s_{0})=ut(s_{0})+vn_{\gamma}(s_{0})$

をみたす $u,$
$v\in \mathbb{R}$ が存在することである．

2. $g_{rx}(s_{0})=g_{rx}’(s_{0})=0$ が成り立つための必要十分条件は，

$x- \gamma(s_{0})=u\frac{\tau_{g}(s_{0})t(s_{0})+\kappa_{g}(s_{0})n_{\gamma}(s_{0})}{\sqrt{\kappa_{g^{2}}(s_{0})+\tau_{g^{2}}(s_{0})}}$

をみたす $u\in \mathbb{R}$ が存在することである．

3. $g_{rx}(s_{0})=g_{rx}’(s_{0})=g_{rx}"(s_{0})=0$ が成り立つための必要十分条件は，以下のいずれかが成り

立つことである．
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(a) $\delta_{r}(s_{0})\neq 0$ かつ

$x- \gamma(s_{0})=\frac{\kappa_{g}(s_{0})}{\delta_{r}(s_{0})\sqrt{\kappa_{g^{2}}(s_{0})+\tau_{g^{2}}(s_{0})}}\frac{\tau_{g}(s_{0})t(s_{0})+\kappa_{g}(s_{0})n_{\gamma}(s_{0})}{\sqrt{\kappa_{g^{2}}(s_{0})+\tau_{g^{2}}(s_{0})}}$

が成り立つ．

$($b$)$ $\delta_{r}(s_{0})=0,$ $\kappa_{g}(s_{0})=0$ つまり $\kappa_{n}(s_{0})=0,$ $\kappa_{g}’(s_{0})=\kappa_{n}(s_{0})\tau_{g}(s_{0})$ , かつ

$x-\gamma(s_{0})=ut(s_{0})$

をみたす $u\in \mathbb{R}$ が存在する．

4. $g_{rx}(s_{0})=g_{rx}’(s_{0})=g_{rx}"(s_{0})=g_{rx}"’(s_{0})=0$ が成り立つための必要十分条件は，以下のいず

れかが成り立つことである．ここで， $s_{0}$ は省略する．

$($a$)$ $\delta_{r}\neq 0,$ $\sigma_{r}=0$ かつ

$x- \gamma=\frac{\kappa_{g}}{\delta_{r}\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\tau_{9}^{2}}}\frac{\tau_{9}t-\kappa_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\tau_{q}^{2}}}$

が成り立つ．

$($b$)$ $\delta_{r}=0,$ $\delta_{r}’\neq 0,$ $\kappa_{9}=0$ つまり $\kappa_{g}=0,$ $\kappa_{g}’=-\tau_{9}\kappa_{n},$ $2\tau_{g}’\kappa_{n}+\tau_{9}\kappa_{n}^{/}+\kappa_{g}"\neq 0$ , かつ

$x- \gamma=-\frac{\kappa_{g}’}{2\tau_{9}’\kappa_{n}+\tau_{g}\kappa_{n}^{/}+\kappa_{g}"}t$

が成り立つ．

$($ C $)$ $\delta_{r}=\delta_{r}’=0,$ $\kappa_{g}=\kappa_{9}’=0$ つま $\gamma_{)}\kappa_{n}=\kappa_{g}=\kappa_{9}’=0,$ $\kappa_{g}"=-\kappa_{n}^{/}\tau_{g}$ , かつ

$x-\gamma(s_{0})=ut(s_{0})$

をみたす $u\in \mathbb{R}$ が存在する．

5. $\overline{\delta}_{r}(s_{0})\neq 0$ のとき， $9rx(s_{0})=g_{rx}’(so)=g_{rx}"(s_{0})=g_{rx}"’(s_{0})=9^{(4)}rx(s_{0})=0$ が成り立つため

の必要十分条件は， $\sigma_{r}=\sigma_{r}’=0$ かつ

$x- \gamma(s_{0})=\frac{\kappa_{g}(s_{0})}{\delta_{r}(s_{0})\sqrt{\kappa_{g^{2}}(s_{0})+\tau_{g^{2}}(s_{0})}}\frac{\tau_{g}(s_{0})t(s_{0})+\kappa_{g}(s_{0})n_{\gamma}(s_{0})}{\sqrt{\kappa_{g^{2}}(s_{0})+\tau_{g^{2}}(s_{0})}}$

が成り立つことである．

この命題から， $G_{r}$ が定める包絡面が，

$\mathcal{D}_{G_{r}}=\{\gamma+u\overline{D_{r}}|\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}\neq 0, u\in \mathbb{R}\}\cup\{\gamma+ut+vn_{\gamma}|\kappa_{g}=\tau_{g}=0, u, v\in \mathbb{R}\}$

とわかる． $\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}\neq 0$ の場合の包絡面を，

$ND_{\gamma}(s, u) = \gamma(s)+u\overline{D_{r}}(s)$

$= \gamma(s)+u\frac{\tau_{g}(s)t(s)+\kappa_{9}(s)n_{\gamma}(s)}{\sqrt{\kappa_{g^{2}}(s)+\tau_{g^{2}}(s)}}$
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と表す．これは線織面であり，

$\overline{D_{r}}’=(\kappa_{n}-\frac{\kappa_{g}\tau_{g}’-\kappa_{g}’\tau_{g}}{\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}})\frac{-\kappa_{g}t+\tau_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\tau_{9}^{2}}}=\delta_{r}\frac{-\kappa_{g}t+\tau_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{9}^{2}+\tau_{g}^{2}}}$

より，

$\det(\gamma’, \overline{D_{r}}, \overline{D_{r}}’) = \det(t, \frac{\tau_{g}t+\kappa_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{g^{2}}+\tau_{g^{2}}}}, \delta_{r}\frac{-\kappa_{g}t+\tau_{g}n_{\gamma}}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}}})$

$=$ $0$

が成り立つので，可展面である．各点における法ベクトルは，

$\frac{\partial ND_{\gamma}}{\partial s}\cross\frac{\partial ND_{\gamma}}{\partial u}=(u\delta_{r}-\frac{\kappa_{g}}{\sqrt{\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}}})b$

となるため， $\gamma$ 上で曲面 $M$ と $ND_{\gamma}$ の接平面どうしは常に直交している．したがって $ND_{\gamma}$ は法

可展面である．

$ND_{\gamma}$ の特異点を分類するために，定理 1.3を利用し $G_{r}$ が $g_{rx}$ の $\mathcal{R}$ 普遍開折になるための必要十

分条件を求める． $x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ , $b(s)=(b_{1}(s), b_{2}(s), b_{3}(s))$ とすると，

$\frac{\partial G_{r}}{\partial x_{i}}(s, x)=b_{i}(s) (i=1,2,3)$

となる．rank $b=1$ より， $g_{rx}$ が $A_{1}$ 型の場合， $G_{r}$ は常に $\mathcal{R}$ 普遍開折である．

rank $(\begin{array}{l}bb\end{array})=$ rank $(\begin{array}{ll}b -\kappa_{g}t+ \tau_{9}n_{\gamma}\end{array})$

より， $g_{rx}$ が $A_{2}$ 型の場合， $G_{r}$ が $\mathcal{R}$ 普遍開折であるための必要十分条件は $\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}\neq 0$ が成り立

つことである．

rank $(\begin{array}{l}bb^{/}b,\end{array})=$ rank $(\begin{array}{l}n_{\gamma}-\kappa_{g}t+\mathcal{T}_{g}n_{\gamma}(-\kappa_{g}’+\tau_{g}\kappa_{n})t-(\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2})b+(\tau_{g}’-\kappa_{g}\kappa_{n})n_{\gamma}\end{array})$

より， $g_{rx}$ が $A_{3}$ 型の場合， $G_{r}$ が $\mathcal{R}$ 普遍開折であるための必要十分条件は

$f\mathfrak{i}_{g}(\tau_{g}’-t_{\overline{1/}g}\kappa_{n})+\tau_{9}(\kappa_{g}’+\tau_{9}\kappa_{n})\neq 0$

であり，これを整理すると，

$\kappa_{n}(\kappa_{n}^{2}+\tau_{g}^{2})-(\kappa_{9}\tau_{g}’-\kappa_{g}’\tau_{g})\neq 0$

となるため， $\kappa_{g}^{2}+\tau_{g}^{2}\neq 0$ かつ $\delta\neq 0$ が成り立つことであるとわかる．

12



これより， $OD_{\gamma}$ の特異点を以下のように分類できる．

定理 2.2. $M$ 上の正則曲線 $\gamma$ で $\kappa_{g}^{2}(s)+\tau_{g}^{2}(s)\neq 0$ をみたすものに対し，以下が成り立つ．

1. $\iota 5|\backslash \backslash (s_{0}, u_{0})i$

$u_{0} \delta_{r}(s_{0})-\frac{\kappa_{g}(s_{0})}{\sqrt{\kappa_{9}^{2}(s_{0})+\tau_{9}^{2}(s_{0})}}\neq 0$

をみたすとき， $(ND_{\gamma}, (s_{0}, u_{0}))$ は正則曲面芽である．

2. 点 $(s_{0}, u_{0})$ が， $\delta_{r}(s_{0})\neq 0,$ $\sigma_{r}(s_{0})\neq 0$ かつ

$u_{0}= \frac{\kappa_{g}(s_{0})}{\delta_{r}(s_{0})\sqrt{\kappa_{g}^{2}(s_{0})+\tau_{g}^{2}(s_{0})}}$

である力 1, または， $\delta_{r}(s_{0})=0,$ $\kappa_{g}(s_{0})=0$ かつ

$\kappa_{g}’(s_{0})-u_{0}(2\tau_{g}’(s_{0})\kappa_{n}(s_{0})+\tau_{g}(s_{0})\kappa_{n}’(s_{0})+\kappa_{g}"(s_{0}))\neq 0$

であるとき， $(ND_{\gamma}, (so, u_{0}))$ の像はカスプ曲面に局所微分同相である．

3. 点 $(s_{0}, u_{0})$ が， $\delta_{r}(s_{0})\neq 0,$ $\sigma_{r}(s_{0})=0,$ $\sigma_{r}’(s_{0})\neq 0$ かつ

$u_{0}= \frac{\kappa_{g}(s_{0})}{\delta_{r}(\mathcal{S}_{0})\sqrt{\kappa_{g}^{2}(s_{0})+\tau_{g}^{2}(s_{0})}}$

をみたすとき， $(ND_{\gamma}, (s_{0}, u_{0}))$ の像はツバメの尾に局所微分同相である．

$ND_{\gamma}$ については以下のことが成り立つ．

定理 2.3. $M$ 上の正則曲線 $\gamma$ で $\kappa_{9}^{2}(\mathcal{S})+\tau_{g}^{2}(s)\neq 0$ をみたすものに対し， $(a),(b),(c)$ は同値である．

1. (a) $ND_{\gamma}$ が柱面である．

(b) $\delta_{r}(s)\equiv 0$

(c) $\gamma$ は $M$ の法柱面による切断である．

2. (a) $ND_{\gamma}$ が錐面である．

(b) $\sigma_{r}(s)\equiv 0$

(c) $\gamma$ は $M$ の法錐面による切断である．

定理 2.4. 正則曲面 $M$ 上の $\kappa_{g}^{2}(s)+\tau_{9}^{2}(s)\neq 0$ をみたす正則曲線 $\gamma$ に対し， $\gamma$ に沿った法可展面

が一意に存在する．

定理 2.5. $\gamma$ に沿った法可展面において $\kappa_{9}(s)\equiv\tau_{g}(s)\equiv 0$ が成り立つための必要十分条件は， $\gamma$

が曲面 $M$ の直裁口になることである．

系 2.6. $\gamma$ に沿った法可展面の一意性が成り立たないならば， $\gamma$ は直線である．
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