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Abstract

An intermediate predicate logic $L$ is said to have the existence property (EP)

if for every $\exists xA(x)$ , $L\vdash\exists xA(x)$ implies that there is an individual variable $v$ such
that $L\vdash A(v)$ . We discuss relationships between EP and its two weak variants in

intermediate predicate logics. One variant is the weak existence property $(wEP)$ :

if $L\vdash\exists xA(x)$ , then for every non-empty finite set $\{v_{1}, . . . , v_{n}\}$ of variables that
contains all free variables of $\exists xA(x)$ , it holds that $L\vdash A(v_{1})\vee\cdots\vee A(v_{n})$ . Another
one is the sentential existence property $(sEP)$ : if $L\vdash\exists xA(x)$ and $\exists xA(x)$ is a
sentence, then there exists a fresh individual variable $v$ such that $L\vdash A(v)$ .
These weak variants arose from the consideration of relations between EP and
the disjunction property in our previous work. It is easy to see that EP implies
$wEP$, and $wEP$ implies $sEP$. We show that the converses of these implications do

not hold.

1 導入

中間述語論理とは、大雑把に言って、直観主義述語論理と古典述語論理の 「中間」 にあ

る述語論理である。 また、 existence property (EP) は、 disjunction property (DP) と並

んで、 直観主義論理が持つ興味深い特性である。 これらの特性は直観主義論理の構成性

(constructivity) を示す顕著な特徴と考えられている。本稿では EP を中間述語論理の枠
組みで考察し、幾つかの結果を得たので、現時点での成果を報告する。

本節の残りでは、中間述語論理と EP の、 ごく簡単な導入を行う。第 2節では、 $S[18]$

で示した EP と DP の相互関係について紹介する。第 3節では、 EP の 2つの弱い変種

に関する進行中の研究の一部を紹介する。 これらの弱い変種は、第 2節で紹介した議論
に由来する。 第 4節では、 まとめと今後の研究に関わる幾つかの注意を述べる。

$*$本研究は、 日本学術振興会 科学研究費補助金基盤研究 (C) 課題番号 24540120の助成を受けて行

われたものです。 (Supported in part by Grant-in-Aid for Scientific Research (C) No. 24540120, Japan
Society for the Promotion of Science.) 本稿は、筆者の現在進行中の研究の要旨です。This is an extended
abstract of the author’s work in progress.
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言語として pure first-order language $\mathscr{L}$ を用いる。 この $\mathscr{L}$ は、 論理結合子として

V (disjunction), $\wedge$ (conjunction), $\supset$ (implication), $\neg$ (negation), quantifiers として $\exists$

(existential quantifier) と $\forall$ (universal quantifier) を持つ。 また、 可算無限個の個体変

数と、 各 $m<\omega$ について $m$ 変数 ( $m$-ary)の述語変数 (predicate variable) を可算無限個

持つ。 $0$変数述語変数は命題変数と同一視する。 $\mathscr{L}$ には個体定数も関数記号も無く、等

号も無い事に注意せよ。

定義 1.1 $\mathscr{L}$ の論理式の集合 $L$ は、以下の 3条件を満たすとき、 中間述語論理 (interme-

diate predicate logic) であるという。

(Q1) $L$ は、 直観主義述語論理 $H_{*}$ で証明可能な論理式をすべて含む。

(Q2) $L$ に含まれる論理式は、すべて古典述語論理 $C_{*}$ で証明可能である。

(Q3) $L$ は、 以下の 3つの推論規則に関して閉じている:

modus ponens $($ from $A and A\supset B,$ infer $B)$ , generalization $($ from $A,$ infer $\forall xA)$ ,

uniform substitutionl for predicate variable.

ノの論理式の集合 $L$ は、 (Q1) と (Q3) を満たすとき、超直観主義的述語論理 (super-

intuitionistic predicate logic) と呼ばれる。 より詳しくは、 $Ono[11$ , 12$],$ $S[18]$ , Gabbay-

Shehtman-Skvortsov [4] などを参照して欲しい。 同様にして、 中間命題論理、超直観主

義的命題論理を定義することができる (例えば Chagrov-Zakharyaschev [1] を参照)。

この定義は、論理 $L$ と、 $L$ で証明可能な論理式の全体: $\{A:L\vdash A\}$ を同一視したも

のになっている。今後は「論理式 $A$ は論理 $L$ で証明可能」「 $L\vdash A$」 「 $A\in L$」 などの表

現を特に断らずに自由に使う。 また、 述語論理 $L$ と論理式 $A$ (論理式の集合 $S$ ) に対し

て、 $L+A$ $(L+S,$ resp. $)$ で、 $L\cup\{A\}(L\cup S,$ resp. $)$ を部分集合として含む最小の超直

観主義的述語論理を表す。本稿では、 $A$ が $\exists xp(x)\supset\forall xp(x)$ の場合が重要である。 この

論理式を $Z_{1}$ と書く (Ono [11] を参照せよ)。命題論理 $J$ に対して、 $J^{*}=H_{*}+J+Z_{1}$ は、

(超直観主義的述語論理での) 最大述語拡大と呼ばれ、 その命題部分は $J$ に一致する。

本稿の主題を導く existence propertyの概念を導入しよう。

定義 1.2論理式 $A$ が論理式 $B$ と合同 (congruent) であるとは、 (1) $A$ が $B$ から束縛変数

の alphabetic change $\uparrow_{\llcorner}^{=}$ よって得られ、 (2) その alphabetic change によって個体変数の自

由な出現箇所 (free occurrences) は、 どれも新しく束縛されない、 こととする (Kleene [6,
p. 153] を参照)。 述語論理 $L$ が existence property (EP) を持つとは、 $L$ で証明可能な任

意の $\exists xA(x)$ に対して、 $A(x)$ と合同な $\tilde{A}(x)$ と、 $\tilde{A}(x)$ の $x$ に代入可能な個体変数 $v$ とが

存在して、 $\tilde{A}(v)$ が $L/$で証明可能であることとする。

今後混同の恐れが無い限り、合同な論理式を特に区別せずに書く。 また、 個体変数

の代入可能性が随時成立する様に、論理式を合同なものに暗黙の裡に変形してあると仮

定することにしよう 2。すると、 $L$ が EP を持つとは、任意の $\exists xA(x)$ に対して次が成立

することである、 と書ける;

$L\vdash\exists xA(x)\Rightarrow$ ある個体変数 $v$ が存在して $L\vdash A(v)$

$\overline{lChurch[2,pp.192-193]の\check{S}}$を参照せよ。

2自由変数と束縛変数を言語の設計段階から区別する体系 (eg., Gentzen [5], Prawitz [13]) であれば、

この辺りはあまり気にしないでよい。以下はその様な言語で書かれていると思って読む方が解りやすい。
本稿では、 中間述語論理の諸文献の常道に従って pure language を用いる。 それに伴って記述の正確を
期せば、煩項になってしまうので、 このようにさせていただく。
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2 Existence property と disjunction property

EP と類似の性質に次の disjunction property (DP) がある。

定義 2.1論理 $L$ が disjunction property (DP) を持つとは、 $L$ で証明可能な任意の $AVB$

に対して、 $L\vdash A$ または $L\vdash B$ が成り立つこととする。

直観主義述語論理は EP と DP を共に持つ。 EP と DP は直観主義論理の構成性を示
す顕著な特徴と考えられている。 しかし、 EP と DP は「直観主義論理の構成性」 を示
す特徴であって、 中間論理において直観主義論理を特徴付けるものではない。

命題 2.2 (1) LD $=H_{*}+\forall x(p(x)\vee q)\supset(\forall xp(x)Vq)$ は $EP$ と $DP$ を持つ。 ここで、 $P$

は 1変数述語変数、 $q$ は命題変数である。 (Komori[7], Nakamura[10], 梅沢 [21])
(2) $EP$ と $DP$を持つ中間述語論理は非可算無限個存在する $(Ferrari- Miglioli[3], S[15])$

では、 EP と DP の相互関係はどうか？EP と DP はいつも同時に現れるのかと言え
ば、 そうとは限らない。 次の中村の 1983年の結果が知られている。

命題 2.3 (Nakamura[10]) $H_{*}+\exists x(p(x)\supset\forall yp(y))$ 及び $H_{*}+\exists x(\exists yp(y)\supset p(x))$ Iは $DP$

を持つが $EP$を持たない。 即ち、 $DP$を持つが $EP$を持たない中間述語論理が存在する。

つまり、 中間述語論理において、 DP は EP を導かない。 では、 逆はどうか？先ほど

DP は「 $EP$ と類似」 と表現したが、 それは 「 $\exists$ は無限個の $\fbox{Error::0x0000}$」 というよくある感覚:

$\exists xA(x)=\fbox{Error::0x0000}A(x)$

による。 すると、「 $EP$ は強力な $DP$」 という見方も説得力がある。 実際、 具体的な例で
EP を持つことを示すと同じアイデアで DP が導かれることが、 多く経験されてきてい
る。 これが一般的に成立するか？を問うのが、 1987年に発表された小野の問題 P52で

ある $3_{o}$

問題 2.4 (Ono’s problem P52 [12]) 中間述語論理において、 $EP$ は $DP$ を導くか？

(cf. Minari[8], 梅沢 [21])

$S[18]$ に於いて、 これに否定的解決を与えた。 即ち、 EP を持ち DP を持たない中間
述語論理が存在する。 以下にその結果と関連して得られた知見を述べる。

2.1 EP と DP は独立である:小野の問題 P52の否定的解決

議論を容易にするために、超直観主義的述語論理の範囲で議論する。以下では、特に断
らない限り、超直観主義的述語論理を単に論理と言う。
小野の問題 P52(問題 2.4) を否定的に解決するために、EP を持ち DP を持たない中間

述語論理を作りたい。 そこで、比較不能な 2つの論理 $L$ と $K$ $($即ち $L\not\subset K$ かつ $K\not\subset L)$

を用意し、共通部分の論理 $L\cap K$ を作る。 すると、 $L\cap K$ は DP を持たない $(cf. S[16])$
。

よって、適切な 2つの比較不能な論理を用意して、それらの共通部分が EP を持つよう
にできればよい。 さらに一方が中間述語論理であれば、共通部分も中間述語論理にな
る。 その為の工夫として、次の定義を導入する。 この概念は超直観主義的述語論理でこ
そ意味を持つ。

30no’s problems として知られる一群の問題の 1つである。 (Ono [12])
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定義 2.5論理 $L$ が extreme existence property $(eEP)$ を持つとは、 $L$ で証明可能な任意

の $\exists xA(x)$ に対して、 $\exists xA(x)$ に出現しない個体変数 $v$ が存在して、 $A(v)$ が $L$ で証明可

能であることとする。

補題 2.6 $L$ が $EP$ を持ち、 $K$ が $eEP$ を持てば、 $L\cap K$ (は $EP$ を持つ。

補題 2.6における $K$ として一番簡単な $H^{*}=H_{*}+Z_{1}=H_{*}+\exists xp(x)\supset\forall xp(x)$ を

取ることにする。 $H^{*}$ は明らかに $eEP$ を持つ。 次に、 $L$ として命題部分が $H_{*}$ と異なり、

EP を持つ論理が得られればよい。 ここで次の定義を導入する。

定義 2.7論理 $L$ が weak existence property $(wEP)$ を持つとは、 $L$ で証明可能な任意の

$\exists xA(x)$ と個体変数の任意の空でない有限集合 $\{v_{1}, . . . , v_{n}\}$ で $\exists$xA(x) の自由変数をすべ

て含むものに対して、 $A(v_{1})\vee\cdots\vee A(v_{n})$ が $L$ で証明可能であることとする。

論理が $wEP$ と共に DP を持てば、 その論理は EP(と同時に DP) を持つ。 この手順

を使って、 Prawitz [13] と Komori [7] は H、と LD の EP をそれぞれ示している。

補題 2.8 Kripke base (即ち underlying partially ordered set) が finite binary tree であ

る Kripke frames の全体で特徴付けされる論理を Lo とする 4。Lo は、 $wEP$ を持ち、 か

つ、 $DP$ を持つ。 よって $EP$ も持つ。

補題 2.9補題 2.8の $L_{0}$ において、 $Z_{1}$ は証明不可能であり、次の G」は証明可能である。

$GJ: \bigwedge_{i=0}^{2}((p_{i}\supset\fbox{Error::0x0000}p_{i})\supset\fbox{Error::0x0000}p_{j})\supset\fbox{Error::0x0000}p_{i}$

そして、 $GJ$ は $H^{*}$ では証明不可能である。 よって、 Lo と $H^{*}$ は比較不能である。

玩は中間述語論理であるから、 $L_{0}\cap H^{*}$ は、 EP を持ち DP を持たない中間述語論

理である。 かくして、 小野の問題 P52の否定的解決が得られた。 まとめると:

定理 2.10中間述語論理において、 $EP$ と $DP$は独立である。

注意 2.11 (1) ほぼ同様に、 $LD+GJ\vee Z_{1}$ が EP を持ち DP を持たないことが示せる。
これは有限公理化可能な論理による反例となっている。

(2) この形 $(L\cap J^{*})$ の反例は、 実は非可算無限個作ることができる。 (cf. 系 2.16)

2.2 Z-正規性

前小節で作った反例 $L_{0}\cap H^{*}$ では、 $eEP$ という extreme な性質を利用していた。 実は、

この $eEP$ の働きをうまく 「抑制」 すれば、 肯定的な結果が得られる。 まず、 $eEP$ の特

徴付けとなる次の補題を見る。

補題 2.12任意の論理 $L$ に対して、 次が成り立つ。

$L$ は $eEP$ を持つ $\Leftrightarrow L\vdash\exists xp(x)\supset\forall xp(x)\Leftrightarrow L\vdashp(x)\supset p(y)$

ここで、 $p$ は 1変数述語変数で $x$ と $y$ は相異なる個体変数である。

この $p(x)\supset p(y)$ を $Z$ と表す。 $eEP$ の働きを抑制するために、次の定義を導入する。

4Kripke frame 意味論 (Kripke frame semantics) については、 Ono [11], $S[18]$ , Gabbay-Shehtman-
Skvortsov [4] などを参照せよ。
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定義 2.13 $(S[18])$ 次の推論規則を $(ZR)$ と呼ぶ:

$\frac{A\vee(p(x)\supset p(y))}{A}(ZR)$

ここで、 $P$ は 1変数述語変数、 $x$ と $y$ は相異なる個体変数で、 $A$ に出現しないものとす

る。 論理 $L$ は、 $(ZR)$ について閉じているとき、 Z-正規 ( $Z$-normal)であるという。

$(ZR)$ は直観主義論理でも古典論理でも妥当な推論規則であり、述語論理の自然な規

則であると言えよう。 $Z$-正規な論理では、 $Z$ を Vとの関連上で矛盾と同等に扱ってお
り、補題 2.12から $eEP$ の働きを抑制していると考えることができる。 もし、 論理が Z-
正規ならば $eEP$ を持たない。 (しかし、 $Z$-正規でない論理で $Z$ が証明可能でない論理も

存在する。 cf. 注意 3.13)。また、 $Z$-正規性は意味論的にも自然である:

命題 2.14 Kripke bases $ffl$「$J$ち partially ordered sets) のあるクラスによって特徴付けさ
れる論理は、 $Z$ -正規である。 また、完備 Heyting代数のあるクラスによって特徴付けさ
れる論理は、 $Z$ -正規である。

そして、 $Z$-正規性を利用して、次が示される。

定理 2.15 $(S[18])$ 論理 $L$ は $Z$ -正規であるとする。 $L$ が $EP$を持てば $DP$ を持つ。

命題 2.14より、意味論的議論では多くの場合、 自然に定理 2.15の仮定が満たされ、
「具体例で EP を持つことを示すと同じアイデアで DP が導かれる」 という経験が理解
できる。 これが小野の問題 P52が意外に長く open だった理由の一端かもしれない。
また、 定理 2.15を利用して次が示されるので、反例の多くが $L\cap J^{*}$ の形を持つこ

とが解る。 前小節で構成した反例がその形になるのも納得できそうである。

系 2.16論理 $L$ は LD を含むとする (LD $\subseteq$ L)。もし、 $L$ が $EP$ を持ち $DP$ を持たない

ならば、 $EP$ と $DP$を持つ論理 $K$ と命題論理 $J$ が存在して、 $L=K\cap J^{*}$ となる。 論理
$L$ が中間述語論理ならば、 $K$ として中間述語論理を取ることができる。

3 EP の弱い変種 2つ

前節では、 EP の 2つの変種として、 $eEP$ と $wEP$ を利用して議論を行った。 このうち、
$eEP$ は、 中間述語論理の性質としては、extreme なものであった。実際、補題 2.12を見れ
ば、 中間述語論理においてはまったく無意味と言ってよい性質である。 しかし、 $\exists xA(x)$

を sentence (閉論理式) に制限すると、 中間述語論理の性質として意味のあるものとな
る。 そこで、 次の定義を導入しよう。

定\S 3.1論理 $L$ が sentential existence property $(sEP)$ を持つとは、 $L$ で証明可能な任
意の sentence $\exists xA(x)$ に対して、 $\exists xA(x)$ に出現しない個体変数 $v$ が存在して、 $A(v)$ が

$L$ で証明可能であることとする。

この $sEP$ が EP の特別な場合になっていることは明らかである。 こうして、我々は

EP の弱い変種として $wEP$ と $sEP$ を得た。 では、中間述語論理において、EP, $wEP,$ $sEP$

の間の相互関係はどうなるのであろうか？次がすぐわかる。
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命題 3.2 (1) 論理 $L$ が $EP$ を持てば、 $wEP$ を持つ。

(2) 論理 $L$ が $wEP$ を持てば、 $sEP$ を持つ。

証明 (1): 論理 $L$ が EP を持つとせよ。 さらに、 $\exists xA(x)$ が $L$ で証明可能であるとし、

個体変数の空でない有限集合 $\{v_{1}, . . . , v_{n}\}$ で $\exists xA(x)$ の自由変数をすべて含むものを任

意に固定する。論理 $L$ が EP を持つので、個体変数 $w$ が存在して、 $A(w)$ が $L$ で証明可

能である。 もし、 $w$ が $\{v_{1}, . . . , v_{n}\}$ に含まれれば、 $A(v_{1})\vee\cdots\vee A(v_{n})$ が $L$ で証明可能

である。 そうでなければ、 $w$ は fresh な個体変数である。 論理 $L$ は genaralization につ

いて閉じているので、 $\forall wA(w)$ が $L$ で証明可能である。 よって、 各 $A(v_{i})(i=1, \ldots, n)$

は $L$ で証明可能である。 従って、 $A(v_{1})\vee\cdots\vee A(v_{n})$ が $L$ で証明可能である。

(2): 論理 $L$ が $wEP$ を持つとせよ。 さらに、 sentence $\exists xA(x)$ が $L$ で証明可能である

とせよ。 この $\exists xA(x)$ に出現しない新しい個体変数 $v$ を用意する。 この $v$ ひとつからな

る集合 $\{v\}$ は、 $\exists xA(x)$ の自由変数すべてを含む有限集合である。 論理 $L$ が $wEP$ を持

つので、 $A(v)$ が $L$ で証明可能である。 口

中間述語論理において、 この命題 3.2(1), (2) の逆は成立しない。 これが本稿で報告

する主結果である。 これを示すためには、 $wEP$ を持ち EP を持たない中間述語論理と、
$sEP$ を持ち $wEP$ を持たない中間述語論理を作って見せる必要がある。 そのために、論

理が $wEP$ および $sEP$ を持つための十分条件を、 それぞれ与える必要がある。 そこで、

次の準備をする。

定義 3.3 $\mathfrak{M}=(M, D)$ を、 $M=(M, \leq_{M})$ を Kripke base (underlying partially ordered

set) として持つ Kripke frame とする。 $M$ の元 $m\in M$ をひとつ取り、 $M$ において $m$

以上 “ の元の集合を $M^{m}$ とする:

$M^{m}:=\{n\in M;m\leq_{M}n\}$

この $M^{m}$ に $D$ を制限して得られる個体領域 $D^{m}$ と $M^{m}$ とを組み合わせて得られる Kripke

frame $\mathfrak{M}^{m}=(M^{m}, D^{m})$ を、 ( $m$ によって生成される) $\mathfrak{M}$ の generated subframe と言い、

$m$ をその生成元という。Generated subframe は、常にその生成元を最小元とする Kripke

frame となる。
$\mathfrak{M}=(M, D)$ を最小限 $0_{M}$ を持つ Kripke frame とし、 $V$ を $D(O_{M})$ の空でない部分集

合とする。 $($式で書けば: $\emptyset\neq V\subseteq D(0_{M}))$ 新しい元 $0$ を用意し、 これを $M$ の最小元

の下に新しい最小元として付加してえられる partially ordered set を $0\uparrow M$ と書く。 こ

の $0$ における個体領域を $V$ と定めれば、 自然に $0\uparrow M$ 上に個体領域が定義でき、 これ

によって $0\uparrow M$ を Kripke base とする Kripke frame が定義できる。 この Kripke frame

を $V\uparrow \mathfrak{M}$ と書く。 $V$ が有限集合のとき、 $V\uparrow \mathfrak{M}$ は、 $\mathfrak{M}$ から有限的 $\uparrow$ で得られると言

う。 また、 $V$ が単元集合 (singleton) のとき、 $V\uparrow \mathfrak{M}$ は、 $\mathfrak{M}$ から単元的 $\uparrow$ で得られると

言う。

補題 3.4論理 $L$ が Kripke framesのあるクラス留で特徴付けられているとする。 もし、

曽が generated subframe を作る操作と有限的 $\uparrow$ を作る操作について閉じているなら、論

理 $L$ は $wEP$ を持つ。
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証明 論理式 $\exists xA(x, v_{1}, \ldots, vn)$ が、 $v_{1}$ , . . . , $v_{n}$以外に自由変数を持たないとする $(n>0)$
。

必要なら $\exists xA(x, v_{1}, \ldots, v_{n})$ を合同な論理式に変形することにすれば、変数 $x,$ $v_{1}$ , . . . , $v_{n}$

は互いに異なり、各 $v_{i}(i=1, \ldots, n)$ は $\exists$xA $(x, v_{1}, \ldots, v_{n})$ の $x$ に代入可能であると仮定し
て一般性を失わない。対偶を示すために、 $A(v_{1}, v_{1}, \ldots, v_{n})\vee\cdots\vee A(v_{n}, v_{1}, \ldots, v_{n})$ が $L$ で

証明不可能であると仮定する。論理 $L$ はクラス曽で特徴付けられているから、留に属する

Kripke frame $\mathfrak{M}=(M, D)$
、

$m\in M$
、

$\mathfrak{M}$上の valuation $\models$、及び元 $d_{1}$ , . . . , $d_{n}\in D(m)$ が

存在して、 $m\# A(d_{1}, d_{1}, \ldots, d_{n})\vee\cdots\vee A(d_{n}, d_{1}, \ldots, d_{n})$ となる。 クラス留は generated
subframe を作る操作について閉じているので、 この $m$ で生成される $\mathfrak{M}$ の generated
subframe $\mathfrak{M}^{m}$ は、 曽に属している。 これを $\mathfrak{M}$ の替わりに考えることにすれば、 $m$ が

$M$ の最小元であるとしてよい。 $V=\{d_{1}, . . . , d_{n}\}$ とおくと、 $V$ は $D(m)$ の空でない有限
部分集合である。 よって、 $V\uparrow \mathfrak{M}$ は有限的 $\uparrow$ によって得られるので、仮定より留に属

する。 $\mathfrak{M}$ の valuation $\models$ を自然に拡張して、 $V\uparrow \mathfrak{M}$ の valuation を作り、 同じ $\models$ で書
くことにする。 (元の $\models$ と矛盾しなければ、 どんなものでもよい。) すると、 $V\uparrow \mathfrak{M}$ に

おいて $0\# A(d_{1}, d_{1}, \ldots, d_{n})\vee\cdots\vee A(d_{n}, d_{1}, \ldots, d_{n})$ である。 即ち、任意の $e\in V$ に対

して、 $0\# A(e, d_{1}, \ldots, d_{n})$ である。 よって、 $0\#\exists xA(x, d_{1}, \ldots, d_{n})$ である。 先ほど断っ

たように、 $V\uparrow \mathfrak{M}$ は留に属するので、 $\exists xA(x, v_{1}, \ldots, v_{n})$ は $L$ で証明不可能ある。 $\square$

論理が $wEP$ を持つための十分条件は、 ここでの有限 $\uparrow$ を利用する方法の他に、 $S[17]$

で与えてある超花束 (ultrabouquet) の構成を利用する方法もあるが、本質的には同じこ
とをやっていることに注意しておく。違いは言語が pureか否かである。言語を個体定
数記号関数記号等号を持つものに拡張する場合については、第 4節の remark3を
参照せよ。

補題 3.4を用いて、 $wEP$ を持つが EP を持たない中間述語論理を与える。

定義 3.5 Kripke frame が線形 (linear) であるとは、Kripke base である underlying Par-
tially ordered set が線形であることとする。

線形 Kripke frame の全体の成すクラスは、明らかに generated subframe を作る操作
と有限的 $\uparrow$ を作る操作について閉じている。 そのことを利用して次が示せる。

補題 3.6線形 Kripke frames全体のなすクラスで特徴付けられる論理を Lin とする。論
理 Lin は中間述語論理であり、 $wEP$ を持つが $EP$ を持たない。

証明 論理 Lin が中間述語論理であることは、古典論理のモデルが線形 Kripke frame
の特別なものとみなせることから直ちに導かれる。 Lin が $wEP$ を持つことは、補題 3.4
から直ちに得られる。 Lin は明らかに $Z$-正規であるから、定理 2.15によって、 もし EP
をもてば DP を持つはずである。線形性の公理として知られる $(A\supset B)\vee(B\supset A)$ は、

すべての線形 Kripke frames で valid であるから、 Lin $\vdash(p\supset q)\vee(q\supset p)$ である。 こ

こで、 $P,$ $q$ は相異なる命題変数である。 一方、 $p\supset q$ は線形 Kripke frame で valid でな

いので、 Lin $\mu_{p\supset q}$ かつ Lin $\mu_{q\supset p}$ である。 即ち、 Lin Iは DP を持たない。 よって、

EP も持たない。 口

以上により、 次の定理を得る。

定理 3.7 中間述語論理において、 $wEP$ は $EP$ を導かない。
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次の補題は、補題 3.4と同様に示せる。

補題 3.8論理 $L$ が Kripke framesのあるクラス留で特徴付けられているとする。 もし、

留が generated subframe を作る操作と単元的 $\uparrow$ を作る操作について閉じているなら、論

理 $L$ は $sEP$ を持つ。

これを用いて、 $sEP$ を持つが $wEP$ を持たない中間述語論理を与える。

定義 3 $\cdot$9 Kripke baseがただ 1点からなり、 $\omega=\{0$ , 1, . . . $\}$ をその個体領域とする Kripke

frame を考えると、 これは古典述語論理を特徴付ける Kripke frame となる。 これをここ

では $\Omega$ と書く。 $\Omega$ を含み、単元的 $\uparrow$ を作る操作について閉じている最小のクラスを $\mathscr{O}$ と

書く。 $\mathscr{O}$ は、 $\Omega$ から単元的 $\uparrow$ を有限回 ( $0$ 回を含む) 繰り返して得られる Kripke frames
の全体である。

作り方から明らかだが、 $\mathscr{O}$ は generated subframeを作る操作と単元的 $\uparrow$ を作る操作

について閉じている。 よって次を得る。

補題 3.10 $\mathscr{O}$ によって特徴付けされる論理を $L(\mathscr{O})$ とする。 $L(\mathscr{O})$ は中間述語論理であ

り、 $sEP$ を持つが $wEP$ を持たない。

証明 論理 $L(\mathscr{O})$ が中間述語論理であることは、 $\Omega$ が $\mathscr{O}$ に属することから明らかであ

る。 論理 $L(\mathscr{O})$ が $sEP$ を持つことは、補題 3.8から直ちに得られる。論理 $L(\mathscr{O})$ が $wEP$

を持たないことを示すために、具体的に反例となる論理式を構成しよう。 2変数述語変

数 $r$ と、 互いに相異なる個体変数 $a,$ $b,$ $x,$ $y,$ $z,$ $w$ を用意し、以下のように $A_{1}$ と $A(a, b, w)$

を定める。

$A_{1}$ : $\forall x\neg r(x, x)\wedge\forall x\forall y\exists z(r(x, y)\supset r(x\cdot,z)\wedge r(y,$ $z$

$A(a, b, w)$ : $A_{1}\wedge r(a, b)\supset r(a, w)\wedge r(b, w)$

$\exists wA(a, b, w)$ が $L(\mathscr{O})$ で証明可能なことと、 $A(a, b, a)\vee A(a, b, b)$ が $L(\mathscr{O})$ で証明不可能

なことを示せばよい。 古典述語論理で $A(a, b, a)\vee A(a, b, b)$ が証明不可能であることは

明らかゆえ (例えば、 $r$ を $\omega$ 上の大小関係 $<$ と解釈せよ)、後半は自明である。 ここで、

$\exists wA(a, b, w)$ が $\mathscr{O}$ に属する任意の Kripke frame で valid になることの概略を示す。

$\mathscr{O}$ に属する任意の Kripke frame は、 適切な $n<\omega$ によって次の様に書ける。

$\bullet$ Kripke base: $M=\{0, 1, . . . , n\}$ に自然な順序を考えたもの。

$\bullet$ 個体領域: $D:Marrow 2^{\omega}$ は、

$D(O)=D(1)=\cdots=D(n-1)=\{0\},$ $D(n)=\omega=\{0$ , 1, 2, . .

$\exists wA(a, b, w)$ がこの Kripke frame で valid でないとして、不合理を導く。Valid でないと

仮定すると、適切な valuation $\models$

、 m $\in$ M、そして $d,$ $e\in D(m)$ が存在して、

$m\#\exists wA(d, e, w)$
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である。もし、 $m\neq n$ であれば、$e=d$であるから、 $\exists wA(d, e, w)$ は $\exists wA(d, d, w)$ となる。
$\exists wA(d, d, w)$ を書き下すと $\exists w(A_{1}\wedge r(d, d)\supset r(d, w)\wedge r(d, w))$ である。 $A_{1}$ の連言の始め
に $\forall$x $\neg$r(x, x) があるので、 $A_{1}\wedge r(d,\cdot d)$ の部分が、 直観主義述語論理において矛盾 $\perp$ と

同値である $(H_{*}\vdash A_{1}\wedge r(d, d)\equiv\perp)$。よって、 $\exists wA(d, d, w)$ は $\exists w(\perp\supset r(d, w)\wedge r(d, w))$

と同値であるから、 $m$ で true になる。 よって、 $m=n$ であるから、 $\Omega$ 上で考えていると

みなしてよい。 古典述語論理では、 $\exists wA(a, b, w)$ が証明可能であるから、 $\Omega$ でのいかな

る解釈でも true となるはずである。 よって、不合理が導かれた。以上より、 $\exists wA(a, b, w)$

(は、 この Kripke frame で valid である。 $\square$

よって、 次の定理を得る。

定理 3.11 中間述語論理において、 $sEP$ は $wEP$ を導かない。

注意 3.12 ここでは $\theta$ で特徴付けられる中間述語論理 $L(\mathscr{O})$ を用いたが、少々手間が増
えるが、 ほぼ同じアイデアで、 ただ 1つの Kripke frame によって特徴付けされる中間
述語論理で同様のことができる。 その Kripke frame は、 先ほどので $n=1$ の場合のも
の: $M=\{0$ , 1 $\},$ $D(O)=\{0\},$ $D(1)=\omega$ である。

注意 3.13論理 $L(\theta)$ および上記の注意 3.12で述べた論理は、 中間述語論理であるか
ら、 $Z$ が証明可能でない。 さらに、 これらは $Z$-正規でない。 (排中律 $qv\neg q$ と $Z$ の選言:
$(q\vee\neg q)VZ$ は、 これらの Kripke frames で valid になるが、排中律は valid でない。) そ

のような、 $Z$-正規でなく $Z$ が証明可能でない中間述語論理は、非可算無限個存在する。

注意 3.14上記の注意 3. 12で述べた Kripke frameで特徴付けられる中間述語論理は、
当然 EP を持たない。 Kripke base の最小元における個体領域が単元集合であっても、
EP が導かれない。 このことは、 Kripke frame意味論を用いて EP を考察する場合に注
意を要する点である。

4 おわりに

本稿では、 中間述語論理における existence property に関する幾つかの結果を述べた。
第 2節では、 existence property と disjunction property の関係に関する既存の結果を簡
潔に報告した。 $S[18]$ で示された「小野の問題 P52の否定的解決」の概要を含んでいる。
第 3節は、筆者による現在進行中の研究の中間報告である。 Existence property の弱い
変種 2つ (weak existence property および sentential existence property) を考察し、 そ

れらと existence property がすべて異なる性質であることを示した。

以下、 本稿の話題に関連した 4つの remarks を述べておく。

1. 本稿では、existence property に類似した disjunction property と、 existence property
より弱い 2つの性質: weak existence propertyおよび sentential existence property につ
いて考察した。第 2節でも述べたように disjunction property は、 existence property よ
り見かけ上、弱い性質とも言えるので (実際は独立であったが)、本稿の話題は、existence
property よりも (少なくとも見かけ上)“弱い “ 性質の議論であった。 中間述語論理にお
いて、 existence property より (少なくとも見かけ上) 強い性質として、Harrop-existence
property がある。
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定義 4.1 (Nakamura [10]) 論理式 $A$が Harrop-論理式 (Harrop-formula) であるとは、
どんな strictly positive な部分論理式も $\exists xY(x)$ の形も $Y\vee Z$ の形もしていないことと

する。 論理 $L$ が Harrop-existence property を持つとは、任意の Harrop-論理式 $H$

と任意の $\exists xA(x)$ に対して次が成立することとする:

もし $L\vdash H\supset\exists xA(x)$ であれば、 ある $v$ が存在して $L\vdash H\supset A(v)$ となる。

Harrop-existence property が existence property を導くことは自明であるが、 その逆の
「existence property が Harrop-existence property を導くかどうか？」 はまだ解っていな
レ $\backslash$。また、 disjunction property と対応する Harrop-disjunction property もあり、 これら

の関係も解っていない。 これらは、小野の問題 P54として知られており (Ono [12])、今
のところ未解決である。 中間命題論理では、 disjunction property と Harrop-disjunction

property は同値であることが知られている (Minari-Wro\’{n}ski [9]) ので、 これらがそれぞ

れ同値である可能性もある。 非常に気になるところである。

2. 本稿で行った意味論的操作は、Kripke sheaf意味論 5において、 より容易かつよ

り自由に展開できることに注意しておく。 例えば、 第 3節で反例として構成した論理
$L(\mathscr{O})$ は $Z$-正規ではないが、Kripke sheaf意味論を用いれば、 ほぼ同様のアイデアで Z-
正規な中間述語論理による反例が構成できる。Kripke sheaf意味論を意味論的道具とし
て用いることは、 ある程度期待のできる研究手法であると思われる。 Kripke sheaf意味
論の利点として、 Kripke frame 意味論より強力で自由度があり、 しかも Kripke frame
意味論でうまくいった議論をそのまま使うことが期待できるという点がある。 しかし、

Kripke sheaf意味論も、すべての述語論理を取り扱うには不完全であることが解ってい
る。 より強力かつ使い易い意味論を新しく開発する研究や、そのような意味論を利用

した研究は、現在あまり発展していない。今後の研究課題である。

3. 本稿では、 中間述語論理の伝統に従って pure first-order language で考察した。 個体
定数記号関数記号等号のある言語で existence propertyを考察することにすれば、
対応する性質は、 term existence property (TEP) と呼ばれる: 「もし $L\vdash\exists xA(x)$ であ

れば、 $\exists xA(x)$ の語彙から作られる項 (term) $t$ が存在して L $\vdash$ A(t)」。ここで、 $\exists xA(x)$

の語彙から作られる項の部分をあらためて定義しておくと:

定義 4.2 $\mathcal{T}(\exists xA(x))$ によって、 $\exists xA(x)$ の語彙で書かれた項 (term) の集合を表す。 即

ち、 $t\in \mathcal{T}(\exists xA(x))$ である必要十分条件は、 $t$ に出現する関数記号と個体定数記号はすべ
て $\exists xA(x)$ に出現し、 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ出現する個体変数はすべて $\exists xA(x)$ に自由変数として出現する

ことである。 もし、 $\exists xA(x)$ が個体定数記号も自由変数も含まない場合は、 $\mathcal{T}(\exists xA(x))$

は空集合になってしまうので、 この場合は、freshな自由変数 $v$ をとって $\mathcal{T}(A(v))$ のこ

とを $\mathcal{T}(\exists xA(x))$ とする。

この設定での TEP 関連の議論は $S[17]$ で紹介した。第 3節で言及した超花束は、 $S[17]$ で

導入されており、Harrop-existence property に類似した性質に関連する議論がきれてい
る。 $S[17]$ では、記述の簡単のためもあって、Kripke sheaf意味論でアイデアを示してい
るが、 個体定数記号関数記号等号を持つ言語を取り扱う上で、上述の Kripke sheaf
意味論がより有効になる。 また、 $S[20]$ では、 $wEP$ と $sEP$ に対応する $wTEP$、sTEP に

5例えば $S[16]$ を参照せよ。
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ついて議論した。 例えば、 wTEP は次のような性質になる: 「もし $L\vdash\exists xA(x)$ であれ

ば、 有限個の項 $t_{1}$ , . . . , $t_{n}\in \mathcal{T}(\exists xA(x))$ が存在して $L\vdash A(t_{1})\vee\cdots\vee A(l_{n})$ 」 このとき、

本稿と同様に、 TEP は wTEP を導き、 wTEP は sTEP を導く。 さらに、 逆はいずれも

成り立たないことを報告した。

4. $Z$-正規でなく $Z$ が証明可能でない論理は、かなり不思議な論理たちである。そして、

その “生態” についてはまったく解っていない。注意 3.13でも述べたが、 $Z$-正規でなく
$Z$ が証明可能でない論理は、非可算無限個存在する。 これらの論理たちにどんなことが

起こっているのか興味がある。
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