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概要

複雑系科学における変形指数型分布族に関する統計学を，異常統計とよぶ．
変形指数型分布族は統計学で用いられる指数型分布族の一般化である．しかし
ながら，ここで重要な役割を果たす変形指数関数と変形対数関数は，通常の指
数法則を満たさない．そのために変形した代数構造が導入されるが，結果とし
て確率変数の期待値や独立性などの概念，指数型分布族の場合に知られている
情報幾何学的構造が修正を受ける．

そこで本論文は，変形指数型分布族の定義や基本的な性質をまとめたのち，
変形指数関数と変形対数関数から自然に定義される代数構造，および変形指数
型分布族の情報幾何学的構造などを考察する．さらに，代数構造や幾何構造の
変形に対応した最尤推定量の一般化などを考える．変形指数型分布族において
は，期待値や独立性の修正に対応した統計量が自然に構成され，さらに通常の
指数型分布族の場合に知られている情報幾何学に関する性質も，変形指数型分
布族の場合に拡張できることが示される．

1 はじめに

指数型分布族は，最も基本的な統計モデルのーつである．正規分布族やガンマ分

布族，また離散標本空間上の確率分布など，統計学における主要な確率密度関数族，
確率関数族は指数型分布族である．また情報幾何学においては，指数型分布族は平
坦な統計多様体，すなわち双対平坦空間となることが知られている [1].

変形指数型分布族は指数型分布族の一般化であり，複雑系・強相関系の統計物理
学において導入された (cf. [27], [21]). 複雑系科学は非常に多岐にわたる研究の総称

であるため，本論文では複雑系科学，強相関系の統計学と区別するために変形指数

型分布族に関する統計学を，異常統計とよぶことにする．異常統計では変形指数関

数と変形対数関数が重要な役割を果たすが，通常の指数関数と対数関数が持つ性質
である指数法則を満たさない．そこで，指数法則を拡張するために変形代数構造が
議論されている (cf. [7], [9], [3]). 情報幾何学の視点からは，変形指数型分布族には
2種類の異なる双対平坦構造が構成されることが示されている (cf. [12], [13], [17]).

そこで本論文では，変形指数関数と変形対数関数から自然に定義される代数構造
をまとめたのち，確率変数の期待値や独立性の修正について議論する．指数型分布
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族の幾何学においては，確率変数の期待値は統計モデルに期待値座標系を指定する
ことに対応した．変形指数型分布族の場合には，適切に期待値を修正することが自
然であることを確かめる．また独立性の修正についても，最尤法の一般化が自然に
定義され，ダイバージェンスによる射影定理など指数型分布族の情報幾何学で知ら
れていた結果が，変形指数型分布族に対して直接的に拡張できることを確かめる．
なお本論文は，日本数学会における講演要旨 [11], 福岡大学微分幾何研究会の報

告集 [15] などを加筆，修正したものである．

2 変形指数型分布族

初めに変形指数関数と変形指数型分布族の定義を与える．詳しくは [17], [19] または

[21] などを参照されたい．変形指数型分布族の幾何学は，機械学習理論では $U$-幾

何学と呼ばれている [20].

$\chi$ を $R_{>0}$ から $R_{>0}$ への狭義単調増加関数とする． $\chi$-対数関数 (または変形対数

関数) を次で定義する．

$\ln_{\chi}s := \int_{1}^{s}\frac{1}{\chi(t)}dt.$

$\ln_{\chi}s$ も狭義単調増加関数であり $\ln_{\chi}1=0$ を満たす．

$\chi$-対数関数の逆関数は $\chi$-指数関数 (または変形指数関数) とよび

$\exp_{\chi}t := 1+\int_{0}^{t}\lambda(s)dx$

によって与えられる．ただし関数 $\lambda(s)$ は関係式 $\lambda(\ln_{\chi}s)=\chi(s)$ で定義される． $\chi(t)$

および $\lambda(s)$ をそれぞれ $\chi$-対数関数， $\chi$-指数関数の変形関数とよぶことにする．

例 2.1変形関数 $\chi(s)$ が罧関数 $\chi(s)=s^{q}(q>0, q\neq 1)$ の場合， $\chi$-対数関数および

$\chi$-指数関数は次で与えられる．

$\ln_{q}s:=\frac{s^{1-q}-1}{1-q}, (s>0)$ ,

$\exp_{q}t :=(1+(1-q)t)^{\frac{1}{1-q}}, (1+(1-q)t>0)$ .

$\ln_{q}s$ を $q$-対数関数， $\exp_{q}t$ を $q$-指数関数とよぶ (cf. [25], [27]). $qarrow 1$ の極限で，

それぞれ通常の対数関数と通常の指数関数に一致する． $\triangle$

例 2.2変形関数 $\chi(s)$ が $\chi(s)=\frac{2s}{s^{\kappa}+s^{-\hslash}},$ $(-1<\kappa<1, \kappa\neq 0)$ の場合， $\chi$-指数関数

と $\chi$-対数関数は次で与えられる．

$\ln_{\kappa}s:=\frac{s^{\kappa}-s^{-\kappa}}{2\kappa}, (s>0)$ ,

$\exp_{\kappa}t:=(\kappa t+\sqrt{1+\kappa^{2}t^{2}})^{\frac{1}{\kappa}}.$

$\ln_{\kappa}s$ を $\kappa$-対数関数， $\exp_{\kappa}t$ を $\kappa$-指数関数とよぶ (cf. [8]). $\kappaarrow 0$ の極限で，それ

ぞれ通常の対数関数と通常の指数関数に一致する． $\triangle$
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統計モデルを $S_{\chi}$ とする．パラメータに関する識別可能性など，情報幾何学で一
般的に要請させる仮定は，ここでも成り立っているとする．統計モデル $S_{\chi}$ が次で

与えられるとき， $\chi$-指数型分布族 (または変形指数型分布族) という．

$S_{\chi}:= \{p(x;\theta)p(x;\theta)=\exp_{\chi}[\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}F_{i}(x)-\psi(\theta)], \theta\in\Theta\not\subset R^{n}\},$

ただし $F_{1}(x)$ , . . . , $F_{n}(x)$ は標本空間 $\Omega$ 上の関数， $\theta=\{\theta^{1}, . . . , \theta^{n}\}$ はパラメータで
$\psi(\theta)$ はパラメータ $\theta$ に関する確率密度関数の正規化項である．また，確率変数に関
する正規化は不要となるように， $\Omega$ 上に適切な測度を仮定している．

$\chi$-指数型分布族の変形指数関数として $q$-指数関数 $\exp_{q}$ を取ったものを $q$-指数型
分布族， $\kappa$-指数関数 $\exp_{\kappa}$ を取ったものを $\kappa$-指数型分布族とよぶ．
通常の指数型分布族の場合と同様に， $\chi$-指数型分布族 $S_{\chi}$ を $\{\theta^{i}\}$ を局所座標系と

する多様体とみなす． $\chi$-指数型分布族に対する詳細な仮定は [21] などを参照された
い．さらに本論文では $\psi$ は狭義凸関数であることを仮定する．

例 2.3 (q$\sim$正規分布族) $q$ を $1<q<3$ を満たす定数とする． $\Omega=R$ 上の確率密
度関数 $p_{q}(x;\mu, \sigma)$ が次で与えられるとき， $p_{q}(x;\mu, \sigma)$ を $q$-正規分布 (または自由度

$(3-q)/(q-1)$ の Studnet か分布) とよぶ．

$p_{q}(x; \mu, \sigma) := \frac{1}{Z_{q}(\sigma)}[1-\frac{1-q}{3-q}\frac{(x-\mu)^{2}}{\sigma^{2}}]^{\frac{1}{1-q}}$

ただし $(\mu, \sigma)$ は，それでれー $\infty$ $<\mu<\infty$ および $0<\sigma<\infty$ となるパラメータで
ある．また $Z_{q}(\sigma)$ は確率分布の正規化項で

$Z_{q}$ $:=$ $\frac{\sqrt{3-q}}{\sqrt{q-1}}$Beta $( \frac{3-q}{2(q-1)}, \frac{1}{2})\sigma$

である．q-正規分布は $qarrow 1$ の極限で通常の正規分布に一致する．
$S_{q}$ を $q$ -正規分布の全体とすると，これは $q$ -指数型分布族である．実際

$\theta^{1} := \frac{2}{3-q}\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}\frac{\mu}{\sigma^{2}}, \theta^{2}:=-\frac{1}{3-q}\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}\frac{1}{\sigma^{2}}$

とおき，q-正規分布の $q$ -対数を考えると $q$ -指数型分布であることがゎかる．

$\ln_{q}p_{q}(x)$ $=$ $\frac{1}{1-q}(\{p_{q}(x)\}^{1-q}-1)$

$= \frac{1}{1-q}\{\frac{1}{\{Z_{q}(\sigma)\}^{1-q}}(1-\frac{1-q}{3-q}\frac{(x-\mu)^{2}}{\sigma^{2}})-1\}$

$= 2\mu\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}$

$\overline{(3-q)\sigma^{2}}x-\frac{\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}}{(3-q)\sigma^{2}}x^{2}-\frac{\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}}{3-q}\frac{\mu^{2}}{\sigma^{2}}+\frac{\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}-1}{1-q}$

$= \theta^{1}x+\theta^{2}x^{2}-\psi(\theta)$ ,

ただし $\psi(\theta):=-\frac{(\theta^{1})^{2}}{4\theta^{2}}-\frac{\{Z_{q}(\sigma)\}^{q-1}-1}{1-q}$ である． $\triangle$
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$q$ が $-\infty<q<1$ の場合には Supp p $(x;\mu, \sigma)$ がパラメータによって変化する

ので，情報幾何学でいう統計モデルとはなちないが，確率密度関数族は定義される．

その場合の正規化項は

$Z_{q}( \sigma)=\frac{\sqrt{3-q}}{\sqrt{1-q}}$Beta $( \frac{2-q}{1-q}, \frac{1}{2})\sigma$

となる．

例 2.4 (多変量 $q$-正規分布族) $\Omega=R^{d}$ を標本空間とする． $q$ を $1<q<1+2/d$ を

満たす定数とし， $\nu=-d-2/(1-q)$ とする． $\Omega$ 上の確率密度関数 $p_{q}(x;\mu, \Sigma)$ が

次で与えられるとき， $p_{q}(x;\mu, \Sigma)$ を多変量 $q$-正規分布 (または自由度 $\nu$ の $d$-次元

Student t-分布とよぶ．

$p_{q}(x; \mu, \Sigma):=\frac{\Gamma(\frac{1}{q-1})}{(\pi v)^{\frac{d}{2}}\Gamma(\frac{\nu}{2})\sqrt{\det(\Sigma)}}[1+\frac{1}{\nu}t(x-\mu)\Sigma^{-1}(x-\mu)]^{\frac{1}{1-q}}$

ただし $X=t(X_{1}, \ldots, X_{d})$ は $\Omega$ 上の確率変数ベクトル， $R^{d},$ $\mu=t(\mu^{1}, \ldots, \mu^{d})$ は

$R^{d}$ 上の擬平均ベクトル， $\Sigma$ は $Sym^{+}(d)$ 上の擬共分散行列である． $d=1$ の場合，

$\Gamma(\frac{1}{2})=\sqrt{\pi}$ , Beta$(s, t)= \frac{\Gamma(s)\Gamma(i)}{\Gamma(s+t)}$

に注意すると，先述の $q$ -正規分布に一致する．

簡単のため $\Sigma$ は正則であると仮定する． $\Sigma$ が非正則な場合は $Sym^{+}(d)$ 上で適切

な基底 $\{v^{\alpha}\}$ を選び $\Sigma=\sum_{\alpha}W_{\alpha}V^{\alpha}$ などと表示する必要がある．

$S_{q}$ を多変量 $q$ -正規分布の全体とすると，これは $q$ -指数型分布族である．実際

$z_{q}= \frac{(\pi\nu)^{\frac{d}{2}}\Gamma(\frac{\nu}{2})\sqrt{\det(\Sigma)}}{\Gamma(\frac{1}{q-1})},$

$\tilde{R}=$ and $\theta=2\tilde{R}\mu$ (1)

とおくと

$p_{q}(x;\mu, \Sigma)$ $=$
$\frac{1}{z_{q}}[1+\frac{1}{\nu}t(x-\mu)\Sigma^{-1}(x-\mu)]^{\frac{1}{1-q}}$

$=$ $[( \frac{1}{z_{q}})^{1-q}-\frac{1-q}{(1-q)d+2}(\frac{1}{z_{q}})^{1-q}t(x-\mu)\Sigma^{-1}(x-\mu)]$

嵩

$= \exp_{q}[-t(x-\mu)\tilde{R}(x-\mu)+\ln_{q}\frac{1}{z_{q}}]$

$= \exp_{q}[\sum_{i=1}^{d}\theta^{i}x_{i}-\sum_{i=1}^{d}\tilde{R}_{ii}x_{i}^{2}-2\sum_{i<j}\tilde{R}_{ij}x_{i}x_{j}-rightarrowt\theta\tilde{R}^{-1}\theta 41+\ln_{q}\frac{1}{z_{q}}]$

となる． $\theta\in R^{d}$ と $\tilde{R}\in Sym^{+}(d)$ , また $\Sigma$ が正則であることの仮定から，多変量 q-
正規分布の全体 $S_{q}$ は $d(d+3)/2$-次元の $q$ -指数型分布族である． $\triangle$
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$\chi$-指数関数と $\chi$-対数関数の議論では指数関数を 1関数分の自由度で拡張している

が，2関数，またはそれ以上の関数で拡張することも可能である．2関数分の自由

度を用いた拡張では，たとえば [29, 30] などを参照されたい．

3 変形代数と擬加法的微分

次に変形指数関数を特徴付ける変形代数構造と擬加法的微分方程式を考える．変形

指数関数は，そのままでは指数法則を満たさない．そこで代数構造の変形を行う．
まず $q$-指数関数と $q$-対数関数の場合を考える (cf. [3]). $q$-和 $\oplus^{q}\sim$ を

$x_{1}\oplus^{q}x_{2}\sim := x_{1}+x_{2}+(1-q)x_{1}x_{2}$

$= \ln_{q}(\exp_{q}x_{1}\cdot\exp_{q}x_{2})$

によって定義する．ただし $q$-指数関数に関する真数条件 $1+(1-q)x_{1}>0$ および

$1+(1-q)x_{2}>0$ を仮定する．一方 $q$-積 $\otimes_{q}$ を

$y_{1}\otimes_{q}y_{2} := [y_{1}^{1-q}+y_{2}^{1-q}-1]^{\frac{I}{1-q}}$

$= \exp_{q}(\ln_{q}y_{1}+\ln_{q}y_{2})$

と定義する．この場合 $q$-対数関数と $q$-指数関数の真数条件 $y_{1}>0,$ $y_{2}>0$ および

$y_{1}^{1-q}+y_{2}^{1-q}-1>0$ を仮定する．

以上の定義と仮定のもと， $q$-指数関数と $q$-対数関数には

$\exp_{q}(x_{1}\oplus^{q}x_{2})\sim = \exp_{q}x_{1}\cdot\exp_{q}x_{2},$

$\ln_{q}(y_{1}\cdot y_{2}) = \ln_{q}y_{1}^{\sim}\oplus^{q}\ln_{q}y_{2},$

$\exp_{q}(x_{1}+x_{2}) = \exp_{q}x_{1}\otimes_{q}\exp_{q}x_{2},$

$\ln_{q}(y_{1}\otimes_{q}y_{2}) = \ln_{q}y_{1}+\ln_{q}y_{2}$

が成り立ち，指数法則の拡張が可能である．ここで $q$-和は定義域に作用し， $q$-積は

値域に作用していることに注意する．この作用の違いが，変形指数型分布族の理解

には重要であると考えている．

なお，指数関数と対数関数の拡張には本論文で扱うもの以外にも，多くの手法が
存在する．例えば代表的なものとして $q$-類似がある．Jacksonの $q$-微分から指数関

数を定義し，指数法則には通常の和と積を用いるが，その結果，定義域の積が非可
換となる代数構造を用いるものである．

$q$-指数関数に関する真数条件の仮定から $q$-和に関する逆元が存在し

$[-x]_{q}:= \ln_{q}(\frac{1}{\exp_{q}x})=\frac{-x}{1+(1-q)x}$

で与えられる．この逆元 $[-x]_{q}$ を用いて $q$-差 $\ominus\sim q$ を

$x_{1}\ominus x_{2}:=x_{1}^{\sim q}\oplus[-x_{2}]_{q}\sim q$
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と定義し，さらに $q$-差に関する極限から擬加法的 $q$-微分を次式で定義する．

$\frac{d_{q}}{d_{q}x}f(x):=\lim_{xarrow x}\frac{f(x’)-f(x)}{x’\ominus x\sim q}.$

擬加法的 $q$-微分に関する微分方程式を考え，その固有関数を求める．

$\frac{d_{q}}{d_{q}x}f(x)=f(x)$ . (2)

この変形常微分方程式を $f(0)=1$ の初期条件のもとで解くと， $q$-指数関数

$f(x)=(1+(1-q)x)^{\frac{1}{1-q}} (=\exp_{q}x)$

が得られる．

一方 $q>0$ を定数とし，次の非線形常微分方程式を考える．

$\frac{d}{dx}f(x)=f(x)^{q}$ . (3)

この常微分方程式を $f(0)=1$ の初期条件のもとで解くと $1+(1-q)x>0$ のとき，
先程と同様に $q$-指数関数 $f(x)=\exp_{q}x$ が得られる．

変形常微分方程式 (2) と非線形常微分方程式 (3) のどちらからも $q$-指数関数が得

られるが，(2) を $q$-指数関数の擬加法的描像に関する微分方程式，(3) をエスコート

描像に関する微分方程式とよぶことにする．

通常の指数関数は $x>0$ のとき

$\exp x=\lim_{narrow\infty}(1+\frac{x}{n})^{n}$

と無限積で表示できた． $q$-指数関数の場合には次が成り立っ．

命題 3.1 (cf. [25]) $q>0$ を定数とする．任意の自然数 $n$ に対して，真数条件

$n(1+ \frac{x}{n})^{1-q}-(n-1)>0$

が成り立つならば

$\exp_{q}x=\lim_{narrow\infty}(1+\frac{x}{n})^{\otimes_{q^{n}}}$

となる．ただし

$(1+ \frac{x}{n})^{\otimes_{q^{n}}}:=\underline{(1+\frac{x}{n})\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}(1+\frac{x}{n})}$

$n$ 個

である．ロ
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つぎに $\kappa$-指数関数の場合を考える．変形した代数構造 $\kappa$-和 $\oplus^{\kappa}\sim$ と $\kappa$-積 $\otimes_{\kappa}$ を

$x_{1}\oplus^{\kappa}x_{2}\sim := \ln_{\kappa}[\exp_{\kappa}x_{1}\cdot\exp_{\kappa}x_{2}]$

$= x_{1}\sqrt{1+\kappa^{2}x_{2}^{2}}+x_{2}\sqrt{1+\kappa^{2}x_{1}},$

$y_{1}\otimes_{\kappa}y_{2} := \exp_{\kappa}[\ln_{\kappa}y_{1}+\ln_{\kappa}y_{2}]$

と定義する．ただし $\kappa$-対数関数に対する真数条件 $y_{1}>0,$ $y_{2}>0$ を仮定する． $q$-指

数関数， $q$-対数関数の場合と同様に指数法則の拡張が成り立っ．

$\exp_{\kappa}(x_{1}\oplus^{\kappa}x_{2})\sim = \exp_{\kappa}x_{1}\cdot\exp_{\kappa}x_{2},$

$\ln_{\kappa}(y_{1}\cdot y_{2}) = \ln_{\kappa}y_{1}^{\sim}\oplus^{\kappa}\ln_{\kappa}y_{2},$

$\exp_{\kappa}(x_{1}+x_{2}) = \exp_{\kappa}x_{1}\otimes_{\kappa}\exp_{\kappa}x_{2},$

$\ln_{\kappa}(y_{1}\otimes_{\kappa}y_{2}) = \ln_{\kappa}y_{1}+\ln_{\kappa}y_{2}.$

$\kappa$-和に関する $x$ の逆元は $-x$ となるので， $\kappa$-差 $\ominus^{\kappa}\sim$ は

$x_{1}\ominus\oplus^{\kappa}(-x_{2})\sim\kappa_{X_{2}:=x_{1}^{\sim}}$

と定義する．この結果から擬加法的 $\kappa$-微分を次式で定義する．

$:=x, arrow xhm\frac{f(x’)-f(x)}{x’\ominus x\sim\kappa}.$

擬加法的 $\kappa$-微分に関する次の微分方程式

$\frac{d_{\kappa}}{d_{\kappa}x}f(x)=f(x)$ (4)

を考え，この変形常微分方程式 (4) を初期条件 $f(0)=1$ のもとで解くと， $\kappa$-指数
関数

$f(x)=(\sqrt{1+\kappa^{2}x^{2}}+\kappa x)^{\frac{1}{\kappa}} (=\exp_{\kappa}x)$

が得られる．この (4) が $\kappa$-指数関数の擬加法的描像に関する微分方程式である．
一方 $\kappa(-1<\kappa<1)$ を定数とし，次の非線形常微分方程式を考える．

$\frac{d}{dx}f(x)=\frac{1}{\sqrt{I+\kappa^{2}x^{2}}}f(x)$ . (5)

この非線形常微分方程式を初期条件 $f(0)=1$ のもと解くと，同じく $\kappa$-指数関数
$f(x)=\exp_{\kappa}x$ が得られる．(5) が $\kappa$-指数関数のエスコート描像に関する微分方程式
である．

$\kappa$-指数関数の無限積表現は次で与えられる．
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命題 3.2 (cf. [19]) $-1<\kappa<1$ を定数とする． $x>-1$ のとき

$\exp_{\kappa}x=\lim_{narrow\infty}(1+\frac{x}{n})^{\otimes_{\kappa}^{n}}$

となる．ただし

$(1+ \frac{x}{n})^{\otimes_{\kappa^{n}}}\cdot=\underline{(1+\frac{x}{n})\otimes_{\kappa}\cdots\otimes_{\kappa}(1+\frac{x}{n})}$

$n$ 個

である．

$\kappa$.変形代数は和に関する対称性が高いため，真数条件が容易になる．一般の変形

指数関数の場合でも真数条件を記述できれば同様の議論ができるが，一般の $\chi$-関数

の場合に真数条件を具体的に記述することは難しい．

4 期待値汎関数と擬加法的積分

前章で見たように，変形指数関数を考える場合には標本空間の代数構造が変化して

いると捉えると自然である．この章では，確率変数の期待値に関する修正を考える．
$\Omega$ を標本空間とし，確率変数 $X$ は確率密度関数 $p(x)$ で与えられる確率分布に従

うとする．また $f(x)$ を $\Omega$ 上の関数とする．このとき

$E_{p}[f(x)]:= \int_{\Omega}f(x)p(x)dx$

を $f(x)$ の単純期待値 (または (標準) 期待値) とよぶ．

指数型分布族など適切な条件のもとでは，確率変数の期待値は統計モデルの座標

系を与えることに相当する．多様体の座標系は自由に取り替えることができるよう

に，単純期待値は幾何学的には特別な意味を持たない．そこで，変形指数型分布族

の場合には次の期待値を考える．

$S_{\chi}$ を $\chi$-指数型分布族とし $p(x;\theta)\in S_{\chi}$ とする．このとき $p(x;\theta)$ の $\chi$-エスコー

ト分布 $P_{\chi}(x;\theta)$ , および正規化した $\chi$-エスコート分布 $P_{\chi}^{esc}(x;\theta)$ をそれぞれ

$P_{\chi}(x;\theta) := \chi\{p(x;\theta)\},$

$P_{\chi}^{esc}(x;\theta)$ $:=$ $\frac{1}{Z_{\chi}(\theta)}\chi\{p(x;\theta)\}$ , ただし $Z_{\chi}(\theta)$ $:= \int_{\Omega}\chi\{p(x;\theta)\}dx$

で定義する、 関数 $f(x)$ のこれらエスコート分布に関する期待値を， $\chi*$正準期待値，

および正規化した $\chi$-エスコート期待値とよび，それぞれ $E_{\chi,p}[f(x)],$ $E_{\chi,p}^{esc}[f(x\rangle$] で

表す．

$E_{\chi,p}[f(x)] := \int_{\Omega}f(x)P_{\chi}(x;\theta)dx =\int_{\Omega}f(x)\chi(p(x;\theta))dx,$

$E_{\chi,p}^{esc}[f(x)]$ $:=$ $\int_{\Omega}f(x)P_{\chi}^{esc}(x;\theta)dx=\frac{1}{Z_{\chi}(\theta)}\int_{\Omega}f(x)\chi(p(x;\theta))d$鉄
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特に $q$-指数型分布族 $S_{q}$ に対する $\chi$-正準期待値と正規化した $\chi$-エスコート期待値

を，それぞれ $q$-正準期待値，q-エスコート期待値とよび $E_{q,p}[f(x)],$ $E_{q,p}^{esc}[f(x)]$ で表

す．一方， $\kappa$-指数型分布族 $S_{\kappa}$ に対しては，それぞれ $\kappa$-正準期待値 $\kappa-$エスコート

期待値とよび $E_{\kappa,p}[f\langle x)],$ $E_{\kappa,p}^{esc}[f(x)]$ で表す．

次に変形代数との関連を見るために，擬加法的積分を定義しよう． $\Omega$ 上の関数 $f(x)$

に対し，重み付き積分の一つとして擬加法的 $\kappa$-積分を次の式で定義する．

$\int f(x)d_{\kappa}x:=\int\frac{f(x)}{\sqrt{1+\kappa^{2}x^{2}}}dx=\int f(x)w_{\kappa}(x)dx$ , (6)

ただし $w(x)$ は積分の重み関数で $w_{\kappa}(x)=1/\sqrt{1+\kappa^{2}x^{2}}$ である． $\Omega$ が離散集合

$\Omega=\{x_{0}.x_{1}, . . . , x_{N}\}$ の場合には擬加法的 $\kappa\sim$和を

$\sum_{i=0}^{N}\kappa f(x_{i}):=\sum_{i=0}^{N}\frac{f(x_{i})}{\sqrt{1+\kappa^{2}x_{i}^{2}}}=\sum_{i=0}^{N}f(x_{i})w(x_{i})$

と定義する．

定理 4.1 $\chi(s)$ を $\kappa$ -対数関数に対する変形関数 $\chi(s)=2s/(s^{\kappa}+s^{-\kappa})$ とする．この

とき $\chi(\exp_{\kappa}x)$ は擬加法的 $\kappa$-積分 (擬加法的 $\kappa$ -和) の重み関数 $w(x)$ に一致する．

すなわち

$\chi(\exp_{\kappa}x)=\frac{1}{\sqrt{1+\kappa^{2}x^{2}}}=w_{\kappa}(x)$

が成り立つ．ロ

他の変形指数型分布族の場合にも，真数条件等が成り立てば同様の議論ができる

が，ここでは省略する．また，本章の内容とは異なる考え方として，標本空間の平
行移動から正準期待値を定義する方法も報告されている [26].

5 $\chi$-指数型分布族の幾何学

この章では $\chi$-指数型分布族に自然に入る幾何学構造を考察する．詳しくは [1.7],
および [19] などを参照されたい．なお，著者のこれまでの論文 $[11]-[19]$ などとは

エスコート分布の定義が異なるので注意されたい．

まずは推定関数から双対平坦構造を構成する方法を解説する． $S_{\chi}$ を $\chi$-指数型分
布族とする．このとき $p(x;\theta)\in S_{\chi}$ の $\chi-$スコア関数 $s^{\chi}(x;\theta):S_{\chi}arrow R^{n},$ $s^{\chi}(x;\theta)=$

$t$

$((s^{\chi})^{1}(x;\theta), . . . , (s^{\chi})^{n}(x;\theta))$ を次で定める．

$(s^{\chi})^{i}(x; \theta):=\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\ln_{\chi}p(x;\theta) , (i=1, \ldots, n)$ . (7)

$\chi-$スコア関数は $\chi$-正準期待値，および $\chi$-エスコート期待値に関して不偏な推定関
数である．すなわち

$E_{\chi,p}[s^{\chi}(x;\theta)]=E_{\chi,p}^{esc}[s^{\chi}(x;\theta)]=0$
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が成り立つ．一方， $\chi-$スコア関数を単純期待値に関して不偏化し

$(u_{p}^{\chi})^{i}(x; \theta):=\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\ln_{\chi}p(x;\theta)-E_{p}[\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\ln_{\chi}p(x;\theta)]$ (8)

によって定めた推定関数 $(u_{p}^{\chi})(x;\theta)$ を， $p(x;\theta)$ のバイアス補正 $\chi$-スコア関数とよぶ．

適当な正則条件のもとで $\chi$-スコア関数から $S_{\chi}$ 上の Riemann計量が定義できる．

$g_{ij}^{E}( \theta) := \int_{\Omega}\partial_{i}\ln_{\chi}p(x;\theta)\partial_{j}\ln_{\chi}p(x;\theta)\chi\{p(x;\theta)\}dx$ (9)

$= E_{\chi,p}[(s^{\chi})^{i}(x;\theta)(s^{\chi})^{j}(x;\theta)],$

$g_{ij}^{M}( \theta) := \int_{\Omega}\partial_{i}p(x;\theta)\partial_{j}\ln_{\chi}p(x;\theta)dx$ , (10)

$g_{ij}^{N}( \theta) := \int_{\Omega}\frac{1}{\chi\{p(x;\theta)\}}\partial_{i}p(x;\theta)\partial_{j}p(x;\theta)dx$ . (11)

通常の不変 Fisher 計量の場合と同様に，(9)$-(11)$ で定まる Riemann 計量に対し

て次が成り立つ．

定理 5.1 $\chi$ -指数型分布族 $S_{\chi}$ 上の Riemann 計量 $g^{E},$ $g^{M},$ $g^{N}$ は等しい，すなわち

$g^{E}(\theta)=g^{M}(\theta)=g^{N}(\theta)$

が成り立つ．口

これらの Riemann 計量の定義には，正規化していない $\chi$-エスコート分布を用い

ていることに注意されたい．正規化した $\chi$-エスコート分布を用いた場合，3種類の

Riemann 計量は異なるものとなり，互いに共形同値となる [13].
さらに Riemann 計量 $g^{M}$ の定義式 (10) の両辺を微分することで， $S_{\chi}$ 上の振れ

のない互いに双対的なアファイン接続 $\nabla^{M(e)}$ と $\nabla^{M(m)}$ が定義でき，平坦であるこ

とが示される．したがって $(S_{\chi}, g^{M}, \nabla^{M(e)}, \nabla^{M(m)})$ は双対平坦空間となる [22, 17].

上述の双対平坦構造を誘導するダイバージェンス (すなわち正準ダイバージェン

ス $)$ は $\chi$-ダイバージエンス (または U-ダイバージェンス) であり次で定義される．

$D_{\chi}(p, r)$ $= \int_{\Omega}\{U_{\chi}(\ln_{\chi}r(x))-U_{\chi}(\ln_{\chi}p(x))-p(x)(1_{JJ_{\chi}}r(x)-\ln_{\chi}p(x))\}dx.$

ただし $U_{\chi}$ は

$U_{\chi}(s) := \int_{0}^{s}\exp_{\chi}(t)dt.$

によって定義される狭義凸関数である．

$\chi(s)$ が罧関数 $\chi(s)=s^{q}$ の場合には $\chi$’ダイバージェンスは $\beta-$ダイバージェンス

$(\beta=1-q)$ に一致し，さらに $\chi(s)=s$ であれば Kullback-Leibler ダイバージエン

スである．また， $\chi-$ダイバージェンスはバイアス補正した $\chi-$スコァ関数から構成さ
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れるダイバージェンスである [20], [17]. (なお，ダイバージェンスから統計構造，ま

たは双対平坦構造を誘導する方法については [4], [1] などを参照されたい．)

次に $\chi$-指数型分布族 $S_{\chi}$ のパラメータに関する正規化項 $\psi$ から， $S_{\chi}$ に双対平坦

構造を構成する (cf. [2]). $S_{\chi}$ を $\chi$-指数型分布族とし， $\psi(\theta)$ を $\chi$-指数型分布族のパ

ラメータに関する正規化項とする．このとき $\psi$ の微分から $S_{\chi}$ 上に Riemann計量

と 3次形式が定義される．

$g_{ij}^{\chi}( \theta):=\frac{\partial^{2}\psi}{\partial\theta^{i}\partial\theta^{j}}(\theta) , C_{ijk}^{\chi}(\theta):=\frac{\partial^{3}\psi}{\partial\theta^{i}\partial\theta^{j}\partial\theta^{k}}(\theta)$ .

$g^{\chi}$ はその定義から $S_{\chi}$ 上の Hesse 計量である．よって Hesse 幾何学の標準的な手法で

双対的な平坦接続 $\nabla^{\chi(e)}$ と $\nabla^{\chi(m)}$ が定義され [17, 24], 結果的に $(S_{\chi}, g^{\chi}, \nabla^{x}(e), \nabla^{\chi(m)})$

が双対平坦空間となる．

この双対平坦構造を誘導するダイバージェンスは $\chi$-相対エントロピー (または一

般化した相対エントロピー) である．

$D^{\chi}(p, r) := E_{\chi,p}^{esc}[\ln_{\chi}p(x)-\ln_{\chi}r(x)].$

$D^{\chi}$ は $\chi-$スコア関数から正規化した $\chi$-エスコート期待値に関して構成したダイバー

ジェンスであることも知られている [17].
特に $q$-指数型分布族 $S_{q}$ の場合には，q-スコア関数 $(\chi-$スコア関数の変形対数関数

として， $q$-対数関数を取ったもの) を推定関数として，正準期待値から $\alpha-$ダイバー

ジェンス $D^{(1-2q)}(\alpha=1-2q)$ が構成できる．

$D^{(1-2q)}(p, r) := \frac{1}{q}E_{q,p}[\ln_{q}p(x)-\ln_{q}r(x)].$

$\alpha-$ダイバージェンス $D^{(1-2q)}$ からは，不変統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{(1-2q)}, g^{F})$ が誘導され

る．ここで $\nabla^{(1-2q)}$ は $S_{q}$ 上の $\alpha$-接続 $(\alpha=1-2q)$ , $g^{F}$ は Fisher 計量である．

般には不変統計多様体は平坦にはならないが，確率変数の変数変換に対する不変性
がある．

一方，期待値の取り方を変更して，正規化した q-エスコート期待値からは正規化
した Tsallis 相対エントロピーが構成できる．

$D_{T}^{q}(p, r) :=E_{q,p}^{esc}[\ln_{q}p(x)-\ln_{q}r(x)].$

このダイバージェンスからは双対平坦構造 $(S_{q}, g^{q}, \nabla^{q(e)}, \nabla^{q(m)})$ が誘導される．

$\alpha-$ダイバージェンス $D^{(1-2q)}$ と正規化した Tsallis 相対エントロピー $D_{T}^{q}(p, r)$ の

違いは，本質的にはエスコート分布の正規化項だけであるが，誘導される統計多様

体の構造には違いがある．特に不変統計多様体 $(S_{q}, \nabla^{(2q-1)}, g^{F})$ と平坦統計多様体
$(S_{q}, \nabla^{q(e)}, g^{q})$ には 1-共形同値という関係が成り立ち， $(S_{q}, \nabla^{(2q-1)}, g^{F})$ は 1-共形平

坦統計多様体である．(cf. [17]. 1-共形同値性の定義は [10] も参照されたい，)
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6 独立性の一般化

この章では確率変数の独立性の概念を修正し，変形指数型分布族に適した構造を考

える．

$X$ と $Y$ をそれぞれ確率分布 $p_{1}(x),p_{2}(y)$ に従う確率変数とする．同時確率分布

$p(x, y)$ が周辺確率分布の積として

$p(x, y)=p_{1}(x)p_{2}(y)$

と表されるとき，確率変数 $X,$ $Y$ を独立とよんだ． $p(x)>0,p(y)>0$ の場合には

$p(x, y)=p_{1}(x)p_{2}(y)=\exp[\log p_{1}(x)+\log p_{2}(x)]$

と書き換えることができ，確率変数の独立性は指数関数と対数関数の双対性に起因

すると考えることができる．またこの式には，独立な確率変数に対する情報量の加

法性という概念も内在していることがわかる (cf. [5], [6], [25]).

$q$-指数関数と $q$-対数関数を用いることで，独立性の一般化を考える． $X_{i}$ を $\Omega_{i}$ 上

で $p_{i}(x)(i=1,2, \ldots, N)$ に従う確率変数とする． $\Omega_{1},$ $\Omega_{2}$ , . . . , $\Omega_{N}$ の同時確率分布
$p(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N})$ が

$p(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N}) = \frac{p_{1}(x_{1})\otimes_{q}p_{2}(x_{2})\otimes_{q},\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})}{Z_{p_{1},p_{2},\cdots p_{N}}}$

と与えられるとき， $X_{1},$ $X_{2}$ , . . , $X_{N}$ は (m-正規化のもとで) q-独立とよぶ．ただし
$Z_{p_{1},p_{2},\cdots,p_{N}}$ は ($m$-正規化) 定数で

$Z_{p_{1},p_{2},\cdots,p_{N}}$ $:=$ $\int\cdot\int_{Supp\{p(x_{1},x_{2},\ldots,x_{N})\}\subset\Omega_{1}\cross\cdots\cross\Omega_{N}}$$p_{1}(x_{1})\otimes_{q}p_{2}(x_{2})\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})dx_{1}\cdots dx_{N}$

によって定義される．

一方，同時確率分布 $p(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N})$ が

$p(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N}) =p_{1}(x_{1})\otimes_{q}p_{2}(x_{2})\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})\otimes_{q}(-c)$

と与えられるとき，確率変数 $X_{1},$ $X_{2}$ , . . . , $X_{N}$ は $e$-正規化のもとで $q$-独立とよぶ．た
だし $c$ は $e$-正規化定数で

$\int\cdot\int s_{upp\{p(x_{N)\}\subset\Omega_{1}\cross\cdot\cross\Omega_{N}}}p_{1}(x_{1}.).,\otimes_{q}p_{2}(x_{2})..\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p_{N}(x_{N})\otimes_{q}(-c)x_{1},x_{2},.dx_{1}\cdots dx_{N}$ $=$ 1

によって定義される． $q$-指数型分布の場合には， $m$-正規化可能であることと $e$-正規

化可能であることは同値である．

$q$-指数関数は通常の和と積のもとでは

$\exp_{q}(x_{1}+x_{2}+\cdots+x_{N})$

$= \exp_{q}x_{1}\otimes_{q}\exp_{q}x_{2}\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}\exp_{q}x_{N}$

$= \exp_{q}x_{1}\cdot\exp_{q}(\frac{x_{2}}{1+(1-q)x_{1}})\cdots\exp_{q}(\frac{x_{N}}{1+(1-q)\sum_{i=1}^{N-1_{X_{i}}}})$
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と表示される．したがって $q$-独立な確率変数 $X_{1},$ $X_{2}$ , . . . , $X_{N}$ は，通常の独立性の
もとでは独立ではない．

さて， $X$ と $Y$ をそれぞれ $R$ 上の $q$-正規分布 $p_{q}(x)$ と $p_{q}(y)$ に従う確率変数と

する． $X$ と $Y$ が独立であれば，同時確率分布は $p(x, y)\overline{arrow}p_{q}(x)p_{q}(y)$ で与えられる

が，この場合 $p(x, y)$ は 2変量 $q$-正規分布とはならない．1変量の $q$-正規分布と多
変量の $q$-正規分布の関係を自然に記述するためには， $q$-独立性が必要である．

定理 6.1 (cf. [23]) $q$ を $1<q<2$ を満たす定数とし， $X$ と $Y$ をそれぞれ $R$ 上

の $q$ -正規分布 $p_{q}(x)$ と $p_{q}(y)$ に従う確率変数とする．このとき $X$ と $Y$ が $e$ -正規
化のもとで $q$ -独立 (または $m$-正規化のもとで $q$ -独立) となるような 2変量 $q$ -正規

分布 $p_{q}(x, y)$ が存在する．ロ

この定理において $e$-正規化定数も陽に記述することもできるが，ここでは省略
する．

通常の正規分布の場合には，独立な確率変数を考えると多変量正規分布は次元の
低い正規分布の積に分解ができた．変形指数型分布族の場合にはこのような性質は
成り立たず，独立性の修正，すなわち関数空間での代数構造の修正が必要となる．
q-独立性には多くの定義が存在する．本論文では確率変数間に相互作用が存在し

ていることを想定している．一方，観測データの小標本性に起因する現象に対して
は，観測データ数の増加に伴い $q$ の値が変化し， $qarrow 1(Narrow\infty)$ となる独立性が
自然である．

$q$-中心極限定理に関する論文 [28] では $q$-Fourier変換から特性関数の q$\neg$変形版を

定義し，特性関数の持つ性質の修正から $q$-独立性を定義している．

本論文の最後に， $q$独立性のもとでの最尤法の修正を考察する．
$S_{q}=\{p(x;\theta)|\theta\in\Theta\}$ を $q$-指数型分布族とし， $\{x_{1}, . . . , x_{N}\}$ を $p(x;\theta)\in S_{q}$ から

生成される $N$ 個の観測値とする．このとき $q$-尤度関数 $L_{q}(\theta)$ を

$L_{q}(\theta)=p(x_{1};\theta)\otimes_{q}p(x_{2};\theta)\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}p(x_{N};\theta)$

によって定義する．ただし $q$-積が定義できるための真数条件等は成り立っていると
仮定する． $qarrow 1$ の極限では $L_{q}$ は通常の尤度関数に収束するが， $q\neq 1$ の場合には
$L_{q}$ を同時確率分布と解釈するこはできない．
q-対数関数の単調性から， $L_{q}$ の同値な条件として $q$-対数尤度関数 $l_{q}(\theta)$

$l_{q}( \theta) := \ln_{q}L_{q}(\theta)=\sum_{i-arrow 1}^{N}\ln_{q}p(x_{i};\theta)$

を考えることもできる．

q-尤度関数の最大値を与える引数 $\hat{\theta}$ を $q$-最尤推定量と定義する．

$\hat{\theta}:=\arg\max_{\in\theta\theta}L_{q}(\theta) (=\arg\max_{\theta\in\theta}\ln_{q}L_{q}(\theta))$ .

65



定理 6.2 (cf. [16, 17]) $S_{q}$ を $q$ -指数型分布族とし， $\{x_{1}, . . . , x_{N}\}$ を $p(x;\theta)\in S_{q}$ か

ら生成される $N$ 個の観測値とする．また $\{\eta_{i}\}$ を双対平坦構造 $(S_{q}, g^{q}, \nabla^{q(e)}, \nabla^{q(m)})$

の $\nabla^{q(m)}$ に関するアファイン座標系とする．このとき $q$ -最尤推定量は $S_{q}$ の $\eta$ -座標

系を用いて

$\hat{\eta}_{i}=\frac{1}{N}\sum_{j=1}^{N}F_{i}(x_{j})$

と与えられる．

$q$ の値が変わると統計モデルが変化し，期待値や推定量の定義も変化するが，標

本の実現値が同じであれば推定値は一定である．

双対平坦空間 $(S_{q}, g^{q}, \nabla^{q(e)}, \nabla^{q(m)})$ の正準ダイバージェンス $D$ と正規化した Tsallis

相対エントロピー $D^{T}$ を用いると， $\phi$ を $(S_{q}, g^{q}, \nabla^{q(e)}, \nabla^{q(m)})$ の $\eta$-座標系に関する

ポテンシャルとして

$D_{q}^{T}(p(\hat{\eta}),p(\theta)) = D(p(\theta),p(\hat{\eta}))$

$= \psi(\theta)+\phi(\hat{\eta})-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}\hat{\eta}_{i}$
.

$= \phi(\hat{\eta})-\frac{1}{N}\ln_{q}L_{q}(\theta)$ .

が成り立つ．したがって $q$-尤度の最大化は $q$-正準ダイバージェンスの最小化に等し

く，この事実も指数型分布族における最尤推定量に対する幾何学的解釈の一般化で

ある．正準ダイバージェンスは多様体の幾何学構造だけから決まる関数であるので，

$q$-最尤法は幾何学的に見ても自然な概念である．

7 おわりに

本論文では指数関数，および対数関数を一般化し，変形指数型分布族の持つ幾何学
的，統計学的性質を考察した．変形指数関数と変形対数関数には指数法則が成り立

たないため，確率変数の定義域となる標本空間，および確率分布の値域となる関数

空間の代数構造を変化させたが，この修正が期待値の定義や，確率変数の独立性の

定義に影響を与えた．

しかしながら，そもそも異常統計において変形指数型分布族が必要となる理由を

複数考えることができ，本論文は主に確率変数間に相互作用があると思われる現象

を想定している．一方，観測データの少数性，標本空間の小規模性に起因すること

も考えられる．このような場合には，観測データの数の増加に対して独立性の定義

を修正することが自然であると考えており，非復元抽出などの観測値を用いた統計

学との関係の解明が必要である．
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