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1 導入

同じ複素化を持つような異なる実リー群 $G$ , G’、例えば $G=Sp(n)$ , $G’=Sp(n, \mathbb{R})$ を

考える。一般に、 $G$ と $G’$ の表現論 (ユニタリー双対など) はまったく異なる。 しかし、

Weyl のユニタリートリックによって、有限次元表現の表現論は同じになる。あるいは、

非コンパクト Riemann 対称空間 $G’/K$ の解析を、複素化 $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}$ を通じてコンパクト

Riemann 対称空間 $G/K$ の解析に帰着させる (またはその逆)、 というような手法が存在

する。 このような、複素化を通じて異なる二つの実形を関連付ける手法の例として、次の

ようなものが挙げられる。

$\bullet$ Weyl のユニタリートリック

$\bullet$ Flensted-Jensen duality [1]

$\bullet$ コンパクト Clifford-Klein 形の (非) 存在定理 [11]
$\bullet$ Gross-Wallach による離散系列表現の離散分岐則 [2]

$\bullet$ Theta 対応における無限小指標の一対一対応 (T. Przebinda[16], J-S. Li[14])

複素化が同じ二つの部分群への分岐則を考えた場合に、上の例のように二つの分岐則の

間に何らかの関係がないだろうか、 というのが本稿の問題の動機である。本稿では、正則

離散系列表現の分岐則における重複度の最大値が、実形の取り方によらないという次の結

果を紹介する。

定理 1. $G$ をエルミート型連結単純リー群、 $H$, H’を $G$ の対称部分群とする。 $G_{\mathbb{C}}$ の中で

$H_{\mathbb{C}}$ と $H_{\mathbb{C}}’$ は内部自己同型で移りあうと仮定する。 このとき、 $G$ の任意の正則離散系列表
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現 $V$ に対して、

$C_{H}(V)=C_{H’}(V)$

が成り立つ。 ここで、 $C_{H}(V)$ は $V|_{H}$ の既約分解に現れる重複度の最大値を表す。

1.1 Weyl のユニタリートリック

はじめに述べたとおり、異なる実形を考えたとしても、有限次元表現の表現論は本質的

に同じになる。 この節では、 このことについて説明する。

$Sp(n, \mathbb{R})$ の ( $\mathbb{C}$ 上の) 有限次元表現 $V$ を考え、二つの部分群 $H=U(n)$ と $H’=$

$U(p,n-p)$ に制限することを考える。Weyl のユニタリートリックによって $V$ は $Sp(n, \mathbb{C})$

の正則な表現に一意的に拡張できることが知られている。 この一対一対応の下で、 $V|_{H}$

と $V|_{H_{C}}$ は同じ既約分解を持つ。 同様に、 $V|_{H’}$ と $V|_{H_{\acute{C}}}$ も同じ既約分解を持つ。一方で、

$H_{\mathbb{C}}$ と $H_{\mathbb{C}}’$ は共に $GL(n, \mathbb{C})$ と同型なリー群であり、 $Sp(n, \mathbb{C})$ の内部自己同型で移りあ

う。 したがって、 $V|_{H_{\mathbb{C}}}$ と $V|_{H_{\acute{\mathbb{C}}}}$ は本質的に同じ既約分解を持つ。以上の議論より、 $V|_{H}$

と $V|_{H’}$ は本質的に同じ既約分解を持つことがわかる。

$V|_{U(n)} V|_{U(p,n-p)}$

$|$ complexification $|$ complexification

$V|_{GL(n,\mathbb{C})}-V|_{GL(n,\mathbb{C})}$

inner auto.

このような現象が起きるのは、Weyl のユニタリートリツクによって、 $Sp(n, \mathbb{R})$ の表現

が複素化 $Sp(n, \mathbb{C})$ の表現まで拡張できるからである。 $V$ が無限次元の既約ユニタリー表

現の場合には、 $Sp(n, \mathbb{C})$ の表現に延びることはなく、 $V|_{H}$ と $V|_{H’}$ は異なる既約分解を持

つことになる。

1.2 フーリエ解析

無限次元表現であっても、二種類の分岐則 $(V|_{H}$ と $V|_{H’})$ の間に関連が見られるような

例が多く存在する。例えば、 $\mathbb{R}/\mathbb{Z}$ の表現 $L^{2}(\mathbb{R}/\mathbb{Z})$ と $\mathbb{R}$ の表現 $L^{2}(\mathbb{R})$ を考える。 これら
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は次のように既約分解する。

$L^{2}( \mathbb{R}/\mathbb{Z})\simeq\sum_{n\in \mathbb{Z}}^{\oplus}\mathbb{C}e^{2\pi\sqrt{-1}nx},$

$L^{2}( \mathbb{R})\simeq\int_{\mathbb{R}}^{\oplus}\mathbb{C}e^{2\pi\sqrt{-1}\lambda x}d\lambda.$

これらは、 $SL(2, \mathbb{R})$ のある既約ユニタリー表現の SO(2) と $GL(1, \mathbb{R})$ への分岐則と見るこ

とが出来る。 $L^{2}(\mathbb{R}/\mathbb{Z})$ は離散的に分解し、 $L^{2}(\mathbb{R})$ は連続的な分解をするという違いがあ

るが、 重複度が常に 1(無重複) であり、 分解のパラメーターが 1次元的であるという共通

点が見られる。 この場合には、 $\mathbb{R}/\mathbb{Z}$ も $\mathbb{R}$ も $\mathbb{C}^{\cross}$ の実形になっている。

2 設定

$G_{\mathbb{C}}$ を連結な単連結複素単純リー群とし、 $G$ をそのエルミート型の実形とする。 $\theta$ を $G$

のカルタン対合とし、 $\sigma$ を $\theta$ と可換な対合とする。 $G_{\mathbb{C}}$ に正則に延長した対合も同じ記号

で表すことにする。 $\theta$ に関するカルタン分解を $\mathfrak{g}=\not\in\oplus \mathfrak{p}$ とし、 $K:=G^{\theta},$ $H:=G^{\sigma}$ と

おく。

$G$ をエルミート型であると仮定したので、 $K$ は 1次元の中心を持つ。 $K$ の 1次元ユ

ニタリー表現全体が $\{. . . , -2\zeta, -\zeta, 0, \zeta, 2\zeta, . . .\}$ となるように指標 $\zeta$ をとり固定する。 $l_{\mathbb{C}}$

の中心の元 $Z\in\sqrt{-1}\mathfrak{z}$ (りを、 ad(Z)の固有値が $-1,0,1$ となり、 $\zeta(Z)>0$ を満たすよう

にとる。

$ad(Z)$ に関する $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の固有空間分解を

$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{p}_{-}\oplus l_{\mathbb{C}}\oplus \mathfrak{p}_{+}$

と、 それぞれの固有値が $-1,$ $0$ , 1になるようにとる。 $\mathfrak{p}_{+\}}\mathfrak{p}_{-}$ は可換な部分リー代数であ

り、 $K_{\mathbb{C}}P_{-}$ は $G_{\mathbb{C}}$ の放物型部分群になる。

$T$ を $K$ の極大トーラスとすると、 $G$ がエルミート型であることから $T$ は $G$ のカルタン

部分群になる。 $t_{\mathbb{C}}$ に関するルートの集合を $\triangle(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, t_{\mathbb{C}})$ , $\triangle(\mathfrak{p}_{+,t_{\mathbb{C}}})$ 等と表す。 $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の正ルー

ト系であって $\triangle(\mathfrak{p}_{+}, t_{\mathbb{C}})$ を含むようなものを固定し、その和の 1/2を $\rho$ とする。最高ウェ

イト $\lambda$ を持つ $K$ の既約ユニタリー表現を $F(\lambda)$ または $F^{K}(\lambda)$ と表す。
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3 正則離散系列表現

次に、 正則離散系列表現を導入し、 その基本的な性質について述べる。前節の記号の

下で、

$G/K\subset\exp(\mathfrak{p}_{+})(\simeq \mathfrak{p}_{+})\subset G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}P_{-}$

となっている。 $G/K$ は $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}P_{-}$ の開集合であり、 $G$-不変な複素構造を持つ。

$K$ の既約ユニタリー表現 $F(\lambda)$ に対して、以下のような表現を考える:

$\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda):=\mathcal{O}(G/K, G\cross {}_{K}F(\lambda))\cap L^{2}(G/K, G\cross {}_{K}F(\lambda))$ ,

$\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda) :=\mathcal{O}(G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}P_{-}, G_{\mathbb{C}}\cross K_{C}P-F(\lambda))\subset \mathcal{O}(G/K, G\cross {}_{K}F(\lambda))_{K}.$

群 $G$ を明示したいときは $\mathcal{O}_{L^{2}}^{G}(\lambda)$ のように表すことにする。 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)$ は $G$ のユニタリー

表現、 $\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda)$ は $G_{\mathbb{C}}$ の有限次元表現になる。 これらの空間がいつ非零になるかについて、

次の結果が知られている。 (例えば [8, Chapter VI])

事実 2. 上記の記号の下で、以下の命題が成り立つ。

(1) (Harish-Chandra) 任意の $\beta\in\triangle(\mathfrak{p}_{+}, t_{\mathbb{C}})$ に対して、 $(\lambda+\rho, \beta)<0$ ならば、 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)$

は非零であり、 $G$ の既約ユニタリー表現になる。

(2) (Borel-Weil) 任意の $\beta\in\triangle(\mathfrak{p}_{+}, \{c)$ に対して、 $2(\lambda, \beta)/(\beta, \beta)\in \mathbb{N}$ ならば、 $\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda)$

は非零であり、 $G_{\mathbb{C}}$ の有限次元既約表現になる。

(1) の仮定を満たすとき、 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)$ は $G$ の正則離散系列表現と呼ばれる。

$\lambda_{z}:=\lambda+z\zeta$ とおく。つまり、 $F(\lambda_{z})$ は $F(\lambda)$ に指標 $\mathbb{C}_{z\zeta}$ をテンソル積した表現

$F(\lambda)\otimes \mathbb{C}_{z\zeta}$ と同型になっている。 この記号を使うと、上の事実 2. は、 $z$ が十分小さいと

$\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})$ は非零な $G$ の既約ユニタリー表現になり、 $z$ が十分大きいと $\mathcal{O}_{G_{\mathbb{C}}}(\lambda_{z})$ は非零な

$G_{\mathbb{C}}$ の有限次元既約表現になる、 と言い換えることが出来る。

$\mathcal{O}(G/K, G\chi_{K}F(\lambda_{z}))$

$C$
h.d.s.

$\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})$

fin. $dim$ . irr.

$\mathcal{O}_{G_{\mathbb{C}}}(\lambda_{z})$

– $\blacksquare$ $\blacksquare$ $\blacksquare$ $\blacksquare$ $\blacksquare$ $\blacksquare$
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事実 2. における (1)、 (2) の条件を満たす $z$ の集合を、 それぞれ $Z_{L^{2、}}Z_{G_{\mathbb{C}}}$ とおく。

4 主結果

本稿における主結果を述べる。一般に $G$ のユニタリー表現 $V$ が

$V \simeq\int_{G}m(\pi)V_{\pi}d\mu(\pi)$

と既約分解しているとき、 $C_{G}(V):= ess.\sup(m(\pi))$ とおく。つまり、 $C_{G}(V)$ は $V$ の既

約分解に現れる重複度の最大値を表す。次の定理が本稿における主結果である。

定理 3. $\mathfrak{a}$ を $\mathfrak{p}^{-\sigma}$ の極大可換部分空間とし、 $M:=Z_{K\cap H}(\alpha)$ とおく。 このとき、次の三

つの値は等しくなる。

(1) $C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))$ $($任意の $z\in Z_{L^{2}})$

(2) $C_{M}(F(\lambda))$

(3) $\max\{C_{H_{\mathbb{C}}}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})):z\in Z_{G_{\mathbb{C}}}\}$

この定理は、正則離散系列表現の対称対への制限の分岐則に現れる重複度の最大値が、

有限次元既約表現の分岐則に現れる重複度の最大値によって記述できる、 と主張してい

る。 $C_{M}(F(\lambda))=1\Rightarrow C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))=1$ であることと、 $(G, H)$ が正則型の対称対 (次

節で定義する) ならば $C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))<\infty$ であることは、小林俊行氏にょって [9, Section

8] で示されている。 また、 $(G, H)$ が正則型のときに $C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))=C_{M}(F(\lambda))$ である

ことは [6] で示されている。

定理の (3) の値は、完全に有限次元表現の分岐則で決まるので、 Weyl のユニタリート

リックを使って、 系として次の結果が得られる。

系 4. $\tau$ を $G$ の対合とし、 $H’:=G^{\tau}$ とおく。 $G_{\mathbb{C}}^{\tau}$ と $G_{\mathbb{C}}^{\sigma}$ は $G_{\mathbb{C}}$ の内部自己同型で移りあ

うと仮定する。 このとき、

$C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))=C_{H’}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))$

が任意の $z\in Z_{L^{2}}$ に対して成り立つ。

例．上の系 4. の仮定を満たすような $(G, H)$ , $(G, H’)$ としては次のようなものが挙げら

れる。

$\bullet \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{p}(n, \mathbb{R})$ , $\mathfrak{h}=t1(p, n-p)$ , $\mathfrak{h}’=\mathfrak{g}\mathfrak{l}(n, \mathbb{R})$
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$\bullet \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{o}(2, n)$ , $\mathfrak{h}=\mathfrak{s}\mathfrak{o}(2,p)+\mathfrak{s}\mathfrak{o}(n-p)$ , $\mathfrak{h}’=\mathfrak{s}\mathfrak{o}(1,p+1)+\mathfrak{s}\mathfrak{o}(1, n-p-1)$

$\bullet$

$\mathfrak{g}=\mathfrak{e}_{7(-14)},$
$\mathfrak{h}=\mathfrak{s}u(5,1)+\mathfrak{s}\mathfrak{l}(2, \mathbb{R})$ , $\mathfrak{h}’=\mathfrak{s}u(4,2)+5U(2)$

一つ目の例において、 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})|_{H}$ は離散的に分解し、 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})|_{H’}$ は連続的なスペクトル

を含む。 しかし、 重複度の最大値は保たれている。

注意 5. 対称対や正則離散系列表現という仮定をはずすと、系 4には反例が存在する。例

えば、 $V$ を $Sp(2n, \mathbb{R})$ のWeil 表現の偶数次の部分とし、次のような二つの部分群 $H,$ $H’$

を考える。

Sp $(2n, \mathbb{R})\supset U(n, n)\supset Sp(n, \mathbb{R})=H$

$\supset U(2n)\supset Sp(n)=H’$

この部分群への分岐則は dual pair の理論を使って計算することが出来 ([5])、 $C_{H}(V)=$

$2\neq 1=C_{H’}(V)$ となることがわかる。

$(G, H)$ , $(G, H’)$ が対称対の場合の反例として、 [12] の計算結果が挙げられる。 この

結果によると、 $GL(n, \mathbb{R})$ の「最も小さい」退化主系列表現 $V$ を、 $O(n)$ に制限すると

$C_{O(n)}(V)=1$ になるが、 $O(p, n-p)(p\neq 0, n)$ に制限すると $C\circ(p,n-p)(V)=2$ となる。

5 主結果の証明

主結果の証明について述べる。証明は、 $(G, H)$ が正則型と呼ばれる場合と、反正則型

と呼ばれる場合の二通りに分けて行う。

$G$ の対合 $\sigma$ は $K$ を保つので、 $t$ の中心である $\mathfrak{z}$ (りも保つ。 したがって、 $\sigma(Z)=Z$ か

$\sigma(Z)=-Z$ が成り立つ。 $\sigma(Z)=Z$ となる場合に $(G, H)$ を正則型、 $\sigma(Z)=-Z$ となる

場合に $(G, H)$ を反正則型と呼ぶ。 これは、 $G/K$ に $\sigma$ が正則 (または反正則) に作用して

いることと同値になっている。

証明を正則型と反正則型の二つの分けるのは $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)|_{H}$ の分岐則が異なる振る舞いをす

るからである。 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)|_{H}$ は、 $(G, H)$ が正則型の場合には離散的に分解し、反正則型の場

合には連続的なスペクトルを持つことが知られている。

正則型に関しては、次の H. P. Jakobsen とMM. Vergne による結果 [4] が知られている。

事実 6 (Jakobsen- Vergne). $(G, H)$ を正則型の対称対であるとする。このとき、

$\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)|_{H}$ は $H$ の正則離散系列表現の離散直和に既約分解し、 その重複度は有限になる。
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また、 $P(\mathfrak{p}_{+}^{-\sigma})\otimes F^{K}(\lambda)$ が $K\cap H$ の表現として

$P( \mathfrak{p}_{+}^{-\sigma})\otimes F^{K}(\lambda)|_{K\cap H}\simeq\bigoplus_{\mu}m(\mu)F^{K\cap H}(\mu)$

と既約分解しているとき、 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda)$ は $H$ の表現として

$\mathcal{O}_{L^{2}}^{G}(\lambda)|_{H}\simeq\sum_{\mu}^{\oplus}m(\mu)\mathcal{O}_{L^{2}}^{H}(\mu)$

と既約分解する。

反正則型の場合には、次の R. Howe $[3]$
、

$J$

の結果が存在する。

I. $Repka[17]_{\backslash }$ G. \’Olafsson. B. $\emptyset$rsted[15]

事実 7 (R. Howe, J. Repka, G. \’Olafsson, B. $\emptyset$rsted). $(G, H)$ を反正則型の対称対であ

るとする。 このとき、 次の $H$ のユニタリー表現の同型が存在する:

$\mathcal{O}_{L^{2}}^{G}(\lambda)|_{H}\simeq L^{2}(H/K\cap H, H\cross K\cap HF^{K}(\lambda))$ .

これらの結果を用いて重複度の評価を行うことで、主結果の証明を行う。

5.1 正則型の場合

ここでは、 $(G, H)$ は正則型の対称対であると仮定する。

3節で、 $\{\mathcal{O}(G/K, G\cross {}_{K}F(\lambda_{z}))\}_{z}$ という $G$ の表現の族を定めた。証明について述べ

る前に、 この表現の族の性質を見ることにする。

まず、 $\mathcal{O}(G/K, G\cross {}_{K}F(\lambda_{z}))$ という空間を、 $\mathcal{O}(G/K)\otimes F(\lambda)$ という空間と同一視す

る。 $G/K\subset \mathfrak{p}_{+}\subset G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}P_{-}$ という包含関係を思い出すと、ベクトル束 $G\cross {}_{K}F(\lambda)$

は $\mathfrak{p}_{+}$ 上のベクトル束 $\mathfrak{p}_{+}\cross F(\lambda)$ に拡張できることがわかるので、 $G\cross {}_{K}F(\lambda)$ は自明

なベクトル束である。 また、 $F(\lambda_{z})$ は $F(\lambda)\otimes \mathbb{C}_{z\zeta}$ と同型な表現なので、 $F(\lambda)$ と同じベ

クトル空間に実現されていると見ることが出来る。以上から、 $\mathcal{O}(G/K, G\cross {}_{K}F(\lambda_{z}))$ と

$\mathcal{O}(G/K)\otimes F(\lambda)$ を同一視することが出来る。

この同一視を使って、 $\mathcal{O}(G/K)\otimes F(\lambda)$ に、 $z$ でパラメーター付けられた G$($ と $\mathfrak{g})$ の作

用を入れる。 この表現を $(\pi_{z}, \mathcal{O}(G/K)\otimes F(\lambda))$ と表すことにする。

正則型の対称対を考えているので、Jakobsen-Vergne の結果 (事実 6) から、 離散的な

分岐則を扱うことになる。 したがって、 $(\mathfrak{g}, K)$-加群における既約分解を見ればよい。 そ

こで、 $\mathcal{O}(G/K)\otimes F(\lambda)$ の $K$-有限なベクトルを考えると、 $(\pi_{z}, P(\mathfrak{p}_{+})\otimes F(\lambda))$ という
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$(\mathfrak{g}, K)$-加群の族が得られる。 ここで、 $\mathcal{O}(G/K)_{K}=P(\mathfrak{p}_{+})$ という等式を使った。以下で

はこの $(\mathfrak{g}, K)$-加群 $(\pi_{z}, P(\mathfrak{p}_{+})\otimes F(\lambda))$ のみを考える。

命題 8. この表現の族 $(\pi_{z}, P(\mathfrak{p}_{+})\otimes F(\lambda))$ は次の性質を持つ。

(1) 任意の $X\in \mathcal{U}(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})$ に対して、 $\pi_{z}(X)$ は微分作用素であり、 $z$ に多項式的に依存して

いる。つまり、 $D_{0}$ , . . . , $D_{d}$ という微分作用素が存在して $\pi_{z}(X)=\sum_{i=0}^{d}D_{i}z^{i}$ と表

せる。

(2) 任意の $X\in \mathfrak{p}_{+}$ に対して、 $\pi_{z}(X)$ は $-X$ 方向に微分するという作用素であり、 $z$ に

依存しない。

(3) 任意の $X\in t_{\mathbb{C}}$ に対して、 $\pi_{z}(X)=\pi_{0}(X)+z\zeta(X)$ となる。 つまり、 $\mathbb{C}_{z\zeta}$ という指

標のずれを除けば、 $z$ によらない $K$ の表現になっている。

$z$ に多項式的に依存しているということと $Z_{G_{\mathbb{C}}}$ が $\mathbb{C}$ の中で Zariski dense であること

から、 正則離散系列表現 $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})$ の性質を、 有限次元表現 $\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda_{z})$ の性質に帰着するこ

とが出来る。

補題 9. $\mathcal{O}_{G_{\mathbb{C}}}(\lambda_{z})$ を上で述べた同一視によって、 $P(\mathfrak{p}_{+})\otimes F(\lambda)$ の部分空間とみなす。 こ

のとき、

$\bigcup_{z\in Z_{G_{C}}}\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda_{Z})=P(\mathfrak{p}_{+})\otimes F(\lambda)$

が成り立つ。

補題 9を用いて定理の (1) $=(3)$ の証明を行う。 (1) $=(2)$ に関しては、 [6] で証明され

ているので省略する。

定理 3の (1) $=(3)$ の証明．Jakobsen-Vergne の結果から $\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})$ の $H$ に関する分岐

則は、 $P(\mathfrak{p}_{+}^{\sigma})\otimes F(\lambda_{z})$ の $K\cap H$ に関する既約分解から知ることが出来る。特に、重複度

の最大値に関する式、

CH($\mathcal{O}$L2( $\lambda$z)) $=$ CK$\cap$H(P(揖) $\otimes$ F( $\lambda$z)) $(z\in Z_{L^{2}})$

を得る。

$H_{\mathbb{C}}$ の有限次元既約表現は、放物型部分代数 $(t_{\mathbb{C}}\oplus \mathfrak{p}_{+})^{\sigma}$ に関する最高ウエイト加群な

ので、 $\mathfrak{p}_{+}^{\sigma}$ -不変な部分を見れば分岐則の情報を取り出すことが出来る。したがって、

$C_{H}(\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda_{z}))=C_{K\cap H}(\mathcal{O}_{G_{C}}(\lambda_{z})^{\mathfrak{p}_{+}^{\sigma}}) (z\in Z_{G_{C}})$
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となる。

以上の二つの式と補題 9から、 $z\in Z_{L^{2}}$ に対して

$C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))=C_{K\cap H}(P(\mathfrak{p}_{+}^{\sigma})\otimes F(\lambda_{z}))$

$= \max\{C_{K\cap H}(\mathcal{O}_{G_{\mathbb{C}}}(\lambda_{z’})^{\mathfrak{p}_{+}^{\sigma}}):z’\in Z_{G_{C}}\}$

$= \max\{C_{H}(\mathcal{O}_{G_{\mathbb{C}}}(\lambda_{z’})):z’\in Z_{G_{\mathbb{C}}}\}$

となる。 これで定理が示された。

口

本稿では詳しく扱わないが、この定理以外にも多項式性を利用して、正則離散系列表現の

いくつかの性質を有限次元既約表現の性質に帰着することができる。例えば、$\pi_{z}(\mathcal{U}(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{H})$

が可換であるという性質は、任意の $X,$ $Y\in \mathcal{U}(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{H}$ に対して $\pi_{z}([X, Y])=0$ となること

と表すことができる。 したがって、任意の $z$ に対して $\pi_{z}(\mathcal{U}(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{H})$ が可換かどうかを示す

には、 有限次元既約表現に対して証明すれば十分であることがわかる。他には、 一次独立

であるという条件が多項式で表されることをつかって、ある種の $\mathcal{U}(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{H}$-加群の既約性を

示すこともできる。

5.2 反正則型の場合

ここでは、 $(G, H)$ は反正則型であると仮定する。事実 7により、 $z\in Z_{L^{2}}$ に対して、

$\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z})\simeq L^{2}(H/K\cap H, H\cross K\cap HF^{K}(\lambda))$

が成り立つ。 したがって、 $L^{2}(H/K\cap H, H\cross K\cap HF^{K}(\lambda))$ の既約分解がわかればい

い。 ここで、 $L^{2}(H/K\cap H, H\cross K\cap HF^{K}(\lambda))\simeq(L^{2}(H)\otimes F^{K}(\lambda))^{K\cap H}$ という同型と

Harish-Chandra による $L^{2}(H)$ の Plancherel formula から

$L^{2}(H/K\cap H, H\cross K\cap HF^{K}(\lambda))$

$\simeq(L^{2}(H)\otimes F^{K}(\lambda))^{K\cap H}$

$\simeq\int_{\hat{H}_{temp}}V_{\pi}\otimes(V_{\pi^{*}}\otimes F^{K}(\lambda))^{K\cap H}d\mu(\pi)$

$\simeq\int_{\hat{H}_{temp}}V_{\pi}\otimes Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), V_{\pi})d\mu(\pi)$

となる。 ここで、 $\hat{H}$

temp を $H$ の tempered な既約ユニタリー表現の同値類全体の集合と

し、 $d\mu$ を $L^{2}(H)$ の Plancherel 測度とした。
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この同型から、 重複度の最大値 $C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda))$ は

$C_{H}( \mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda))=ess.\sup\{\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), V_{\pi})$ : $\pi\in\hat{H}_{temp}\}$ (1)

となることがわかる。 Htemp は A. W. Knapp と G. Zuckerman によって決定されてい

る [7] が、 重複度の最大値を求めるには $\hat{H}_{temp}$ の詳細は必要ではなく、次の事実だけで十

分である。 (例えば、 [8, Chapter VII, VIII])

事実 10. $P$ を $H$ の極小放物型部分群とし、 $P=$ 躍 bAoN0をその Langlands 分解と

する。

(1) (Casselman’s subrepresentation theorem) 任意の既約 $(\mathfrak{h}, K\cap H)$-加群 $V$ に対して、

$V$ が $Ind_{p}^{H}(\tau\otimes e^{\mu}\otimes 1_{N_{O}})_{K\cap H}$ の部分表現となるような $\tau\in$ 虚 b と $\mu\in(\alpha_{0})_{\mathbb{C}}^{*}$ が存在

する。

(2) 任意の $\tau\in\hat{M}_{0}$ と $\mu\in\sqrt{-1}\alpha_{0}^{*}$ に対して、 $Ind_{P}^{H}(\tau\otimes e^{\mu}\otimes 1_{N_{0}})$ は $H$ の tempered な

ユニタリー表現となる。

(3) (Bruhat) 任意の $\tau\in\hat{M}0$ と regular な $\mu\in\sqrt{-1}$略に対して、 $Ind_{P}^{H}(\tau\otimes e^{\mu}\otimes 1_{N_{0}})$

は $H$ の既約ユニタリー表現となる。

ここで、 $Ind_{P}^{H}$ は $P$ のユニタリー表現を $H$ のユニタリー表現に誘導するように正規化

している。

注意 11. 事実 10で定義した $M_{0}$ は、 定理 3で定義した $M$ と $K\cap H$ の内部自己同型で

移りあう。実際、 [13, Lemma 5.2.] の証明から、 $Ad(g)$ が $\mathfrak{p}^{-\sigma}$ の極大可換部分空間 $\mathfrak{a}$ を、

$\mathfrak{p}^{\sigma}$ の極大可換部分空間に移すような $g\in Z(K)$ が存在する。 $Ad(g)(\mathfrak{a})$ と $\alpha_{0}$ は、 $\mathfrak{p}^{\sigma}$ の

極大可換部分空間なので、 ある $h\in K\cap H$ が存在して、 $Ad(hg)(\alpha)=\alpha_{0}$ となる。 した

がって、

$Ad(h)(M)=Ad(hg)(Z_{K\cap H}(\alpha))=Z_{K\cap H}(Ad(hg)(\alpha))=Z_{K\cap H}(\alpha_{0})=M_{0}$

となる。 よって、 $M=M_{0}$ となるように恥を取り直すことができる。

これらの結果を用いて、定理 3の (1) $=(2)$ を示す。

$C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))=C_{M}(F^{K}(\lambda))$ の証明．等式 (1) から $\pi\in\hat{H}_{temp}$ に対して

$\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), V_{\pi})$

を評価すればいい。
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まず、$\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), V_{\pi})\leq C_{M}(F^{K}(\lambda))$ を示す。事実 10の (1) から、$(V_{\pi})_{K\cap H}$

を部分表現に含むような非退化主系列表現 $Ind_{p}^{H}(\tau\otimes e^{\mu}\otimes 1_{N_{0}})(\tau\in\hat{M}_{0}, \mu\in(\alpha_{0})_{\mathbb{C}}^{*})$ が

取れる。 したがって、 $H=(K\cap H)P$ と Frobenius相互律から

$\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), V_{\pi})\leq\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), Ind_{P}^{H}(\tau\otimes e^{\mu}\otimes 1_{N_{0}}))$

$=\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), Ind_{M}^{K\cap H}(\tau))$

$=\dim Hom_{M}(F^{K}(\lambda), \tau)$

$\leq C_{M}(F^{K}(\lambda))$

となる。

次に、 $m(\pi)=C_{M}(F^{K}(\lambda))$ となる $\pi\in\hat{H}_{temp}$ が存在することを示す。 $C_{M}(F^{K}(\lambda))$ の

定義から、$C_{M}(F^{K}(\lambda))=\dim Hom_{M}(F^{K}(\lambda), \tau)$ となる $\tau\in\hat{M}$ が存在する。 $\mu\in\sqrt{-1}\alpha_{0}^{*}$

を regular に取るとユニタリー主系列表現 $V_{\pi}=Ind_{P}^{H}(\tau\otimes e^{\mu}\otimes 1_{N_{0}})$ が欲しい条件を

満たす。実際、事実 10(2),(3) より $\pi\in\hat{H}_{temp}$ となり、上で行った議論と同様にして

$H=(K\cap H)P$ と Frobenius 相互律から

$\dim Hom_{K\cap H}(F^{K}(\lambda), V_{\pi})=\dim Hom_{M}(F^{K}(\lambda), \tau)$

$=C_{M}(F^{K}(\lambda))$

を得る。

以上より、 $C_{H}(\mathcal{O}_{L^{2}}(\lambda_{z}))=C_{M}(F^{K}(\lambda))$ が示された。 口

5.3 (2) $=(3)$

定理 3の (2) $=(3)$ は、 複素単純代数群の有限次元表現の命題である。 この部分はより

一般に [6] で次の結果が示されている。

事実 12. $G_{\mathbb{C}}$ を連結な複素簡約代数群、 $Q$ を $G_{\mathbb{C}}$ の放物型部分群、 $H_{\mathbb{C}}$ を $G_{\mathbb{C}}$ の連結

な簡約部分代数群とする。 $Q=LN$ を $Q$ の Levi 分解とする。 $B$ を $H_{\mathbb{C}}$ の Borel部

分群とする。 さらに、 $G_{\mathbb{C}}\supset BQ$ が開部分集合になると仮定する。 このとき、 $M_{\mathbb{C}}:=$

$\{g\in H_{\mathbb{C}}\cap Q :gBQ\subset BQ\}$ と置くと、 任意の $L$ の有限次元表現 $F$ に対して、

$\max\{C_{H_{C}}(Ind_{Q}^{G_{\mathbb{C}}}(F\otimes \mathbb{C}_{\zeta}))$ : $\zeta$は $L/[L, L]$ の指標 $\}=C_{M_{\mathbb{C}}}(F)$

が成り立つ。 ここで、 $Ind_{Q}^{G_{\mathbb{C}}}()$ は代数群の表現の誘導を表す。
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$(G, H)$ が反正則型の対称対の場合、 $G_{\mathbb{C}},$ $H_{\mathbb{C}}$ は今までの節と同じにし、 $Q=K_{\mathbb{C}}P_{-}$ と

する。 そうすると、事実 12の仮定を満たし、 $M_{\mathbb{C}}$ は $H$ に対する $M$ の複素化になること

がわかる。 これによって、定理の (2) $=(3)$ が示される。

$(G, H)$ が正則型の場合にも同様の証明が行えるが、今回は正則離散系列表現の分岐則

と有限次元表現の分岐則を直接結びつけることができる解析接続を用いて証明した。

6 無重複な正則離散系列表現の分類

定理 3や系 4の応用として、正則離散系列表現であって $H$ に制限したときに無重複に

なるようなものの分類を行うことができる。定理 3の (2)(3) は有限次元表現の分岐則に

よって決まるので、正則離散系列表現の無重複性を有限次元既約表現の無重複性に帰着す

ることができる。本稿の趣旨から外れるので細かい計算は行わないが、以下に三つの例を

挙げておく。

例．$G=SU(p, q)$ , $H=U(p-1, q)$ とすると、 $G_{\mathbb{C}}=SL(p+q, \mathbb{C})$ , $H_{\mathbb{C}}=GL(p+q-1, \mathbb{C})$

となる。 $SL(n, \mathbb{C})$ の正則な有限次元既約表現を $GL(n-1, \mathbb{C})$ に制限すると、いつでも

無重複になることが知られている。 したがって、 $G$ の任意の正則離散系列表現を $H$ に制

限すると、 いつでも無重複になる。 これは、 すでに小林俊行氏によって知られている結

果 [10] であるが、 このように有限次元表現の分岐則と直接結びつけて証明することもで

きる。

このような対称対としては、上のものと $G_{\mathbb{C}}=Spin(n, \mathbb{C})$ , $H_{\mathbb{C}}=Spin(n-1, \mathbb{C})$ の実

形となるものですべて尽くされる。

例．複素単純リー群の正則な有限次元既約表現であって、Levi部分群に制限したときに

無重複になるようなものは、J. Stembridgeによって分類されている [18]。この結果から、

$H$ に 1次元の中心があるような場合の、無重複な正則離散系列表現の分類が直ちに従う。

例えば、 $H=K$ とすると、 $G$ はエルミート型なので $K$ は常に 1次元の中心を持つ。 し

たがって、 $K$-typeが無重複になるような正則離散系列表現の分類は Stembridge の結果

に帰着することができる。

例．$M$ と $C_{M}(F(\lambda))$ を計算して分類を行うこともできる。例えば、 $G=Sp(n, \mathbb{R})$ , $K=$

$U(n)$ , $H=GL(n, \mathbb{R})$ とすると、 $M\simeq O(1)\cross\cdots\cross O(1)$ ( $n$ 個の直積) となる。 $U(n)$ の

既約ユニタリー表現で $M$ に制限して無重複になるものは、 $\wedge^{i}\mathbb{C}^{n}(i=0,1, \ldots, n-1)$ と

これらに指標をテンソル積したものに限ることがわかる。
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また、 系 4を使うと、 $H=U(p, n-p)$ としたときの無重複な正則離散系列表現の分類

は、 $H=GL(n, \mathbb{R})$ の場合の分類と変わらないことがわかる。
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