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まず次の半線形拡散方程式 (反応拡散方程式) から始める:

(1.1) $u_{t}=d\triangle u+f(u) , x\in\Omega\subset \mathbb{R}^{n}.$

境界条件はノイマン境界条件

(1.2) $\frac{\partial u}{\partial\nu}=0, x\in\partial\Omega$

を課す．以下では，領域 $\Omega$ は有界でその境界 $\partial\Omega$ は十分滑らか $(C^{3}$ 級 $)$ とし， $f$ は
$C^{1}$ 級の滑らかさをもつとする．また，初期条件

(1.3) $u(x, 0)=u_{0}(x) , (x\in\overline{\Omega})$

が適当なクラスに入っていれば，滑らかな解が時間大域的に存在する (爆発解のよう
なものは考えない). この初期値問題の解を $u$ $t;u_{0}$ ) とすると， $S(t)u_{0}:=u$ $t;u_{0}$ )
によって半流 $($ semiflow) $\{S(t)\}_{t\geq 0}$ が適当な相空間 $X$ で定義される．例えば， $X=$

$C^{0}(\overline{\Omega})$ や，ソボレフ空間 $H^{s}(\Omega)$ など ([32], [17], [41]). どのような空間をとるかは，
数学的議論の展開しやすさに依存するので，必要なときにはそれを明示すること
にする．以下では，特に断る必要がない場合は境界条件は (1.2) を仮定し，初期条
件についても誤解がなければ説明のときに言及しない．

(1.1) では， $f(\overline{u})=0$ を満たす定数 $u=\overline{u}$ は，空間変数 $x$ に依存しない定数定
常解 (平衡解) になっている．また，(1.1) はエネルギー汎関数

(1.4) $\mathcal{E}_{0}(u)=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)dx, F(u):=\int_{0}^{u}f(s)ds$

の勾配流 (gradient flow) になっている．実際， $u=u(x)$ をノイマン条件を満たす
十分なめらかな関数として， $\mathcal{E}_{0}(u)$ の変分をとり，部分積分すると

$\delta \mathcal{E}_{0}(u)=-(\triangle u+f(u), \delta u)_{L^{2}}$

より，

$\frac{\delta}{\delta u}\mathcal{E}_{0}(u)=-(d\triangle u+f(u))$ .
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解を $\mathcal{E}(u)$ に代入して $t$ で微分すると

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{0}(u(\cdot, t))=-(\frac{\delta}{\delta u}\mathcal{E}_{0}(u), u_{t})_{L^{2}}=-\Vert u_{t}\Vert^{2}\leq 0.$

これから，解の $tarrow\infty$ の漸近状態は制約され，時間周期解のようなものは存在し
ない．力学系の用語を用いると，相空間における解の軌道の $\omega$ 極限集合は平衡解

から成ることが知られている ([15]).
ところが，(1.1) のような方程式の場合にはもう少し強いことが示され，空間次

元 $n=1$ の場合では， $\omega$ 極限集合は必ず 1点 (一つの平衡解) からなり ([32]), 空間

次元に関わらず領域が凸なら非定数の平衡解は不安定である ([3], [32]). よって安
定な定数でない解を探すためには非凸な領域で考える必要がある．例えば反応項が
$f(u)=u-u^{3}$ のような場合は，拡散を考慮しない常微分方程式は 2つの漸近安定
な平衡解をもつ．この $f(u)$ に対しては亜鈴型の領域で，安定な空間的非一様な解
が構成できることがよく知られている ([16], [19], [20], [21], [26], [32], [33], [35] な
ど $)$ .

さて，(1.1) を基に，次のような 2変数の反応拡散系を考えよう．

(1.5)
$u_{t}=d\triangle u+f(u)+v,$

$\tau v_{t}=\triangle v-\gamma v+u,$

$x\in\Omega.$

ここで， $\tau,$ $\gamma$ は正のパラメータである． $v$ の拡散係数は 1に正規化してある．境界
条件はノイマン境界条件

(1.6) $\frac{\partial u}{\partial v}=\frac{\partial v}{\partial v}=0, x\in\partial\Omega.$

この場合も，実は (1.5) は次のエネルギー汎関数に関して勾配流になっている:

(1.7) $\mathcal{E}_{1}(u, v):=\mathcal{E}_{0}(u)+\int_{\Omega}\frac{1}{2}|\nabla v|^{2}+\frac{\gamma}{2}v^{2}-uvdx.$

実際，

$u_{t}=- \frac{\delta}{\delta u}\mathcal{E}_{1}(u, v) , \tau v_{t}=-\frac{\delta}{\delta v}\mathcal{E}_{1}(u, v)$ .

よって [22] (または [31]) より，凸領域では安定な解は定数解しか存在しない．ただ
し，勾配系の一つである Ginzburg-Landau方程式では，適当な非凸領域において
安定な非定数平衡解が存在する ([25], [23]).
次に，(1.5) の $u$ に関する方程式において $v$ の項の符号を変えた次の方程式系を

考えてみよう．

(1.8)
$u_{t}=d\triangle u+f(u)-v,$

$\tau v_{t}=\triangle v-\gamma v+u,$

$x\in\Omega.$
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この場合，上のような勾配流にはならず，

(1.9) $\mathcal{E}_{s}(u, v):=\mathcal{E}_{0}(u)-\int_{\Omega}\frac{1}{2}|\nabla v|^{2}+\frac{\gamma}{2}v^{2}$ –uvdx

を導入すると

$(\begin{array}{l}u_{t}\tau v_{t}\end{array})=-(\begin{array}{ll}1 00-1 \end{array})( \frac {}{}\mathcal{E}_{s}(u,v)\frac{\delta}{\delta,\delta v(?}\mathcal{E}_{\mathcal{S}}(u_{\mathfrak{j}}v))$

と表され，歪勾配流 (skew gradient flow) と呼ばれる ([48]). $f(u)$ が 3次関数の場
合は，FitzHugh-Nagumo方程式とよばれ，パラメータの取り方にょって安定な非
定数定常解の存在が知られている ([8], [38], [40], [47] および無限区間の場合の研究
[6] などを参照). このように結合の仕方を少し変えるだけで安定解の構造が劇的に
変わる場合がある．この形の方程式系については次節で詳しく調べることにする．

注意 1このような歪勾配流の平衡解の安定性についてはいくつかの一般的結果が
知られている ([4], [28], [48], [49]).

次に，(1.1) の方程式と $v$ の方程式を以下のように結合した系を考える．

(1.10) $\{\begin{array}{l}\xi u_{t}-\alpha v_{t}=d\triangle u+f(u)+v,\eta u_{t}+\beta v_{t}=\triangle v.\end{array}$

ただし， $\xi,$
$\eta$ は正の定数で $\alpha,$ $\beta\geq 0$ ある．これまでと同様に領域 $\Omega$ は有界な領域と

し，ノイマン境界条件を課す．この方程式系の大きな特徴は

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}(\eta u+\beta v)dx=\int_{\Omega}\triangle vdx=0$

により $\eta u+\beta v$ の $L^{1}$ 量が保存されることである． $\beta>0$ のときは， $w=\eta u+\beta v$

とおくと，方程式は

$\{\begin{array}{l}(\xi+\alpha\eta/\beta)u_{t}-(\alpha/\beta)w_{t}=d\triangle u+f(u)-(\eta/\beta)u+w/\beta,w_{t}=(1/\beta)\triangle w-(\eta/\beta)\triangle u\end{array}$

と書き表すこともできる．このときは $w$ の $L^{1}$ 量が保存される系になっている．
この方程式系の解の安定性に関して，パラメータがある条件を満たす場合では

あるが，特徴的なことがわかっているので ([36], [34], [24], [29], [30]) それにつぃて
も紹介する．

なお，この小論では上記のような反応拡散方程式系しか扱わないが，反応拡散
方程式一般について詳しいことを知りたい方は，最近出版された [50] をお勧めする．
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2 FitzHugh-Nagumo型の方程式系

2.1 Turing 不安定性

まず (1.8) において安定な非定数解が現れる性質を理解するために，次の場合につ
いて自明解 $(u,v)=(0,0)$ の安定性を調べてみよう．簡単のため $\tau$ $=1$ としておく．

(2.1) $\{\begin{array}{l}u_{t}=d\triangle u+au-u^{3}-v,v_{t}=\triangle v-\gamma v+u,\end{array}$ $x\in\Omega.$

反応項だけの常微分方程式は

(2.2) $\{\begin{array}{l}\dot{u}=au-u^{3}-v,\dot{v}=-\gamma v+u\end{array}$

なので $(=d/dt)$ 自明解の安定性は，次の行列

$(\begin{array}{ll}a -11 -\gamma\end{array})$

の固有値を調べればわかる．特性方程式は

$\lambda^{2}-(a-\gamma)\lambda+1-a\gamma=0$

なので

$a< \gamma<\frac{1}{a}$

なら実部が負の固有値からなり，自明解は方程式 (2.1) の解として漸近安定である．
方程式 (1.8) において安定性を調べるために，ノイマン境界条件下のー $\Delta$ の固有

値を
$0=\sigma_{1}<\sigma_{2}\leq\sigma_{3}\leq\ldots$

とし，フーリエ級数展開を使うと，行列

$(\begin{array}{ll}-d\sigma_{j}+a -11 -\sigma_{j}-\gamma\end{array}),$ $j=1$ , 2, . . .

の固有値を調べる問題に帰着される．このときの特性方程式は

$\lambda^{2}-(-\sigma_{j}(d+1)+a-\gamma)\lambda+d\sigma_{j}^{2}-(a-d\gamma)\sigma_{j}+1-a\gamma=0$

だから， $a\sigma_{2}>1$ なら $d$ を十分小さくとれば負の固有値が存在する．これは Turing
不安定性に他ならない ([46]). 分岐理論を適用すると，不安定性が起こるパラメー
タの臨界値の近傍で安定な空間パターンをもった解が自明解から分岐することを
示すことができるが，今回のテーマでないので詳細については触れない ([37] など

を参照).
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2.2 Lyapunov関数

(1.8) における $\tauarrow 0$ の極限方程式は，形式的に

(2.3)
$u_{t}=d\triangle u+f(u)-v,$

$\triangle v-\gamma v+u=0,$

$x\in\Omega$

となる．境界条件はノイマン境界条件である． $L^{2}(\Omega)$ の閉作用素 $-\triangle_{N}$ を

$-\triangle_{N}w=-\triangle w,$ $w\in Dom(-\triangle_{N}):=\{\phi\in H^{2}(\Omega):\partial\phi/\partial v=0(x\in\partial\Omega)\}$

とすると，(2.3) の第 2式は

$v=K(u):=(-\triangle_{N}+\gamma)^{-1}u$

と表されるから，結局 $u$ だけの方程式

(2.4) $u_{t}=d \triangle u+f(u)-K(u) , x\in\Omega, \frac{\partial u}{\partial v}=0, x\in\partial\Omega$

が得られる．この時間発展の方程式は次のエネルギー汎関数の勾配流になっている．

(2.5) $\mathcal{E}_{K}(u):=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)+\frac{1}{2}uK(u)dx.$

$K$ は $L^{2}$ 内積に関して自己共役な有界作用素になっていることに注意しておこう．
$f(u)=u-u^{3}$ のような場合には，大域アトラクタ (global attractor) $\mathcal{A}_{f}$ が存在す

る ([7], [15], [42] 参照).
一方，(1.8) の場合には次の汎関数を定義する．

(2.6) $\mathcal{E}_{F}(u, v) :=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)+\frac{1}{2}uK(u)+\frac{\gamma}{2(1+\delta)}(v-K(u))^{2}dx.$

以下のことが示される．

命題 2.1 ([5]) $0<\tau^{1/2}<\gamma$ とする． $\delta\in(0,2(\gamma^{2}/\tau-1))$ なる任意の $\delta$ を固定す
る．(1.8) の滑らかな解 $(u(x, t), v(x, t))$ に対して

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{F}(u(\cdot, t), v t))\leq-\frac{\delta}{2(1+\delta)}\Vert u_{t}\Vert^{2}$

$- \frac{1}{1+\delta}(\frac{\gamma^{2}}{\tau}-1-\frac{\delta}{2})\Vert v-K(u)\Vert^{2}-\frac{\gamma}{(1+\delta)\tau}\Vert\nabla(v-K(u))\Vert^{2}\leq 0$

が成り立つ．また，

(2.7) $\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{F}(u(\cdot, t), v t))=0 (\forall t\in \mathbb{R})$

が成り立つのは $(u(\cdot, t), v t)$ ) が平衡解のときのみである．
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［証明］ 新しい変数を $w=v-K(u)$ とすると方程式は

(2.8) $\{\begin{array}{l}u_{t}=d\triangle u+f(u)-K(u)-w,\tau(w_{t}+K(u_{t}))=\triangle w-\gamma w\end{array}$

となる． $\tilde{\mathcal{E}}_{F}(u, w):=\mathcal{E}_{F}(u, w+K(u))$ とおき， $K$ は自己共役， $\Vert K(u)\Vert\leq\Vert u\Vert/\gamma$ が

成り立つことに注意すると，

$\frac{d}{dt}\tilde{\mathcal{E}}_{F}(u(\cdot, t), w t))$

$= \int_{\Omega}\{d\nabla u\cdot\nabla u_{t}-f(u)u_{t}+\frac{1}{2}(u_{t}K(u)+uK(u_{t}))+\frac{\gamma}{1+\delta}ww_{t}\}dx$

$=- \int_{\Omega}(d\triangle u+f(u)-K(u))u_{t}dx+\frac{\gamma}{1+\delta}(w, w_{t})_{L^{2}}$

$=- \Vert u_{t}\Vert^{2}-(w, u_{t})_{L^{2}}+\frac{\gamma}{1+\delta}(w, -K(u_{t})+\frac{1}{\tau}\triangle w-\frac{\gamma}{\tau}w)_{L^{2}}$

$=- \Vert u_{t}\Vert^{2}-(w, u_{t})_{L^{2}}-\frac{\gamma}{1+\delta}\{(w, K(u_{t}))_{L^{2}}+\frac{1}{\tau}(\Vert\nabla w\Vert^{2}+\gamma\Vert w\Vert^{2})\}$

$\leq-\frac{1}{2}\Vert u_{t}\Vert^{2}+\frac{1}{2}\Vert w\Vert^{2}-\frac{\gamma}{(1+\delta)}(K(w), u_{t})_{L^{2}}$

$- \frac{\gamma^{2}}{(1+\delta)\tau}\Vert w\Vert^{2}-\frac{\gamma}{(1+\delta)\tau}\Vert\nabla w\Vert^{2}$

$\leq-\frac{1}{2}\Vert u_{t}\Vert^{2}+\frac{1}{2}\Vert w\Vert^{2}+\frac{1}{(1+\delta)}\Vert w\Vert\Vert u_{t}\Vert-\frac{\gamma^{2}}{(1+\delta)\tau}\Vert w\Vert^{2}-\frac{\gamma}{(1+\delta)\tau}\Vert\nabla w\Vert^{2}$

$\leq-\frac{1}{2}(1-\frac{1}{1+\delta})\Vert u_{t}\Vert^{2}+(\frac{1}{2}+\frac{1}{2(1+\delta)}-\frac{\gamma^{2}}{(1+\delta)\tau})\Vert w\Vert^{2}$

$-\underline{\gamma}\Vert\nabla w\Vert^{2}$

$(1+\delta)\tau$

$\leq-\frac{\delta}{2(1+\delta)}\Vert u_{t}\Vert^{2}-\frac{1}{1+\delta}(\frac{\gamma^{2}}{\tau}-1-\frac{\delta}{2})\Vert w\Vert^{2}-\frac{\gamma}{(1+\delta)\tau}\Vert\nabla w\Vert^{2}\leq 0.$

よって前半部分が証明された．後半は容易に得られるので詳細は割愛する．口

注意 2 $\tau^{1/2}=\gamma$ のときにも， $\mathcal{E}_{F}$ は軌道に沿って単調非増加である．実際

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{F}(u(\cdot, t), v t))=-\frac{\gamma}{\tau}\Vert\nabla(v-K(u))\Vert^{2}\leq 0.$

しかし，(2.7) が成り立つのは $(u(\cdot, t), v t)$ ) が平衡解のときのみとは限らない．

注意 3 $f(u)=u-u^{3}$ のような 3次関数の場合には初期値問題の解が生成する半流
は大域アトラクタ $\mathcal{A}_{f}$ を有する ([15],[45]). 平衡解全体の集合を $E_{f}$ とし，それが有

界な場合には，

$\mathcal{A}_{f}=W^{u}(E_{f}):=\{u_{0}\in X:u t;u_{0})arrow E_{f} (tarrow-\infty)\}$
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である さらに全ての平衡解が双曲型 (線形化固有値問題がゼロ固有値を持たな
い $)$ なら

$\mathcal{A}_{f}=\bigcup_{u^{*}\in E_{f}}W^{u}(u^{*})$

と表される．これによって，大域アトラクタの構造は平衡解の不安定多様体 (unstable
manifold) から完全に決定される．ただし，全ての不安定多様体を決定することは
決して容易なことではない (スカラーの反応拡散方程式の場合には，大域アトラク
タの詳細な構造についての研究として [10], [11] などがある).

注意 4 [13] では，別な形の Lyapunov関数が示されている．Lyapunov 関数が存在
する条件についても上記のものと少し異なる．以下，それを紹介しよう．序章でも
触れたが，FitzHugh-Nagumo方程式は歪勾配系とよばれ，(1.9) のエネルギー関数

$\mathcal{E}_{s}(u, v)=\int_{\Omega}\{\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)-\frac{1}{2}|\nabla v|^{2}+uv-\frac{\gamma}{2}v^{2}\}dx$

に解を代入して時間で微分すると

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{s}(u, v)=-\int_{\Omega}u_{t}^{2}dx+\tau\int_{\Omega}v_{t}^{2}dx$

となる．そこで解の軌道に沿った汎関数

$\mathcal{E}_{L}(u, v):=\frac{\tau}{\gamma}\int_{\Omega}\frac{1}{2}(u_{t}^{2}+\tau v_{t}^{2})+E_{s}(u, v)$

を定義すると，

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{L}(u, v)=\frac{\tau}{\gamma}\int_{\Omega}(u_{t}u_{tt}+\tau v_{t}v_{tt})+\frac{d}{dt}E_{s}(u, v)$

$= \frac{\tau}{\gamma}\int_{\Omega}\{u_{t}(d\triangle u_{t}+f’(u)u_{t}-v_{t})+v_{t}(\triangle v_{t}-\gamma v_{t}+u_{t})\}dx-\int_{\Omega}u_{t}^{2}dx+\tau\int_{\Omega}v_{t}^{2}dx$

$=- \frac{\tau}{\gamma}\int_{\Omega}(d|\nabla u_{t}|^{2}+|\nabla v_{t}|^{2})dx-\int_{\Omega}(1-(\tau/\gamma)f’(u))u_{t}^{2}dx$

となる．そこで

$\sup_{u\in \mathbb{R}}f’(u)<\gamma/\tau$

なら， $\mathcal{E}_{L}$ は時間に関して非増加である．大域アトラクタが存在するような場合に
はその近傍でこの条件が満たされていれば， $\mathcal{E}_{L}$ はリャプノフ関数として働く． こ

れが [13] におけるリャプノフ関数である．2つのリャプノフ関数 $\mathcal{E}_{F}$ と $\mathcal{E}_{L}$ の間に何
か関係があるかどうかは不明である．

注意 5 $v$ の方程式にも拡散係数 $D$ をつけてそれを無限大にした極限として得られ

るシャドーシステムとよばれる方程式の Lyapunov 関数と，$D$ をゼロにしたとき
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の Lyapunov関数はそれぞれ [27] および [42] において与えられており，それらは，
ちょうど今回の Lyapunov 関数において対応する極限をとったものとして導かれ

る．実際，$\sigma j$ をノイマン条件下の $-\triangle$ の $j$ 番目の固有値， $\varphi_{j}$ を対応する正規化さ

れた固有関数とすると，形式的に

$(-D \triangle_{N}+\gamma)^{-1}=\sum_{j=1}^{\infty}\frac{(\cdot,\varphi_{j})_{L^{2}}}{D\sigma_{j}+\gamma}\varphi_{j}arrow\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\gamma}(\cdot, \varphi_{1})_{L^{2}}\varphi_{1}=\frac{1}{\gamma|\Omega|}\int_{\Omega}\cdot dx (Darrow\infty) ,\underline{1}_{I_{id}} (Darrow+0)\gamma \end{array}$

で，玩は恒等変換である．それぞれの場合の Lyapunov関数は

$\mathcal{E}_{\infty}(u, v):=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)+\frac{1}{2\gamma}(\frac{1}{|\Omega|}\int_{\Omega}udx)^{2}$

$+ \frac{\gamma}{2(1+\delta)}(v-\frac{1}{\gamma|\Omega|}\int_{\Omega}u(x)dx)^{2}d$
亀

$\mathcal{E}_{0}(u, v):=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)+\frac{u^{2}}{2\gamma}+\frac{\gamma}{2(1+\delta)}(v-u/\gamma)^{2}dx$

となる．[27] と [42] では，これらの式で $\delta=0$ としたものが Lyapunov関数として
使われている．

2.3 平衡解の不安定次元

一般に (1.8) の定常問題

(2.9) $\{\begin{array}{l}d\triangle u+f(u)-v=0,\triangle v-\gamma v+u=0,\end{array}$ $x\in\Omega,$ $\frac{\partial u}{\partial\nu}=\frac{\partial v}{\partial\nu}=0,$ $x\in\partial\Omega$

について考えてみよう．第 2式から $v=K(u)(=(-\triangle_{N}-\gamma)^{-1}u)$ だから第 1式に
代入すると $u$ だけの方程式

(2.10) $d \triangle u+f(u)-K(u)=0, x\in\Omega, \frac{\partial u}{\partial\nu}=0, x\in\partial\Omega$

に帰着される．この方程式は (2.4) の定常問題と同じで (2.5) の Euler-Lagrange 方

程式にな，っている．定常問題の解 $(u, v)$ は，この汎関数の臨界値を与える $u=u^{*}$

から $(u, v)=(u^{*}, K(u^{*}))$ として決まる．このような変分問題では，汎関数を最小
にする関数 (minimizer) を調べる研究が発展しており， $d=\epsilon^{2}$ が小さいとき，あ
るいは $\epsilon$ の特異極限における解の形状の特徴付けについて優れた研究がある ([38],
[40], [47] など).
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さて，自然な疑問として (2.4) の平衡解 $u^{*}(x)$ の安定性 (または不安定性) と，元
の系 (1.8) における解 $(u^{*}, K(u^{*}))$ の安定性 (または不安定性) に関してどのような
関係があるだろうか？ 一般に，上記のような汎関数の臨界点の不安定度を表す
モース指数 (Morse index) が知られている．臨界値をとる解 $u^{*}$ の周りで汎関数の
第 2変分を考えてみよう．すなわち

$\frac{d^{2}}{d_{\mathcal{S}^{2}}}\mathcal{E}_{K}(u+s\varphi)_{|s=0}=\int_{\Omega}d|\nabla\varphi|^{2}-f’(u^{*}(x))|\varphi|^{2}+\varphi K(\varphi)dx.$

Rayleigh 商

(2.11) $R_{a}( \varphi) :=\frac{\mathcal{K}(\varphi)}{\Vert\varphi\Vert^{2}}, \mathcal{K}(\varphi) :=d\Vert\nabla\varphi\Vert^{2}-(f’(u^{*}), \varphi)_{L^{2}}+(K(\varphi), \varphi)_{L^{2}}$

を用いると，$\mathcal{M}_{k}$ を $L^{2}(\Omega)$ における $k$次元部分空間全体の集合として

(2.12)
$\lambda_{k}:=\inf_{X\in \mathcal{M}_{k}}\sup_{\varphi\in X}R_{a}(\varphi)$

が， $k$番目の線形化固有値問題の固有値を与える ([9]). すなわち， $\lambda_{k}$ は方程式 (2.10)
において $u^{*}$ の周りで線形化固有値問題

(2.13) $\mathcal{L}(\varphi) :=-[d\triangle\varphi+f’(u^{*})\varphi-K(\varphi)]=\lambda\varphi,$

$Dom(\mathcal{L})=\{w\in H^{2}(\Omega):\partial w/\partial\nu=0(x\in\partial\Omega)\}$

の $k$番目の固有値である．Morse指数はこの線形化作用素の固有値の負の個数とし
て決まる．．

一方，(1.8) の平衡解 $(u, v)=(u^{*}, K(u^{*}))$ の線形化固有値問題は

(2.14) $\mathcal{A}(\begin{array}{l}\phi\psi\end{array})=(\begin{array}{l}-[d\triangle\phi+f’(u^{*})\phi-\psi]-\triangle\psi+\gamma\psi-\phi\end{array})=\lambda(\begin{array}{l}\phi\psi\end{array}),$

$Dom(\mathcal{A})=\{(w, z)\in(H^{2}(\Omega))^{2}:\partial w/\partial v=\partial z/\partial v=0(x\in\partial\Omega)\}$

である．作用素 $\mathcal{L}$ は自己共役だが， $\mathcal{A}$ はそうでない．しかし， $\mathcal{L}$ のMorse 指数と
$\mathcal{A}$ の不安定固有値 (負の固有値) の個数は比べることができる．実際，以下のよう
な結果がある．

定理 2.2 ([5]) $0<\tau<\gamma^{2}$ を仮定する． ${\rm Re}\lambda<(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ を満たす $\mathcal{A}$ の固有
値は全て実で， $\mathcal{A}$ と $\mathcal{L}$ は同じ数の負の固有値をもつ．さらに $\gamma>1$ を仮定すると，
${\rm Re}\lambda<(\gamma-1)/\tau$ を満たす $\mathcal{A}$ の固有値については，その代数的重複度と幾何学的
重複度は一致し，(2.10) の平衡解 $u^{*}$ のモース指数と，(1.8) の平衡解 $(u^{*}, v^{*})$ の不

安定次元は一致する．また，零固有値は存在すれば重複度が等しい．

この証明のポイントは，2つの線形化作用素の固有値に対して比較原理を適用す
ることである．そのとき，第 5節で述べる固有値問題のパラメータに関する依存
性 (連続性と単調性) が証明のキーになる．次の節でこの証明を与える．

9



注意 6非線形の問題に関する線形化固有値問題の比較原理 (spectral comparison
principle) はもともと，[1] によって Cahn-Hilliard 方程式と，後に出てくる phase-
field 系の研究で導入された．最近までは目立った進展はなかったが，後の保存系
の場合に [34] から始まって [24], [29], 上記の FitzHugh-Nagumo 型は [5] によって
その研究が発展した．

注意 7代数的重複度と幾何学的重複度は一致するということは，ジョルダン型の
多重度をもつ固有値が存在しないということを意味する．また， $\mathcal{A}$ が零固有値を

もてば $\mathcal{L}$ もそうであり，また逆もいえることに注意しておく．

注意 8パラメータに関する同じ条件のときに， $u^{*}$ が $\mathcal{E}$

K の local minimizer のと

き， $(u^{*}, K(u^{*}))$ が (1.8) の安定解になることは，[38] で証明されている．上の定理
はさらにそれを発展させた結果になっている．

注意 9時間発展の方程式

$u_{t}=d \triangle u+f(u)-K(u) , x\in\Omega, \frac{\partial u}{\partial\nu}=0, x\in\partial\Omega$

はエネルギー関数 $\mathcal{E}_{K}(u)$ の勾配流になっているが，上の定理の条件が満たされて
いるとき，平衡解の近傍の解のダイナミクスと方程式系 (1.8) の対応する平衡解の
近傍のダイナミクスは，相空間における運動としては定性的に同じ挙動になるこ
とを意味している．大域的な運動についての比較も興味ある問題である．

2.4 固有値比較

この節では定理 2.2を証明しよう．まず，次の補題を証明する．

補題 2.3 $\mathcal{A}$ を (2.14) で定義される線形化作用素とする． $0<\tau<\gamma^{2}$ を仮定する．
$\lambda$ を ${\rm Re}\lambda\leq(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ を満たす $\mathcal{A}$ の固有値とするとそれは実固有値である．

［証明］ 仮定を満たす固有値を $\lambda=\lambda_{r}+i\lambda_{i}$ とおき，対応する固有関数を $(\phi, \psi)$ と

する．$\phi=\phi_{r}+i\phi_{i}$ かつ $\psi=\psi_{r}+i\psi_{i}$ とおくと

$d \Vert\nabla\phi\Vert^{2}-\int_{\Omega}a(x)|\phi|^{2}dx+\int_{\Omega}\psi\overline{\phi}dx=(\lambda_{r}+i\lambda_{i})\Vert\phi\Vert^{2},$

$\Vert\nabla\psi\Vert^{2}+\gamma\Vert\psi\Vert^{2}-\int_{\Omega}\phi\overline{\psi}dx=\tau(\lambda_{r}+i\lambda_{i})\Vert\psi\Vert^{2},$

ここで $a(x)$ $:=f’(u^{*}(x))$ . $\lambda_{i}\neq 0$ なら上の式の虚部から

$\Vert\phi\Vert^{2}=\tau\Vert\psi\Vert^{2}=\frac{1}{\lambda_{i}}\int_{\Omega}(\phi_{r}\psi_{i}-\phi_{i}\psi_{r})dx.$
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次の

を使うと，

$\int_{\Omega}(\phi_{r}\psi_{r}+\phi_{i}\psi_{i})dx\leq\Vert\phi\Vert\Vert\psi\Vert=\tau^{1/2}\Vert\psi\Vert^{2},$

$\tau\lambda_{r}\Vert\psi\Vert^{2}=\Vert\nabla\psi\Vert^{2}+\gamma\Vert\psi\Vert^{2}-\int_{\Omega}(\phi_{r}\psi_{r}+\phi_{i}\psi_{i})dx\geq\Vert\nabla\psi\Vert^{2}+(\gamma-\tau^{1/2})\Vert\psi\Vert^{2}$

これは
$\Vert\nabla\psi\Vert^{2}\leq\{\tau\lambda_{r}-(\gamma-\tau^{1/2})\}\Vert\psi\Vert^{2}$

を意味する．もし， $\lambda_{r}<(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ なら $\psi=0$ で $\phi=0$ , よって矛盾．こうして
$\lambda_{i}=0$ が従う． $\square$

次の補題によって，定理 2.2の固有値の重複度に関する主張 (代数的重複度と幾
何的重複度の一致) が証明されたことになる．

補題 2.4 $0<\tau<\gamma^{2}$ と $\gamma>1$ を仮定する． $\lambda$ を

${\rm Re} \lambda<\min\{(\gamma-\tau^{1/2})/\tau, (\gamma-1)/\tau\}$

を満たす $\mathcal{A}$ の任意の固有値とする．このとき

(2.15) $Ker(\mathcal{A}-\lambda I_{\tau})=Ker(\mathcal{A}-\lambda I_{\tau})^{m} (m\geq 2) , I_{\tau}:=(\begin{array}{ll}I 00 \tau I\end{array}),$

ここで $I$ は恒等作用素である．

［証明］ 補題 2.3により $\lambda$ は実である．まず，

$(\mathcal{A}-\lambda I_{\tau})^{2}(\begin{array}{l}\phi_{1}\psi_{1}\end{array})=0$

を満たす $(\phi_{1}, \psi_{1})^{T}$ は $\lambda$ に対する固有関数以外にはあり得ないことを示す．背理法

を使う．

(2.16) $(\begin{array}{l}\phi_{0}\psi_{0}\end{array}):=(\mathcal{A}-\lambda I_{\tau})(\begin{array}{l}\phi_{1}\psi_{1}\end{array})\neq(\begin{array}{l}00\end{array})$

を仮定して矛盾を導く．(2.16) から

(2.17) $-d\triangle\phi_{1}-f’(u^{*})\phi_{1}+\psi_{1}-\lambda\phi_{1}=\phi_{0},$

(2.18) $-\triangle\psi_{1}+\gamma\psi_{1}-\phi_{1}-\tau\lambda\psi_{1}=\psi_{0}$

である．

$(\mathcal{A}-\lambda I_{\tau})(\begin{array}{l}\phi_{0}\psi_{0}\end{array})=(\begin{array}{l}00\end{array}),$
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なので

$0=(-\triangle\psi_{0}+\gamma\psi_{0}-\phi_{0}-\tau\lambda\psi_{0}, \psi_{0})_{L^{2}}$

$=\Vert\nabla\psi_{0}\Vert^{2}+(\gamma-\tau\lambda)\Vert\psi_{0}\Vert^{2}-(\phi_{0}, \psi_{0})_{L^{2}}$

$\geq(\gamma-\tau\lambda)\Vert\psi_{0}\Vert^{2}-\Vert\phi_{0}\Vert\Vert\psi_{0}\Vert$

が従う．こうして $\psi_{0}=0$ または $(\gamma-\tau\lambda)\Vert\psi_{0}\Vert\leq\Vert\phi_{0}\Vert$ が成立する．$\psi_{0}=0$ から

$\phi_{0}=0$ が従うので，この場合は除外する．一方， $(\gamma-\tau\lambda)\Vert\psi_{0}\Vert\leq\Vert\phi_{0}\Vert$ の場合は，
仮定 $\lambda<(\gamma-1)/\tau$ から

(2.19) $\Vert\phi_{0}\Vert\geq(\gamma-\tau\lambda)\Vert\psi_{0}\Vert>\Vert\psi_{0}$

が成り立つ．しかしながら，以下の議論から (2.19) に矛盾することが導かれる．
$\mathcal{A}$ の共役作用素 $\mathcal{A}^{*}$ を定義する．

$\mathcal{A}^{*}(\begin{array}{l}\sim\phi\sim\psi\end{array}):=-(d\Delta\tilde{\phi}+f’(u^{*})\tilde{\phi}+\tilde{\psi}\triangle\tilde{\psi}-\gamma\tilde{\psi}-\tilde{\phi})$

すなわち $(\phi, \psi)^{T}\cdot\in Dom(\mathcal{A})$ , $(\tilde{\phi},\tilde{\psi})^{T}\in Dom(\mathcal{A}^{*})$ に対し，

$(\mathcal{A}(\begin{array}{l}\phi\psi\end{array}), (\begin{array}{l}\sim\phi\sim\psi\end{array}))_{L^{2}\cross L^{2}}$

$=-(d\triangle\phi+f’(u^{*})\phi-\psi,\tilde{\phi})_{L^{2}}-(\triangle\psi-\gamma\psi+\phi,\tilde{\psi})_{L^{2}}$

$=-(\phi, d\triangle\tilde{\phi}+f’(u^{*})\tilde{\phi}+\tilde{\psi})_{L^{2}}-(\psi, \triangle\tilde{\psi}-\gamma\tilde{\psi}-\tilde{\phi})_{L^{2}}$

$=((\begin{array}{l}\phi\psi\end{array}), \mathcal{A}^{*}(\begin{array}{l}\sim\phi\sim\psi\end{array}))_{L^{2}\cross L^{2}}$

$\mathcal{A}^{*}-\lambda I_{\tau}$ の核を $Ker(\mathcal{A}^{*}-\lambda I_{\tau})$ とする． $(\phi_{0}, -\psi_{0})^{T}\in Ker(\mathcal{A}^{*}-\lambda I_{\tau})$ がすぐ確か

められる．方程式 (2.16) の可解条件から

$((\begin{array}{l}\phi_{0}\psi_{0}\end{array}), (\begin{array}{l}\phi_{0}-\psi_{0}\end{array}))_{L^{2}\cross L^{2}}=\Vert\phi_{0}\Vert^{2}-\Vert\psi_{0}\Vert^{2}=0.$

これは (2.19) に矛盾するので， $m=2$ 場合は証明できた．
一般に

$(\mathcal{A}-\lambda_{0}I_{\tau})^{m}(\begin{array}{l}\phi_{1}\psi_{1}\end{array})=(\begin{array}{l}00\end{array}) (m\geq 2)$ ,

の場合は，同様の議論によって

$(\mathcal{A}-\lambda_{0}I_{\tau})(\begin{array}{l}\phi_{1}\psi_{1}\end{array})=(\begin{array}{l}00\end{array})$

が示される．実際，

$(\begin{array}{l}\phi_{0}\psi_{0}\end{array})=(\mathcal{A}-\lambda_{0}I_{\tau})^{k-1}(\begin{array}{l}\phi_{1}\psi_{1}\end{array})$

を満たす $(\phi_{0}, \psi_{0})\neq(0,0)$ が存在する最も小さい $k\geq 2$ に対して，同様の議論を適
用すれば矛盾が導かれる．こうして証明終了．口
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注意 10 $\mathcal{A}$ の固有関数が $(\phi, \psi)$ なら，共役作用素 $\mathcal{A}^{*}$ の固有関数が $(\phi, -\psi)$ で与え

られることが，この FitzHugh-Nagumo方程式系の特徴で，一般にこれに対応する
性質を歪勾配系がもつことが定式化されている ([49]).

さて，以上の準備のもとに， $\mathcal{A}$ の固有値と $\mathcal{L}$ の固有値を比較しよう． $\mathcal{A}$ の固有

値問題は次のように書ける :

(2.20) $\{\begin{array}{l}-d\triangle\phi-a(x)\phi+\psi=\lambda\phi,-\triangle\psi+\gamma\psi-\phi=\tau\lambda\psi,\end{array}$ $x\in\Omega,$

(2.21) $\partial\phi/\partial v=\partial\psi/\partial v=0, x\in\partial\Omega.$

ここで $a(x)=f’(u^{*}(x))$ とおいた．$L^{2}(\Omega)$ における有界作用素

(2.22) $K_{\lambda}:=(-d\triangle_{N}+\gamma-\tau\lambda)^{-1}$

を $\lambda<(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ に対して定義する．この $K_{\lambda}$ と (2.13) で定義される $\mathcal{L}$ を用い

ると， $\mathcal{A}$ の固有値問題は

(2.23) $(\mathcal{L}-K+K_{\lambda})\phi=\lambda\phi, \phi\in H_{N}^{2}(\Omega)$

と書き直される．すなわち， $\mathcal{A}$ の固有値問題と (2.23) は， $\psi=K_{\lambda}\phi$ とおけば
$\lambda<(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ の制約下では同値である．

以下では，
$A_{N}=-d\triangle_{N}$

とおく． $K_{0}=K$ なので，

(2.24) $K_{\lambda}-K=\tau\lambda K_{\lambda}K=\tau\lambda KK_{\lambda},$

が成り立つ ( $K_{\lambda}$ は $A_{N}$ のリゾルベントになっていることに注意). この (2.24) に
よって (2.23) は

(2.25) $\mathcal{L}\phi = \lambda(1-\tau K_{\lambda}K)\phi$

$= \lambda[1-\tau(A_{N}+\gamma-\tau\lambda)^{-1}(A_{N}+\gamma)^{-1}]\phi, \phi\in Dom(\mathcal{L})$

と表される．
$0<\tau<\gamma^{2}$ and $\lambda<(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ の条件のもとでは，

(2.26) $((1-\tau K_{\lambda}K)\phi, \phi)_{L^{2}}>0 (\phi\neq 0)$ .

実際， $\lambda<(\gamma-\tau^{1/2})/\tau$ から $\frac{\tau}{\gamma-\tau\lambda}<\tau^{1/2}\phi\neq 0$ に対して

$\tau(K_{\lambda}K\phi, \phi)_{L^{2}} \leq \frac{\tau}{(\gamma-\tau\lambda)\gamma}\Vert\phi\Vert^{2}<\frac{\tau^{1/2}}{\gamma}\Vert\phi\Vert^{2},$
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こうして (2.26) が従う．

$s>-(\gamma-\tau^{1/2})$ に対して

(2.27) $M(s) :=I-\tau(A_{N}+\gamma+s)^{-1}(A_{N}+\gamma)^{-1}$

を定義すると，
$(M(s)\phi, \phi)_{L^{2}}>0 (\phi\in L^{2}(\Omega), \phi\neq 0)$

である．この $M(\mathcal{S})$ によって $\mathcal{A}$ の固有値問題，すなわち (2.25) は

(2.28) $\mathcal{L}\phi=\lambda M(-\tau\lambda)\phi$

を満たす $\lambda$ と $\phi$ を決定する問題に帰着される．

補題 2.5 (2.27) で定義される $M(s)$ は第 5節の条件 (H1), (H2) と (H3) を満たす．

［証明］ 条件の (H1) は

$\frac{d}{ds}M(\mathcal{S})=\tau(A_{N}+\gamma+s)^{-2}(A_{N}+\gamma)^{-1}$

が正値作用素であることから従う．
次に (H2) を確かめる．まず，

(2.29) $s_{2}M(s_{1})-s_{1}M(s_{2})=(s_{2}-\mathcal{S}_{1})\{I-\tau(A_{N}+\gamma+s_{2})^{-1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\}$

を示す．

$s_{2}\Lambda\fbox{Error::0x0000}I(s_{1})-\mathcal{S}_{1}M(s_{2})$

$=(s_{2}-s_{1})I-\tau\{s_{2}(A_{N}+\gamma+s_{2})^{-1}-s_{1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\}(A_{N}+\gamma)^{-1}$

$=(s_{2}-s_{1})I-\tau(A_{N}+\gamma+s_{2})^{-1}\{(s_{2}-s_{1})I$

$-s_{1}(s_{2}-s_{1})(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\}(A_{N}+\gamma)^{-1}$

$=(s_{2}-\mathcal{S}_{1})I$

$-\tau(s_{2}-s_{1})(A_{N}+\gamma+s_{2})^{-1}\{I-\mathcal{S}_{1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\}(A_{N}+\gamma)^{-1}$

ここで

$I=(-d\triangle_{N}+\gamma+s_{1}-s_{1})(-d\triangle_{N}+\gamma)^{-1}=(A_{N}+\gamma+s_{1})(I-s_{1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1})(A_{N}+\gamma)^{-}$

より恒等式

$\{I-s_{1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\}(A_{N}+\gamma)^{-1}=(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}$

が得られるから，これを適用すると

$s_{2}M(s_{1})-s_{1}M(s_{2})$ $=(s_{2}-s_{1})\{I-\tau(A_{N}+\gamma+s_{2})^{-1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\}$
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となり (2.29) が従う．
条件 $\tau^{1/2}<s_{1}+\gamma$ と $\tau^{1/2}<s_{2}+\gamma$ より

$\tau((A_{N}+\gamma+s_{2})^{-1}(A_{N}+\gamma+s_{1})^{-1}\phi, \phi)_{L^{2}}\leq\frac{\tau}{(\gamma+s_{2})(\gamma+s_{1})}\Vert\phi\Vert^{2}<\Vert\phi\Vert^{2}$

なので

$s_{2}M(s_{1})-s_{1}M(s_{2})>0(s_{2}>s_{1})$ $\Leftrightarrow$ $M(s_{1})/s_{1}>M(\mathcal{S}_{2})/\mathcal{S}_{2}(s_{2}>s_{1})$

より (H2) が従う．(H3) のチェックは容易なので省略する．口

命題 4.1と命題 4.2を次の非局所項固有値問題

(2.30) $\mathcal{L}\phi=\omega M(s)\phi, \phi\in Dom(\mathcal{L})=H_{N}^{2}(\Omega)$ .

に適用する．パラメータ $s$ に連続的に依存する (4.1) の固有値の族 $\{\omega_{n}(s)\}$

$\omega_{1}(s)\leq\omega_{2}(s)\leq\cdots\leq\omega_{n}(s)\leq\omega_{n+1}(\mathcal{S})\leq\cdots$

について考える．命題の結果より，負の固有値の個数は $s$ に依存しない．任意の負
の固有値について，それを $\omega_{k}(s)$ とすると， $s\geq 0$ について単調増加なので $s$ につ

いての方程式

$\omega_{j}(s)=-s/\tau (s>0)$

は $\omega_{j}(0)<0$ を考慮するとただーつの解 $\mathcal{S}=s_{k}^{*}$ をもつ． $\lambda_{k}=-\mathcal{S}_{k}^{*}$ とおくとこれが

(2.25)すなわち $\mathcal{A}$ の $k$番目の固有値を与える．こうして， $\mathcal{A}$ の負の固有値は重み
付きの固有値問題 (4.1) の負の固有値と対応がついた．さらに命題 4.3を適用する
と，負の固有値の数に関する定理の主張が正しいことがわかる．

$\mathcal{A}$ と $\mathcal{L}$ の零固有値については，それぞれの固有値全体の集合を $\sigma(\mathcal{A})$ , $\sigma(\mathcal{L})$ と

すると，
$0\in\sigma(\mathcal{A})\Leftrightarrow 0\in\sigma(\mathcal{L})$

である．これによって定理の証明が完了する．口

3 保存則のある拡散方程式系

この節では (1.10) の形の方程式系を扱う．$\alpha=0$ の場合は，Caginalp[2] や Fix [12]
によって導入されたフェイズフィールド (phase field) 方程式の形をしている．(1.10)
の形の方程式を直接扱う前に，関連した拡散方程式系についてまず解説する．

3.1 保存則のある方程式系における拡散誘導不安定性

次のタイプの方程式系を考えよう :

(3.1)
$u_{t}=d\triangle u+f(u, v)$ ,

$\tau v_{t}=\triangle v-f(u, v)$ ,
$x\in\Omega.$
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$\Omega$ は滑らかな境界を持つ $\mathbb{R}^{n}$ の有界領域で，境界条件はノイマン境界条件を仮定
する．

まず拡散の無い次の常微分方程式系を調べる．

(3.2) $\{\begin{array}{l}\dot{u}=f(u, v) ,\tau\dot{v}=-f(u, v) .\end{array}$

すぐわかる性質として

$\frac{d}{dt}(u(t)+\tau v(t))=0$

より， $\mathcal{S}=u(t)+\tau v(t)$ とおくと方程式は単独の方程式

(3.3) $\dot{u}=f(u, (s-u)/\tau)$

に帰着される．(3.3) の平衡点 $u^{*}$ , すなわち

$f(u^{*}, (\mathcal{S}-u^{*})/\tau)=0$

を満たす定数解は，

(3.4) $f_{u}(u^{*}, (s-u^{*})/\tau)-f_{v}(u^{*}, (s-u^{*})/\tau)/\tau<0$

のとき安定である．

ところで (3.2) の平衡点は
$f(u, v)=0$

を満たす $(u, v)$ 全体である．しかし，

$u(t)+\tau v(t)=u(O)+\tau v(O) (\forall t\in \mathbb{R})$

なので $s=u(O)+v(O)$ とおけば，初期値を与えたときの平衡点は $f=0$ に加えて

拘束条件として $s=u+\tau v$ が課せられる．

(3.2) で $(u, v)=(u^{*}, v^{*})+(U, V)$ , $(u^{*}, v^{*})=(u^{*}, (s-u^{*})/\tau)$ とおいて平衡点で

(3.2) を線形化すると

(3.5) $\{\begin{array}{l}\dot{U}=f_{u}(u^{*}, v^{*})U+f_{v}(u^{*}, v^{*})V,\tau\dot{V}=-f_{u}(u^{*}, v^{*})U-f_{v}(u^{*}, v*) 玩\end{array}$

線形化の行列

$(-f_{u}(u^{*},v^{*})/\tau f_{u}(u^{*},v^{*}) -f_{v}(u^{*},v^{*})/\tau f_{v}u,v^{*}))$

は固有値
$\lambda=0, \lambda=f_{u}(u^{*}, v^{*})-f_{v}(u^{*}, v^{*})/\tau$

をもつ．前者の零固有値は保存則から出てくるもので安定性に影響しないことに
注意しておく．
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さて，(3.1) にもどる．空間平均を

$\langle u\rangle:=\frac{1}{|\Omega|}\int_{\Omega}udx$

と表すと，

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u(x, t)+\tau v(x, t)dx=0$

より，

(3.6) $s=\langle u(\cdot, 0)\rangle+\tau\langle v(\cdot, 0)\rangle=\langle u(\cdot, t)\rangle+\tau\langle v(\cdot, t)\rangle (t\geq 0)$

の条件のもとで，(3.1) の定数平衡解 $(u^{*}, v^{*})$ の安定性を調べる．(3.4) を仮定し
て，常微分方程式 (3.2) の平衡解としては安定であることを仮定する．このとき
$s=u^{*}+\tau v^{*}$ に注意しておく．
ノイマン境界条件下のー $\triangle$ の固有値を $\{\sigma_{j}\}_{j}=1,2,\ldots$ 対応する正規化された固有

関数を $\{\varphi_{j}\}_{j=1,2},\ldots$ とする，すなわち

$-\triangle\varphi_{j}=\sigma_{j}\varphi_{j}, x\in\Omega, \partial\varphi_{j}/\partial v=0, x\in\partial\Omega, (\varphi_{j}, \varphi_{k})_{L^{2}}=\delta_{jk}$

とし，
$(u, v)=(u^{*}, v^{*})+e^{\lambda t}(\xi, \eta)\varphi_{j}(x)$

とおいて線形化すると，行列の固有値問題

$A_{j}(\begin{array}{l}\xi\eta\end{array})=\lambda(\begin{array}{l}\xi\eta\end{array}),$ $A_{j}:=(-d\sigma_{j}+f_{u}(u^{*},v^{*})-f_{u}(u^{*}, v^{*})/\tau$ $-\sigma_{j}/\tau-f_{v}(u^{*}, v^{*})/\tau f_{v}(u^{*},\cdot v^{*}))$

が得られる． $\lambda$ の特性方程式は

(3.7) $\lambda^{2}-(f_{u}-f_{v}/\tau-(d+1/\tau)\sigma_{j})\lambda+\sigma_{j}(d\sigma_{j}+df_{v}-f_{u})/\tau=0$

である． $j=1$ のときは $\sigma j=0$ より常微分の場合に対応する． $j\geq 2$ の場合を考え
る．(3.4) とあわせて

(3.8) $0<f_{u}(u^{*}, v^{*})<f_{v}(u^{*}, v^{*})/\tau$

なら， $d$ を十分小さくとることによって

(3.9) $d\sigma_{j}+df_{v}(u^{*}, v^{*})-f_{u}(u^{*}, v^{*})<0$

とすることができ，これを満たす $j$ について不安定となる．すなわち，Turing型
の拡散不安定化が起こる．

注意 11上の不安定化の議論は初等的な計算で確かめられる．しかし，このよう
な保存系における拡散誘導不安定性の結果はかなり最近 [18], [39] において報告さ
れた．もしかしたら，他にも古い文献があるかもしれないが現在のところ見つかっ
ていない．
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3.2 保存則のある方程式系における Lyapunov関数

(3.1) の特別な場合として次の形の方程式系をこの節ではとりあげる．

(3.10) $\{\begin{array}{l}u_{t}=d\triangle u-g(u+\gamma v)+v,\tau v_{t}=\triangle v+g(u+\gamma v)-v,\end{array}$
$x\in\Omega.$

ここで $0<d<1,$ $0\leq\gamma\leq 1,$ $k>0$ とする．前節と同様に $\Omega$ は滑らかな境界を持

つ $\mathbb{R}^{n}$ の有界領域で，境界条件はノイマン境界条件を仮定する．
このタイプの方程式は， $\tau=1$ の場合，[18], [39] において具体的な関数として

(3.11) $g(u)= \frac{a_{1}u}{a_{2}u^{2}+b} (\gamma=0) , g(u+v)=\frac{u+v}{(a(u+v)+1)^{2}} (\gamma=1)$

が導入され，Turing 型の拡散誘導不安定性が起こることが確かめられている．こ
こでは [24], [29] および [36] などの Lyapunov 関数に関する成果を統一した形で紹

介する．

新しい変数として

$w=u+\gamma v, z=du+v$

を導入して方程式を書き直す．

(3.12) $\{\begin{array}{l}\frac{1-\tau\gamma d^{2}}{1-d\gamma}w_{t}-\frac{\gamma(1-\tau d)}{1-d\gamma}z_{t}=d\triangle w-(1-\gamma d)g(w)-dw+z,\frac{1-\tau d}{1-d\gamma}w_{t}+\frac{\tau-\gamma}{1-d\gamma}z_{t}=\triangle z.\end{array}$

ここで

(3.13) $\gamma\leq\tau<\frac{1}{d}$

を仮定して

$\xi=\frac{1-\tau\gamma d^{2}}{1-d\gamma},$ $\alpha=\frac{\gamma(1-\tau d)}{1-d\gamma},$ $\eta=\frac{1-\tau d}{1-d\gamma},$ $\beta=\frac{\tau-\gamma}{1-d\gamma}$

とおくと， $\xi,$ $\eta>0,$ $\alpha,$
$\beta\geq 0$ . さらに

$f(w)=-(1-d\gamma)g(w)-dw$

とおくと (3.12) は

(3.14) $\{\begin{array}{l}\xi w_{t}-\alpha z_{t}=d\triangle w+f(w)+z,\eta w_{t}+\beta z_{t}=\triangle z\end{array}$

と表され，(1.10) の形に書き直される．

ここで，

$\xi=1+\frac{d\gamma(1-\tau d)}{1-d\gamma}$

と表せることに注意しておく．
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命題 3.1 (3.14) をノイマン境界条件のもとで考える．汎関数

$\mathcal{E}_{c}(w, z):=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla w|^{2}-F(w)+\frac{\beta}{2\eta}z^{2}+\frac{\alpha}{2\eta}|\nabla z|^{2}dx$

を定義する，ただし， $F(w)= \int^{w}f(w)$ である．任意の滑らかな解 $(w(x, t), z(x, t))$

に対して

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{c}(w(\cdot, t), z t))=-\int_{\Omega}\{\xi w_{t}^{2}+\frac{\alpha\beta}{\eta}z_{t}^{2}+\frac{1}{\eta}|\nabla z|^{2}\}dx\leq 0$

が成り立つ．

［証明］ 部分積分の計算を繰り返せばよい．

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}_{c}(w(\cdot, t), z t))$

$= \int_{\Omega}d\nabla w\cdot\nabla w_{t}-f(w)w_{t}+\frac{\beta}{\eta}zz_{t}+\frac{\alpha}{\eta}\nabla z\cdot\nabla z_{t}dx$

$= \int_{\Omega}(-d\triangle w-f(w))w_{t}+\frac{\beta}{\eta}zz_{t}-\frac{\alpha}{\eta}(\triangle z)z_{t}dx$

$= \int_{\Omega}(z-\xi w_{t}+\alpha z_{t})w_{t}+\frac{z}{\eta}(\triangle z-\eta w_{t})-\frac{\alpha}{\eta}(\eta w_{t}+\beta z_{t})z_{t}dx$

$= \int_{\Omega}(-\xi w_{t}^{2}-\frac{1}{\eta}|\nabla z|^{2}-\frac{\alpha\beta}{\eta}z_{t}^{2})dx.$

これは目的の式である．口

注意 12 (3.10) において $\gamma=0$ の場合は，

$\xi=1, \alpha=0, \eta=1-\tau d, \beta=\tau$

となるので，(3.14) は

(3.15)
$w_{t}=d\triangle w+f(w)+z,$

$(1-\tau d)w_{t}+\tau z_{t}=\triangle z$

となり， $f=w(1-w^{2})$ ならフェイズフィールド方程式に他ならないが，今の場合
は $f(w)=-9(w)-dw$ である．
一方， $\tau=\gamma$ の場合は，

$\xi=1+\gamma d, \alpha=\gamma, \eta=1, \beta=0$

となるので

(3.16)
$(1+\gamma d)w_{t}-\gamma z_{t}=d\triangle w+f(w)+z,$

$w_{t}=\triangle z.$
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最初の方程式の両辺に $\Delta$ を作用させると

$(1+\gamma d)\triangle w_{t}-\gamma\triangle z_{t}=\triangle(d\triangle w+f(w))+\Delta z.$

2番目の方程式を $t$ で微分すると

$w_{tt}=\Delta z_{t}.$

これと， $w_{t}=\triangle z$ を用いると

(3.17) $w_{t}+\gamma w_{tt}=-\triangle[d\Delta w+f(w)-(1+\gamma d)w_{t}]$

となり一つの変数 $w$ で表すことができる．

3.3 定常問題

(1.8)(すなわち (3.14)) の場合の平衡解を調べる．

(3.18)
$\xi u_{t}-\alpha v_{t}=d\triangle u+f(u)+v,$

$\eta u_{t}+\beta v_{t}=\triangle v,$

$x\in\Omega$

をノイマン境界条件

(3.19) $\frac{\partial u}{\partial\nu}=\frac{\partial v}{\partial\nu}=0, x\in\partial\Omega$

のもとで考える．さらに保存則より

(3.20) $m:=\eta\langle u\rangle+\beta\langle v\rangle$

とおく．この方程式系の定常問題は

(3.21) $\{\begin{array}{l}d\triangle u+f(u)+v=0,\triangle v=0,\end{array}$ $x\in\Omega$

に境界条件 (3.19) と拘束条件 (3.20) が課される．

$\beta\neq 0$ を仮定する．このとき (3.21) の 2番目の式から

(3.22) $v= \langle v\rangle=\frac{1}{\beta}(m-\eta\langle u\rangle)$ .

これを (3.21) の最初の式に代入すると

(3.23) $d \triangle u+f(u)+\frac{1}{\beta}(m-\frac{\eta}{|\Omega|}\int_{\Omega}udx)=0(x\in\Omega)$ , $\frac{\partial u}{\partial\nu}=0(x\in\partial\Omega)$
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が得られる．この方程式は，次のエネルギー汎関数

(3.24) $\mathcal{E}_{m}(u) :=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)dx+\frac{|\Omega|}{2\beta\eta}(m-\frac{\eta}{|\Omega|}\int_{\Omega}udx)^{2}$

の Euler-Lagrange 方程式になっている．実際，

$\frac{d}{d\epsilon}\mathcal{E}_{m}(u+\epsilon\varphi)_{|\epsilon=0}=\int_{\Omega}d\nabla u\nabla\varphi-f(u)\varphi-\frac{1}{\beta}\int_{\Omega}(m-\frac{\eta}{|\Omega|}\int_{\Omega}udx)\varphi dx$

よりわかる．

一方，前節より (3.18) は Lyapunov関数

$\mathcal{E}_{c}(u, v):=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)+\frac{\beta}{2\eta}v^{2}+\frac{\alpha}{2\eta}|\nabla v|^{2}dx$

をもつ．この式に (3.22) を代入すると

(3.25) $\mathcal{E}_{c}(u, (m-\eta\langle u\rangle)/\beta)=\mathcal{E}_{m}(u)$

が成り立つ．また，

$\mathcal{E}_{c}(u, v)$ $=$ $\mathcal{E}_{m}(u)+\frac{\beta}{2\eta}\Vert v\Vert^{2}+\frac{\alpha}{2\eta}\Vert\nabla v\Vert^{2}-\frac{|\Omega|}{2\beta\eta}(m-\eta\langle u\rangle)^{2}$

$= \mathcal{E}_{m}(u)+\frac{\alpha}{2\eta}\Vert\nabla v\Vert^{2}+\frac{\beta}{2\eta}\Vert v-\langle v\rangle\Vert^{2}+\frac{\beta}{2\eta}\Vert\langle v\rangle\Vert^{2}-\frac{|\Omega|}{2\beta\eta}(m-\eta\langle u\rangle)^{2}$

$= \mathcal{E}_{m}(u)+\frac{\alpha}{2\eta}\Vert\nabla v\Vert^{2}+\frac{\beta}{2\eta}\Vert v-\langle v\rangle\Vert^{2}+\frac{\beta|\Omega|}{2\eta}\langle v\rangle^{2}-\frac{|\Omega|}{2\beta\eta}(m-\eta\langle u\rangle)^{2}$

$= \mathcal{E}_{m}(u)+\frac{\alpha}{2\eta}\Vert\nabla v\Vert^{2}+\frac{\beta}{2\eta}\Vert v-\langle v\rangle\Vert^{2}$

ここで (3.22) より

$\beta^{2}\langle v\rangle^{2}-(m-\eta\langle u\rangle)^{2}=(\beta\langle v\rangle-m+\eta\langle u\rangle)(\beta\langle v\rangle+m-\eta\langle u\rangle)=0$

を使った．

さて $\beta=0$ のときは (3.20) は

(3.26) $m=\eta\langle u\rangle$

となり，(3.21) から

$d \triangle u+f(u)+\langle v\rangle=0(x\in\Omega) , \frac{\partial u}{\partial\nu}=0, x\in\partial\Omega$

だが，空間平均をとると
$\langle f(u)\rangle+\langle v\rangle=0$
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から，結局

(3.27) $d \triangle u+f(u)-\frac{1}{|\Omega|}\int_{\Omega}f(u)dx=0, x\in\Omega, \frac{\partial u}{\partial\nu}=0, x\in\partial\Omega$

に拘束条件 (3.26) が課される．ここでエネルギー汎関数

(3.28) $\mathcal{E}_{a}(u):=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla u|^{2}-F(u)dx$

について，拘束条件 (3.26) のもとで $H^{1}(\Omega)$ で変分を考えればその Euler-Lagrange
方程式が (3.27) となる．実際，

$\frac{d}{d\epsilon}\mathcal{E}_{a}(u+\epsilon\varphi)_{|\epsilon=0}=\int_{\Omega}d\nabla u\nabla\varphi-f(u)\varphi dx$

だが拘束条件のため $\langle\varphi\rangle=0$ を満たすように変分をとるため，

$d\triangle u+f(u)=\lambda$

と未定乗数 $\lambda$ が現れるのである．

さて， $\mathcal{E}_{m}$ の臨界点 $u^{*}$ における 2次の変分問題から導かれる線形化作用素 $\mathcal{L}$ の

負の固有値の個数 (Morse 指数) と，平衡解 $(u^{*}, v^{*})=(u^{*}, (m-\eta\langle u^{*}\rangle)/\beta)$ におけ

る (1.8) の線形化作用素 $\mathcal{A}$ の負の固有値の個数を関係づけることができる．文献の

[34], [24], [29] において，それぞれ順に $\alpha=0$ の場合， $\beta=0$ の場合， $\beta>0$ の場

合が研究されている．

注意 13 2つの汎関数 $\mathcal{E}_{c}(u, v)$ と $\mathcal{E}_{m}(u)$ の間に (3.25) および

$\mathcal{E}_{c}(u, v)\geq \mathcal{E}_{m}(u)$

が成り立っている．FitzHugh-Nagumo の場合についても， $\mathcal{E}_{F}$ と $\mathcal{E}_{K}$ の間に

$\mathcal{E}_{F}(u, v)\geq \mathcal{E}_{F}(u, K(u))=\mathcal{E}_{K}(u)$

が成り立つ．このような性質は semi-unfolding-minimality とよばれ ([43]), フエイ

ズフィールド方程式やこの節で取り上げた保存系について， $\mathcal{E}_{m}$ の local mlnimlzer
$u^{*}$ が元のシステムの平衡解 $(u^{*}, v^{*})$ のダイナミカルな安定性を与えることを示した

研究がある ([29], [30], [44]).
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3.4 保存則を持つ系における固有値比較

この節では (3.18) で $\beta=$ 0の場合 (これは (3.10) における $\gamma=\tau=1$ の場合を含
む $)$ について，FitzHugh-Nagumo 方程式について行ったように，システムの平衡
解の線形化固有値問題と (3.27) の対応する平衡解に関する線形化固有値問題の固
有値を比較する．この結果，(3.27) の場合の考察から，(3.18) の安定解の空間構造
に制約があることがわかる．例えば，筒状領域では，安定な解は軸方向に単調性
があることが示される．
なお，この $\beta=0$ 以外に，ファイズフィールド系の形になる $\alpha=0$ のとき ([34])

と，一般に $\beta>0$の場合について固有値比較が研究されている ([29]). しかし，$\beta>0$

の場合にはパラメータに対して条件が課され，全てのパラメータ値に成り立つよ
うな結果は，現時点で完成していない．

(3.18) で $\beta=$ 0の場合は，

(3.29) $\{\begin{array}{l}\xi u_{t}-\alpha v_{t}=d\triangle u+f(u)+v,\eta u_{t}=\triangle v,\end{array}$ $x\in\Omega$

だから，この平衡解を $(u^{*}(x), v^{*}(x))$ とすると線形化固有値問題は

(3.30) $\mathcal{A}(\begin{array}{l}\phi\psi\end{array}) (\begin{array}{l}-[d\triangle\phi+f’(u^{*})\phi+\psi]-\triangle\psi\end{array})=\lambda(\begin{array}{l}\xi\phi-\alpha\psi\eta\phi\end{array})$

ただし，拘束条件 $\langle\phi\rangle=0$ が付く．

一方 (3.27) の対応する平衡解は $u=u^{*}(x)$ で，その線形化固有値問題は

(3.31) $\mathcal{L}\varphi:=-[\triangle\varphi+f’(u^{*}(x))\varphi-\langle f’(u^{*}(x))\varphi\rangle]=\mu\varphi, \langle\varphi\rangle=0$

である．

まず，次の事実に注意しておく．補題 2.4と同様の性質が成り立つ．

補題 3.2 ${\rm Re}\lambda<\delta$ を満たす固有値問題 (3.30) の固有値 $\lambda$ は全て実で，

$Ker(\mathcal{A}-\lambda J)=Ker(\mathcal{A}-\lambda J)^{m}(m\geq 2) , J:=(\begin{array}{ll}\xi -\alpha\eta 0\end{array})$

が成り立つような正の $\delta$ が存在する．

［証明］ 補題 2.4と同様な議論を使えば示せる．詳細は各自で確認せよ．口

以下の議論では ${\rm Re}\lambda<\delta$ を満たす固有値に限定して (3.30) の $\mathcal{A}$ と (3.31) の $\mathcal{L}$

を比べる．(3.30) をこの $\mathcal{L}$ を使った形に書き直す．正射影

$Q\psi=\psi-\langle\psi\rangle$

を導入する． $\langle\phi\rangle=0$ の場合は $Q\phi=\phi$ に注意して，方程式を $Q$ を使って分解す
ると

23



$-[d\triangle\phi+Qf’(u^{*})\phi+Q\psi]=\lambda(\xi\phi-\alpha Q\psi)$

$-\triangle Q\psi=\lambda\eta\phi$

$-\langle f’(u^{*})\phi\rangle+\langle\psi\rangle=\lambda\langle\psi\rangle$

最後の式から
$(\lambda-1)\langle\psi\rangle=\langle f’(u^{*})\phi\rangle$

なので， $\lambda$ の範囲を制限する $\delta$ を最初から小さく絞っておくと， $\phi$ が決まれば $\langle\psi\rangle$

がただ一つ決まる．
2番目の式を

$Q\psi=\lambda\eta(-\triangle_{N})^{-1}\phi$

と書き直し，1番目の式に代入して整理すると

$-[d\Delta\phi+Qf’(u^{*})\phi]=\lambda(\xi\phi-\alpha\eta\lambda(-\Delta_{N})^{-1}\phi+\eta(-\Delta_{N})^{-1}\phi)=\lambda[\xi+\eta(1-\alpha\lambda)(-\triangle_{N})^{-1}]\phi.$

ここで， $Qf’(u^{*})\phi=f’(u^{*})\phi-\langle f’(u^{*})\phi)\rangle$ を使えば，結局

(3.32) $\mathcal{L}\phi=\lambda[\xi+\eta(1-\alpha\lambda)(-\triangle_{N})^{-1}]\phi, \langle\phi\rangle=0$

と書き直される．

FitzHugh-Nagumo のときと同様に

$M(s):=\xi+\eta(1+s)(-\triangle_{N})^{-1}$

を定義すると (3.32) は

$\mathcal{L}\phi=M(-\alpha\lambda)\phi, \langle\phi\rangle=0$

である．この $M(s)$ について，第 5節の (H1), (H2), (H3) の条件を確かめればよい．
詳細は各自で確かめて欲しい．

こうして次の定理を得る．

定理 3.3 (3.30) と (3.31) の負の固有値の数は重複度を込めて一致する．また零固
有値についても，存在すれば重複度は一致する．
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3.5 固有値比較定理の応用

この節では，前節の定理 3.3を応用して，保存則をもつ反応拡散系

(3.33) $\{\begin{array}{l}u_{t}=d\triangle u-g(u+v)+v,v_{t}=\triangle v+g(u+v)-v,\end{array}$ $x\in\Omega.$

の安定平衡解の空間形状が，領域の形状に大きく依存することを示す．チューリン
グ不安定が起こりうるパラメータ領域 $0<d<1$ で考えることにする．
領域 $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ は $x_{1}$ 軸を軸方向にもつ次の筒状領域

(3.34) $\Omega=(0, L)\cross D=\{x=(x_{1}, y):0<x_{1}<L, y\in D\}$

を考える．ここで $D$ は $\mathbb{R}^{n-1}$ の十分滑らかな境界をもつ有界領域である．また，
$n=1$ のときは $\Omega=(0, L)$ とする．

定理 3.4 $0<d<1$ とし，(3.33) を領域 (3.34) で考え，ノイマン境界条件を仮定す
るとその安定な平衡解 $(u, v)=(u^{*}(x), v^{*}(x))$ は $x_{1}$ 方向に単調である．また，$n=1$

で周期境界条件の場合は，安定平衡解は定数解力 $\searrow$ 単峰形をしている．

［証明］ ノイマン境界条件の場合をまず示す．変換 $w=u+v,$ $z=du+v$ によって

(3.14) の形に書き直すことができるが，いまの場合

$\xi=1+d, , \alpha=\eta=1, \beta=0, f(w)=-(1-d)g\langle w)-dw$

であある． $\triangle z=0$ より $z$ は一定なので，その定常問題は $w$ の方程式

$d\triangle w+f(w)-\langle f(w)\rangle=0, \langle w\rangle=m$

に帰着される．ここで $m$ は初期条件 $(u_{0}(x), v_{0}(x))$ を一つ決めたときに $\langle u_{0}+v_{0}\rangle=m$

から決まる．この解を $w^{*}=u^{*}+v^{*}$ とすると，

(3.35) $u^{*}(x)=m- \langle g(w^{*})\rangle-\frac{m}{1-d}+\frac{1}{1-d}w^{*}(x)$ ,

(3.36) $v^{*}(x)= \langle g(w^{*})\rangle+\frac{md}{1-d}-\frac{d}{1-d}w^{*}(x)$

と表される．これは $z^{*}=du^{*}+v^{*}$ が定数なので

$z^{*}=du^{*}+v^{*}=d\langle u^{*}\rangle+\langle v^{*}\rangle=dm+(1-d)\langle v^{*}\rangle.$

一方

$d\triangle w^{*}-(1-d)g(w^{*})+(1-d)v^{*}=0$

より $\langle 9(w^{*})\rangle=\langle v^{*}\rangle$ が導かれ，結局

$w^{*}=u^{*}+v^{*}, z^{*}=du^{*}+v^{*}=dm+(1-d)\langle g(w^{*})\rangle$
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より (3.35), (3.36) が得られる．これらの式から， $w^{*}$ が単調なら $u^{*},$ $v^{*}$ も単調で，
また， $u^{*}$ またはがが単調でなければ $w^{*}$ も単調でない．

$w^{*}(x)$ が単調でないと仮定して，その線形化作用素

(3.37) $\mathcal{L}\varphi=-[d\triangle\varphi+f’(w^{*})\varphi-\langle f’(w^{*})\varphi\rangle], \langle\varphi\rangle=0$

が常に負の固有値を持つことを示す．前節の結果より， $(u^{*}, v^{*})$ の線形化作用素も

負の固有値をもち，単調でない $(u^{*}, v^{*})$ に対して $w^{*}$ も単調でないので，定理の主
張が正しいことがいえる．

(3.37) は次の変分問題の第 1変分として得られることを思い出そう :

$\mathcal{E}_{a}(w)=\int_{\Omega}\frac{d}{2}|\nabla w|^{2}-F(w)dx, w\in\{\phi\in H^{1}(\Omega):\langle\phi\rangle=m\}$

ここで $F(w)= \int^{w}f(w)dw$ . この第 2変分は

$\mathcal{K}(\varphi)=\int_{\Omega}d|\nabla\varphi|^{2}-f(w^{*})\varphi^{2}dx, \varphi\in\{\phi\in H^{1}(\Omega):\langle\phi\rangle=0\}$

である． $\mathcal{K}(\phi)<0$ となる関数が存在することが示せれば十分である． $w^{*}$ は $x_{1}$ 軸

方向に単調でないので $\Phi:=w_{x_{1}}^{*}$ は $x_{1}$ 方向に符号変化する．また，方程式を $x_{1}$ で

偏微分すれば
$d\triangle\Phi+f’(w^{*})\Phi=0$

を満たすが， $\langle\Phi\rangle=0$ とは限らない．そこで

$\Phi_{+}(x) :=\frac{1}{2}(\Phi(x)+|\Phi(x)|) , \Phi_{-}(x) :=\frac{1}{2}(\Phi(x)-|\Phi(x)|)$

を定義する． $\Phi(x)=\Phi_{+}(x)+\Phi_{-}(x)$ だが，

$\tilde{\Phi}(x)=\Phi_{+}(x)+c\Phi_{-}(x) , \langle\tilde{\Phi}\rangle=0$

となるように $c$ を決める．境界では

$\Phi(x)=0 (x\in\{0\}\cross D, \{L\}\cross D) , \frac{\partial\Phi}{\partial v}=0 (x\in(O, L)\cross\partial D)$

なので， $\tilde{\Phi}$ および， $\Phi^{\uparrow}:=\Phi++c^{2}\Phi_{-}$ に対して

$\tilde{\Phi}(x)=\Phi^{\dagger}(x)=0$ $(x\in\{0\}\cross D, \{L\}\cross D)$ , $\frac{\partial\tilde{\Phi}}{\partial\nu}=\frac{\partial\Phi^{1}}{\partial\nu}=0$

$(x\in(O, L)\cross\partial D)$ .

さらに，

$\tilde{\Phi}^{2}=(\Phi_{+}+\Phi_{-})(\Phi_{+}+c^{2}\Phi_{-})=\Phi\Phi^{\uparrow},$

$|\nabla\tilde{\Phi}|^{2}=(\nabla\Phi_{+}+\nabla\Phi_{-})\cdot(\nabla\Phi_{+}+c^{2}\nabla\Phi_{-})=\nabla\Phi\cdot\nabla\Phi^{\uparrow}$
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に注意して

$\mathcal{K}(\tilde{\Phi}) = \int_{\Omega}\nabla\Phi\cdot\nabla\Phi^{\uparrow}-f’(w^{*})\Phi\Phi^{\uparrow}dx$

$= - \int_{\Omega}(\triangle\Phi+f’(w^{*})\Phi)\Phi^{\uparrow}dx=0$

この $\tilde{\Phi}$ は $\Omega$ 内の零点集合上で滑らかでなくなるので， $\mathcal{K}$ の最小化解とはなり得な

い．よって線形化作用素 $\mathcal{L}$ は負の固有値をもつ．

次に，周期境界条件の場合を示そう． $x=x_{1}$ とおいて

$\mathcal{K}(\varphi)=\int_{0}$

ゐ

$d\varphi_{x}^{2}-f’(w^{*})\varphi^{2}dx,$ $\varphi\in\{\phi\in H_{p}^{1_{er}}(0, L)$ : $\langle\phi\rangle=0\}$

$\mathcal{K}(w_{x}^{*})=0, \int_{0}^{L}w_{x}^{*}dx=0$

より， $w_{x}^{*}$ は零固有値に対する固有関数になっている．ノイマンのときのようにこ
の関数を調整することはできないので別な議論が必要である．

$w^{*}(x)$ が非定数で単峰でなければ，すくなくとも $w_{x}^{*}(x)$ は $[0, L$ ) において零点
を 2個持つ．この $w_{x}^{*}$ は，積分量に関する制限がない固有値問題

$\mathcal{L}\varphi=-[d\varphi_{xx}+f’(w^{*})\varphi]$

の固有関数でもあるので，スツルム リュウビルの理論から，この問題の第 1固有
値と第 2固有値は負になる．それらに対する固有関数を $\psi_{1},$ $\psi_{2}$ とすると

$\langle\psi_{1}+c\psi_{2}\rangle=0$

となるように $c$ をとることができる．実際， $\langle\psi_{2}\rangle=0$ なら $\mathcal{K}(\psi_{2})<0$ により証明
は終わる．

$(\mathcal{L}\psi_{1}, \psi_{2})_{L^{2}}=(\psi_{1}, \mathcal{L}\psi_{2})_{L^{2}}=0$

に注意すると，

$\mathcal{K}(\psi_{1}+c\psi_{2})=\int_{0}^{L}d|(\psi_{1}+c\psi_{2})_{x}|^{2}-f’(w^{*})(\psi_{1}+c\psi_{2})^{2}dx=\mathcal{K}(\psi_{1})+c^{2}\mathcal{K}(\psi_{2})<0.$

これで証明が終了した．口

注意 14上の定理の拘束条件がある $\mathcal{L}$ の安定性の議論は，[14] による．[44] にも同
様の証明がある．また，周期境界条件の場合は [34] で使われた議論である．

注意 15 [39] や [18] では，具体的な (3.11) の $g$ について，方程式を周期境界条件の
もとでシミュレーションしている．それによると，チューリング不安定性によって
生じたパターンは複数のスパイク状のパターンに成長した後，スパイクが少しず
つ崩壊していき，ただ一つのスパイクパターンに長時間経た後に落ち着く．なお，
$\beta=0$ の場合にも同様の成り立ち，上の定理は数値計算の結果の数学的正当性を与
える．なお， $\beta=0$ の場合にも同様の結果が成り立つ．
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4 固有値のパラメータに関する依存性

この節では以下のような固有値問題を考える．$M(s)(s\geq 0)$ は，各 $s$ に対して $L^{2}(\Omega)$

における有界で自己共役な作用素とする．さらに正定値 $M(s)>0(\forall s\geq 0)$ , すな
わち

$(M(s)\phi, \phi)_{L^{2}}>0 (\phi\in L^{2}(\Omega), \phi\neq 0)$

を仮定する．この $M(s)$ を用いて $L^{2}(\Omega)$ の重み付き内積とノルムを

$(\phi,\tilde{\phi})_{8}:=(M(s)\phi,\tilde{\phi})_{L^{2}}, \Vert\phi\Vert_{s}:=\sqrt{(\phi,\phi)_{s}}$

で定義する．明らかに通常のノルムと同値である．
$A_{N}=-d\triangle_{N}$ とし， $B$ を $L^{2}$ 上の自己共役な有界作用素とすると， $A_{N}+B$ は自

己共役である． $(A_{N}+B-\omega M(s))^{-1}$ は十分大きいー $\omega$ $>0$ に対して存在し，コン
パクト作用素になっていることを仮定する．

Rayleigh商 (quotient) を

$R[ \phi;\mathcal{S}]:=\frac{d\Vert\nabla\phi\Vert^{2}+(B\phi,\phi)_{L^{2}}}{\Vert\phi||_{s}^{2}}$

で定義する．この変分問題に対応する，Euler-Lagrange方程式は

(4.1) $\mathcal{L}\phi=\omega M(s)\phi, \phi\in Dom(\mathcal{L})=H_{N}^{2}(\Omega)$ ,

$\mathcal{L}:=-d\triangle_{N}-B$

各 $s\geq 0$ に対して (4.1) の固有値の集合 $\{\omega j(s)\}$ を重複度を込めて次のように順序
付ける:

$\omega_{1}(s)\leq\omega_{2}(s)\leq\cdots\leq\omega_{j}(s)\leq\omega_{j+1}(s)\leq\cdots,$

$\omega_{j}(s)$ に対応する正規化された固有関数を $\phi_{j}$ s) とする．すなわち $(\phi_{j}(\cdot;s), \phi_{k} s))_{s}=$

$\delta_{jk}.$

固有値問題 (4.1) に対して Min-Max原理による特徴付けをまとめておく． $\mathcal{M}^{n}$

を $L^{2}(\Omega)$ の $n$次元部分空間全体とする，すなわち

$\mathcal{M}^{n}=\{X_{n}\subset L^{2}(\Omega)$ :X。は $\dim X_{n}=n$ の部分空間 $\}.$

このとき，

(4.2) $\omega_{n}(s)=\inf_{X_{n}\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{R[\phi;\mathcal{S}] : \phi\in X_{n}, \phi\neq 0\}.$

また $\omega_{n}(s)$ は次のように特徴づけることもできる．

$\omega_{n}(s)=s_{\frac{u}{M}}p\inf\{R[\phi;s]:\phi\in L^{2}(\Omega)Z\in \mathfrak{n}-1, (\phi, \psi)_{s}=0(\forall\psi\in Z$
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ここで $\overline{M}^{n-1}$ は $L^{2}(\Omega)$ の $n-1$ 次元以下の部分空間 $Z$全体を表す．なお，最も馴
染みがあるのは帰納的に固有値を定義する以下の式であろう．

$\omega_{n}(s)=\inf\{R[\phi;s]:\phi\in L^{2}(\Omega) , \phi\neq 0,$

$(\phi, \phi_{j} s))_{s}=0$ $(j=1$ , 2, . . . , $n-1$

上記の 3つの定義は同値である (文献 [9] 参照).
以下， $M(s)(s\geq 0)$ に次の仮定をする:

(H1) $M(\mathcal{S})$ は $\mathcal{S}$ について単調増加，すなわち

$0<M(s_{2})-M(s_{1}) , 0\leq s_{1}<s_{2}$

が成り立つ．

(H2) $M(s)/s$ は $\mathcal{S}>0$ について単調減少，すなわち，

$0<M(s_{1})/\mathcal{S}_{1}-M(\mathcal{S}_{2})/s_{2}, 0<s_{1}<s_{2}$

が成り立つ．

(H3) ある正の定数 $C_{1}$ と $\eta$ が存在して

$\Vert M(s)-M(0)\Vert_{op}\leq C_{1}s (0\leq s\leq\eta)$

が成り立つ．

次の命題は固有値の $s\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ関する単調性を示す．

命題 4.1 (i) $\omega_{n}(0)>0$ の場合

$\omega_{n}(s_{1})\geq\omega_{n}(s_{2})>0 (0\leq s_{1}\leq s_{2})$

が成り立つ．

(ii) $\omega_{n}(0)<0$ の場合

$\omega_{n}(s_{1})\leq\omega_{n}(s_{2})<0 (0\leq s_{1}\leq s_{2})$

が成り立つ．

(iii) $\omega_{n}(0)=0$ なら $\omega_{n}(s)=0(s\geq 0)$ である．また， $\omega_{n}(s_{0})=0$ なる $s_{0}>0$ が

存在すれば $\omega_{n}(s)=0(s\geq 0)$ が成り立つ．

次の命題は連続性を保証する．

命題 4.2 (4.1) の各固有値 $\omega_{n}(s)$ は $s$ について $[0, \infty$ ) で連続である．
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次に $s=0$ の固有値 $\{\omega_{n}(0)\}$ と，ウェイトを考えない $\mathcal{L}$ の固有値問題

(4.3) $\mathcal{L}\phi=\lambda\phi, \phi\in Dom(\mathcal{L})$

の固有値も比べることができる．次の命題は通常の固有値比較から導かれるので
証明は省略する．

命題 4.3 $s=0$ の場合の (4.1) の固有値問題と (4.3) のそれにおいて，負の固有値
の個数は重複度を込めて一致する．また，零固有値が存在する場合，その重複度
は一致する．

上記の 2つの命題 4.1, 4.2の証明のために補助定理を準備する．

補題 4.4任意の $\phi\in L^{2}(\Omega)$ に対して

(4.4) $\Vert\phi\Vert_{s_{1}}\leq\Vert\phi\Vert_{s_{2}} (0\leq s_{1}\leq s_{2})$ ,

(4.5) $\frac{\Vert\phi||_{s}^{2_{2}}}{s_{2}}\leq\frac{\Vert\phi||_{s}^{2_{1}}}{s_{1}}(0<s_{1}\leq s_{2})$ ,

かつ

(4.6) $\Vert\phi\Vert_{0}^{2}\leq\Vert\phi\Vert_{s}^{2}\leq(1+C_{2}s)\Vert\phi\Vert_{0}^{2} (0\leq s\leq\eta)$

が成り立つ．

［証明］ 仮定 (H1), (H2) より (i) と (ii) は自明である．(iii) は

$\Vert\phi\Vert_{s}^{2}-\Vert\phi\Vert_{0}^{2}=((M(s)-M(0))\phi, \phi)_{L^{2}}$

と (H3) より明らか．口

(4.7) $\mathcal{K}[\phi]:=d\Vert\nabla\phi\Vert^{2}+(B\phi, \phi)_{L^{2}} (\phi\in H^{1}(\Omega))$

とおく．

補題 4.5 $0\leq s_{1}\leq s_{2}$ かつ $\omega_{n}(s_{2})>0$ なら $\omega_{n}(\mathcal{S}_{2})\leq\omega_{n}(s_{1})$ .

［証明］ inf-sup タイプの Min-Max原理 (4.2) と条件 $\omega_{n}(s_{2})>0$ より，次のような
$\delta>0$ が存在する:

$\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s}^{2_{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0\}\geq\delta (E\in \mathcal{M}^{n})$ .
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仮定から

$\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{2}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0\}=\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{2}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}.$

(4.2) より

$\omega_{n}(s_{2}) = \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s}^{2_{2}}}:\phi\in E, \phi\neq 0\}$

$= \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{2}}^{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}$

$\leq \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{\mathcal{S}}^{2_{1}}}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}$

$= \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s}^{2_{1}}}:\phi\in E, \phi\neq 0\}=\omega_{n}(s_{1})$ .

これは目的の不等式である．口

補題 $4.60<s_{1}\leq s_{2}$ かっ $\omega_{n}(s_{1})>0$ なら $0<\omega_{n}(s_{1})\leq(\mathcal{S}_{2}/s_{1})\omega_{n}(s_{2})$ . さらに
$\omega_{n}(0)>0$ なら

$0<\omega_{n}(0)\leq(1+\eta_{\gamma,\tau}s)\omega_{n}(s) (0<s)$ .

［証明］ (4.2) と $\omega_{n}(s_{1})>0$ より 次のような $\delta_{1}>0$ が存在する:

$\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0\}\geq\delta_{1} (E\in \mathcal{M}^{n})$ .

次は明らか :

$\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0\}=\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}.$

一方，(4.2) と Lemma 4.4より

$\omega_{n}(s_{1}) = \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{1}}^{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0\}$

$= \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{1}}^{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}$

$\leq \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{_{\mathcal{S}_{1}}^{\underline{\mathcal{S}_{2}}}\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{2}}^{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}$

$\leq \frac{s_{2}}{s_{1}}\inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{2}}^{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0, \mathcal{K}[\phi]\geq 0\}$

$= \frac{\mathcal{S}_{2}}{s_{1}}\inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{2}}^{2}}:\phi\in E, \phi\neq 0\}=\frac{s_{2}}{s_{1}}\omega_{n}(s_{2})$ .
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同様にして $s_{1}=0$ のときは $\mathcal{K}[\phi]>0$ に対して

$\frac{\mathcal{K}[\phi]}{\Vert\phi\Vert_{0}^{2}}\leq(1+C_{1}s)\frac{\mathcal{K}[\phi]}{\Vert\phi\Vert_{s}^{2}} (s>0)$

を使えばよい．こうして証明が完了する．口

次の補題は自明である．

補題 4.7 (4.1) の零固有値に対する固有空間は $s\geq 0$ に依存しない．

次の補題は補題 4.5, 4.6と 4.7から従う．

補題 4.8 もし，ある $s_{0}>0$ に対して $\omega_{n}(s_{0})>0$ なら，全ての $s\geq 0$ に対して

$\omega_{n}(s)>0$ である．また，ある $s_{0}>0$ に対して $\omega_{n}(s_{0})<0$ なら，全ての $s\geq 0$ に対

して $\omega_{n}(s)<0$ である．

［証明］ 最初の主張は補題 4.5と補題 4.6から従う．後半は背理法による．もし，正
しくないと仮定すると $\omega_{n}(s_{1})\geq 0$ なる $s_{1}>0$ が存在する．しかし，補題 4.7より

$\omega_{n}(s_{1})=0$ なら $\omega_{n}(s)=0(S\geq 0)$ である．また， $\omega_{n}(s_{1})>0$ なら $\omega(s)>0(S\geq 0)$

なので，これは矛盾である．ロ

次の補題は負の固有値についてパラメータ $s$ に関する大小関係を与える．

補題 4$\cdot$9ある $s_{0}>0$ に対して $\omega_{n}(s_{0})<0$ とすると $0<s_{1}\leq s_{2}$ なら

(4.8) $\omega_{n}(s_{1})\leq\omega_{n}(s_{2})\leq(s_{1}/s_{2})\omega_{n}(s_{1})$

が成り立つ．さらに， $\omega_{n}(0)<0$ なら

(4.9) $\omega_{n}(s)\leq\frac{1}{1+\eta_{\gamma,\tau}s}\omega_{n}(0) (0<s)$

が成り立つ．

［証明］ 補題 4.6によって，任意の $S>0$ に対して $\omega_{n}(s)<0$ である．$\omega_{n}(s_{2})<0$ な

ので，任意に与えられた $\epsilon\in(0, -\omega_{n}(s_{2}))$ に対してある $E_{\epsilon}\in \mathcal{M}^{n}$ で次を満たすも

のが存在する:

$\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{2}}^{2}:\phi\in E_{\epsilon}, \phi\neq 0\}<\omega_{n}(s_{2})+\epsilon.$

こうして $\phi\in E_{\epsilon}$ に対して $\mathcal{K}[\phi]<0$ . これと $\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2}\leq\Vert\phi\Vert_{s_{2}}^{2}$ から

$\omega_{n}(s_{1}) = \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0\}$

$\leq \sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2}:\phi\in E_{\epsilon}, \phi\neq 0\}$

$\leq \sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi||_{s}^{2_{2}}:\phi\in E_{\epsilon}, \phi\neq 0\}<\omega_{n}(\mathcal{S}_{2})+\epsilon.$
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極限 $\epsilon\downarrow 0$ をとると $\omega_{n}(s_{1})\leq\omega_{n}(s_{2})$ .
次に (4.8) の右側の不等式を示す．$\omega_{n}(s_{1})<0$ だから任意の $\epsilon\in(0, -\omega_{n}(s_{1}))$ に

対して $E_{\epsilon}\in \mathcal{M}^{n}$ で次のものが存在する :

$\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s}^{2_{1}}:\phi\in E_{\epsilon}, \phi\neq 0\}<\omega_{n}(s_{1})+\epsilon.$

任意の $\phi\in E_{\epsilon}$ に対して $\mathcal{K}[\phi]<0$ と， $1/\Vert\phi\Vert_{s_{2}}^{2}\geq(s_{1}/s_{2})(1/\Vert\phi\Vert_{s_{1}}^{2})$ から，

$\omega_{n}(s_{2}) = \inf_{E\in \mathcal{M}^{n}}\sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s_{2}}^{2}:\phi\in E, \phi\neq 0\}$

$\leq \sup\{\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s}^{2_{2}}:\phi\in E_{\epsilon}, \phi\neq 0\}$

$\leq \sup\{_{\mathcal{S}_{2}}^{\underline{S_{1}}}\frac{\mathcal{K}[\phi]}{||\phi||_{s_{1}}^{2}}:\phi\in E_{\epsilon}, \phi\neq 0\}<_{\mathcal{S}_{2}}^{\underline{\mathcal{S}_{1}}}(\omega_{n}(s_{1})+\epsilon)$ .

極限 $\epsilon\downarrow 0$ をとると $\omega_{n}(\mathcal{S}_{2})\leq(s_{1}/s_{2})\omega_{n}(s_{1})$ . こうして前半部分が証明できた．
後半は $s_{1}=0$ のとき，$\mathcal{K}[\phi]<0$ に対して

$\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{0}^{2}\leq \mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{s}^{2}\leq\frac{1}{1+\eta_{\gamma,\tau^{S}}}\mathcal{K}[\phi]/\Vert\phi\Vert_{0}^{2} (s>0)$

が成り立つので，これを使えば前半と同様に証明できる．口

［命題 4.1と命題 4.2の証明］: 補題 4.6, 補題 4.7, 補題 4.8, 補題 4.9および命
題 4.1, 命題 4.2の結果からすぐに従う．口
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