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1 序章

$\Gamma_{t}\subset \mathbb{R}^{3}$ は時刻 $t$ とともに発展する動曲面とし，その動きは

$V=-\triangle_{\Gamma_{t}}H$ on $\Gamma_{t}$ (1)

によって支配されているとする．ここで，$V$ は $\Gamma_{t}$ の法速度，$H$ は $\Gamma_{t}$ の平均曲率，$\triangle_{\Gamma_{t}}$ は $\Gamma$

t
上の Laplace-Beltrami作用素である．(1) は表面拡散方程式と呼ばれる．表面拡散方程式
(1) が最初に紹介されたのはMullins[9] の論文であり，空間変数が 1次元の場合の表面拡散
方程式が導出されている．また，[9] では空間変数が 1次元の場合の平均曲率流 $V=H$ も
紹介されている．[9] では対称性をもつ粒界溝の挙動の支配法則につぃて考察し，界面を
時間発展する曲線 $\Gamma_{t}=\{(x, y(x, t))|x>0, t>0\}$ と考え，まず粒界溝の挙動が蒸発と凝
集による原子の再配置によって起こる場合に，粒界溝の挙動を記述する運動方程式として

$y_{t}= \frac{y_{xx}}{1+y_{x}^{2}}$

を導出した (ここでは，簡単のため物理定数は 1とする). 曲線 $\Gamma_{t}$ の法速度 $V$ と曲率 $\kappa$ が
それぞれ

$V= \frac{y_{t}}{\sqrt{1+y_{x}^{2}}}, \kappa=\frac{y_{xx}}{(1+y_{x}^{2})^{3/2}}$

と表されることから，この微分方程式は曲率流方程式 $V=\kappa$ (空間変数 1次元の場合の平
均曲率流方程式) を意味する．一方，結晶原子が結晶表面を拡散にょって移動することで
原始の再配置が生じる場合は，粒界溝の挙動を記述する運動方程式として

$y_{t}=- \frac{\partial}{\partial x}[\frac{1}{\sqrt{1+y_{x}^{2}}}\frac{\partial}{\partial x}\{\frac{y_{xx}}{(1+y_{x}^{2})^{3/2}}\}]$

を導出した (上記と同様に物理定数は 1). 曲線の弧長パラメータに関する微分が

$\frac{\partial}{\partial s}=\frac{1}{\sqrt{1+y_{x}^{2}}}\frac{\partial}{\partial x}$

と表せることから，この微分方程式は空間変数 1次元の場合の表面拡散方程式を意味す
る．また，表面拡散方程式 (1) は Cahn, Taylor[11] にょって， $\Gamma_{t}$ の表面積の $H^{-1}$ 勾配流と

して得られることが示されている．その概略につぃては，第 2章で紹介する．さらに，反
応拡散方程式との関係としては，Cahn, Elliott, Novick-Cohen[2] にょって，易動度が秩序
パラメータに依存し，ポテンシャルが対数関数である Cahn-Hilliard 方程式の特異極限と
して得られることが形式的に示されている．
本稿では，次の問題を考える．今， $\emptyset\pm:\mathbb{R}_{+}arrow \mathbb{R}$ に対して，

$\Pi_{\pm}=\{(\phi_{\pm}(|\eta|), \eta)^{T}|\eta\in \mathbb{R}^{2}\}$

とおく．
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このとき，動曲面 $\Gamma_{t}$ は $\Pi_{-}$ と $\Pi_{+}$ の間に存在し， $\Gamma_{t}$ の挙動は以下によって支配されている

とする．

$\{\begin{array}{l}V=-\triangle_{\Gamma_{t}}H on \Gamma_{t},(N, \nu_{\pm})_{\mathbb{R}^{3}}=\cos\theta_{\pm} on \Gamma_{t}\cap\Pi_{\pm},(\nabla_{\Gamma_{t}}H, \nu_{\pm})_{\pi}3=0 on \Gamma_{t}\cap\Pi_{\pm},\Gamma_{t}|_{t=0}=\Gamma_{0}.\end{array}$ (2)

ここで， $N$ は $\Gamma_{t}$ の外向きの単位法線ベクトルであり， $\nu\pm$ は $\Pi_{\pm}$ の外向きの単位法線ベク

トルを表す．このとき，(2) の定常解を $\Gamma$、とすると， $\Gamma_{*}$ の平均曲率 H、は以下を満たす．

$\{\begin{array}{l}\triangle_{\Gamma}.H_{*}=0 on \Gamma_{*},(\nabla_{\Gamma}.H_{*}, \nu_{\pm})_{\mathbb{R}^{3}}=0 on \Gamma_{\bullet}\cap\Pi_{\pm}.\end{array}$

したがって，
$\Vert\nabla_{\Gamma_{*}}H_{*}\Vert_{L^{2}(\Gamma.)}^{2}=0$

を得るので，(2) の定常解は平均曲率一定曲面となる．本稿では，軸対称な平均曲率一定
曲面である Delaunay 曲面を (2) の定常解 $\Gamma_{*}$ としてとらえ， $\Gamma_{*}$ からの軸対称な摂動のも

とで (2) を考える．その線形化問題に対応する固有値問題を解析することで，(2) の定常

解としての Delaunay 曲面の安定性について得られた結果を紹介する．第 3章で述べるよ
うに Delaunay 曲面は 5種類あるが，本稿では円柱とアンデュロイドの場合についてのみ，
解析することにする．

2 勾配流

表面拡散方程式の勾配流の構造についてその概略を述べる．今， $\Gamma$ は閉曲面とし， $\Gamma$ の表

面積を $Area[\Gamma]$ と表すことにする．このとき，Area[F] の第 1変分 $\delta Area[\Gamma]$ は

$\delta Area[\Gamma](\phi)=-\int_{\Gamma}H\phi dS (\phi\in E)$

で与えられる．ただし，$E$ は Hilbert空間であり，この後に設定する．ここで，$\delta Area[\Gamma](\phi)$

は線形汎関数であるから，Riezの表現定理より

$\delta Area[\Gamma](\phi)=(\nabla_{E}Area[\Gamma], \phi)_{E}$
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となる $\nabla_{E}Area[\Gamma]$ が存在する．一方，動曲面 $\Gamma_{t}$ の表面積 $Area[\Gamma_{t}]$ の $t$ に関する微分を求
めると，

$\frac{d}{dt}$Area [$\Gamma_{t}]=-\int_{\Gamma_{t}}HVdS_{t}$

で与えられる．したがって， $\Gamma=\Gamma_{t}$ とし， $\phi=V(\in E)$ とすると，

$\frac{d}{dt}$Area [$\Gamma_{t}]=(\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}], V)_{E}$

を得る．よって， $\Gamma_{t}$ の挙動が $V=-\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]$ によって支配されるとき，

$\frac{d}{dt}$Area [$\Gamma_{t}]=-\Vert\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]\Vert_{E}^{2}\leq 0$

が成り立つ．方程式 $V=-\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]$ を，Area $[\Gamma_{t}]$ の $E$ に関する勾配流方程式という．

$\bullet$ $E$ が $L^{2}(\Gamma_{t})$ の場合

$( \nabla_{E}Area[\Gamma_{t}], \phi)_{E}=\int_{\Gamma_{t}}\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]\phi dS_{t}$

であるから，

$\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]=-H.$

よって， $L^{2}(\Gamma_{t})$ に関する勾配流方程式は，平均曲率流方程式

$V=H$ on $\Gamma_{t}$

となる．

$\bullet$ $E$ が積分平均 $0$ の $L^{2}(\Gamma_{t})$ 関数全体の場合
$\phi\in E$ に対して，

$\int_{\Gamma}H\phi dS=\int_{\Gamma}(H-H_{av})\phi dS$

と変形できる．ただし，

$H_{av}= \frac{1}{Area[\Gamma]}\int_{\Gamma}HdS.$

よって，

$\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]=-(H-H_{av})$

を得るので，この場合の勾配流方程式は，体積保存型平均曲率流方程式

$V=H-H_{av}$ on $\Gamma_{t}$

となる．

(注) この場合， $V\in E$ であるから， $V$ の積分平均は $0$ である． $\Gamma_{t}$ に囲まれた部分の体積
を $Vol[\Gamma_{t}]$ と表すことにすると，

$\frac{d}{dt}Vol[\Gamma_{t}]=\int_{\Gamma_{t}}VdS_{t}$

となるので， $V\in E$ であるとき，几の体積は保存される ( $t$ に依らず一定である).
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$\bullet$ $E$ が積分平均 $0$ の $(H^{1}(\Gamma_{t}))^{*}$ ( $=H^{1}(\Gamma_{t})$ の双対空間) 関数全体の場合
この場合の $E$ の内積は，形式的には次で与えられる．

$( \phi_{1}, \phi_{2})_{E}=\int_{\Gamma}\{(-\triangle_{\Gamma})^{-1}\phi_{1}\}\phi_{2}dS.$

よって，

$( \nabla_{E}Area[\Gamma_{t}], \phi)_{E}=\int_{\Gamma_{t}}\{(-\triangle r)^{-1}\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]\}\phi dS_{t}$

となるので，
$(-\triangle_{\Gamma})^{-1}\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]=-(H-H_{av})$ .

したがって，
$\nabla_{E}Area[\Gamma_{t}]=\triangle_{\Gamma}H$

を得るので，この場合の勾配流方程式は，表面拡散方程式

$V=-\triangle_{\Gamma_{t}}H$ on $\Gamma_{t}$

となる．

3 平均曲率一定曲面

$\Gamma$、を (2) に対する軸対称な定常曲面とし，

$\Gamma_{*}=\{(x_{*}(s), y_{*}(s)\cos\theta, y_{*}(s)\sin\theta)^{T}|s\in[0, d],\theta\in[0, 2\pi]\}$

とおく．ただし， $s$ は生成曲線 $(x_{*}(s), y_{*}(s))$ の弧長パラメータである．与えられた平均曲

率 $H_{*}$ をもつ生成曲線 $(x_{*}(s), y_{*}(s))$ は以下で表される．

定理 3.1 (劔持の表現公式 [8])
$s$ を弧長パラメータとし， $H_{*}=H_{*}(s)$ は $s$ に関して連続とする．このとき，H、を平均曲
率にもつ回転面の生成曲線 $(x_{*}(s), y_{*}(s))$ は

$x_{*}(s)= \int_{0}^{s}\frac{F’(\sigma)(G(\sigma)+c_{2})-G’(\sigma)(F(\sigma)+c_{1})}{\sqrt{(F(\sigma)+c_{1})^{2}+(G(\sigma)+c_{2})^{2}}}d\sigma+c_{3}$

$y_{*}(s)=\sqrt{(F(s)+c_{1})^{2}+(G(s)+c_{2})^{2}}$

によって表される．ただし， $c_{1},$ $c_{2},$ $c_{3}$ は任意定数であり，

$F(s)= \int_{0}^{s}\cos(2\int_{0}^{\sigma}H_{*}(\eta)d\eta)d\sigma, G(s)=\int_{0}^{s}\sin(2\int_{0}^{\sigma}H_{*}(\eta)d\eta)d\sigma$ . (3)

証明 求める回転面のパラメータ表示を

$\Phi_{*}(s, \theta)=(x_{*}(s), y_{*}(s)\cos\theta, y_{*}(s)\sin\theta)^{T} (s\in[0, d], \theta\in[0,2\pi])$

とする．ただし，
$\{x_{*}’(s)\}^{2}+\{y_{*}’(s)\}^{2}=1$ . (4)
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このとき，

$\partial_{s}\Phi_{*}=(x_{*}’(s), y_{*}’(s)\cos\theta, y_{*}’(s)\sin\theta)^{T},$

$\partial_{\theta}\Phi_{*}=(0, -y_{*}(s)\sin\theta, y_{*}(s)\cos\theta)^{T}$

であるから，この回転面の第 1基本計量を $g_{ij}(i, j=1,2)$ とすると，

$g_{*,11}=(\partial_{8}\Phi_{*}, \partial_{s}\Phi_{*})_{\mathbb{R}^{3}}=(x_{*}’)^{2}+(y_{*}’)^{2}=1,$

$g_{*,129*,21}==(\partial_{s}\Phi_{*}, \partial_{\theta}\Phi_{*})_{\mathbb{R}^{3}}=0,$

$9*,22=(\partial_{\theta}\Phi_{*}, \partial_{\theta}\Phi_{*})_{\pi^{3}}=y_{*}^{2}.$

また，

$g_{*}:=\det(9*,ij)=y_{*}^{2}$

であり，

$g_{*}^{11}=1, g_{*}^{12}=g_{*}^{21}=0, g_{*}^{22}= \frac{1}{y_{*}^{2}}.$

ここで，

$\partial_{s}^{2}\Phi_{*}=(x_{*}"(s), y_{*}"(s)\cos\theta, y_{*}"(s)\sin\theta)^{T},$

$\partial_{\theta}\partial_{s}\Phi_{*}=(0, -y_{*}’(s)\sin\theta, y_{*}’(s)\cos\theta)^{T},$

$\partial_{\theta}\Phi_{*}=(0, -y_{*}(s)\cos\theta, -y_{*}(s)\sin\theta)^{T}$

であり，回転面の外向き単位法線ベクトルを $N$ とすると，

$N=(-y_{*}’, x_{*}’\cos\theta, x_{*}’\sin\theta)^{T}.$

よって，この回転面の第 2基本計量を $h_{ij}(i, j=1,2)$ とすると，

$h_{*,11}=(\partial_{\mathcal{S}}^{2}\Phi_{*}, N_{*})_{\mathbb{R}^{3}}=-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}",$

$h_{*,12}=h_{*,21}=(\partial_{\theta}\partial_{s}\Phi_{*}, N_{*})_{\mathbb{R}^{3}}=0,$

$h_{*_{\rangle}22}=(\partial_{\theta}^{2}\Phi_{*}, N_{*})_{\pi}3=-x_{*}’y_{*}$

を得るので，

$H_{*}= \frac{1}{2}g_{*}^{\dot{l}j}h_{*,ij}=\frac{1}{2}(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}"-\frac{x_{*}’}{y_{*}})$ .

式変形すると，
$2H_{*}y_{*}+x_{*}’+y_{*}(x_{*}"y_{*}’-x_{*}’y")=0$ . (5)

このとき，$x_{*},$ $y_{*}$ に関する連立方程式 (4), (5) を解く．(4) の両辺を $s$ について微分すると，

$x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}"=0$ . (6)

(5) の両辺に媛をかけ，(4), (6) を利用すると，

$(y_{*}’)^{2}+y_{*}y_{*}"=2H_{*}x_{*}’y_{*}+1$ . (7)

(5) の両辺に孤をかけ，(4), (6) を利用すると，

$x_{*}’y_{*}’+x_{*}"y_{*}=-2H_{*}y_{*}y_{*}’$ . (8)
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ここで， $z_{*}=y_{*}(y_{*}’+ix_{*}’)(i=\sqrt{-1})$ とおくと，(7), (8) より，

$z_{*}’+2iH_{*}z_{*}=1.$

これを解くと， $C$ を任意定数 $(\in \mathbb{C})$ として，

$z_{*}(s)=(C+F(s)+iG(s))e^{-2i\int_{0}^{s}H_{*}(\sigma)d\sigma}$

$=\{F(s)+c_{1}+i(G(s)+c_{2})\}$

$\{\cos(2\int_{0}^{s}H_{*}(\sigma)d\sigma)-i\sin(2\int_{0}^{s}H_{*}(\sigma)d\sigma)\}$

$(C=c_{1}+ic_{2}, c_{1}, c_{2}\in \mathbb{R})$

$=F’(s)(F(s)+c_{1})+G’(s)(G(s)+c_{2})$

$+i\{F’(s)(G(s)+c_{2})-G’(s)(F(s)+c_{1})\}$

を得る．ただし， $F,$ $G$ は (3) で与えられる．このとき， $z_{*}=y_{*}(y_{*}’+ix_{*}’)$ と (4) より，
$|z_{*}|^{2}=y_{*}^{2}$ であるから， $\{F’(s)\}^{2}+\{G’(s)\}^{2}=1$ に注意すれば，

$\{y_{*}(s)\}^{2}=\{F’(s)(F(s)+c_{1})+G’(s)(G(s)+c_{2})\}^{2}$

$+\{F’(s)(G(s)+c_{2})-G’(s)(F(s)+c_{1})\}^{2}$

$=(F(s)+c_{1})^{2}+(G(s)+c_{2})^{2}.$

よって，
$y_{*}(s)=\sqrt{(F(s)+c_{1})^{2}+(G(s)+c_{2})^{2}}.$

また，z$*$ –z$*=$ 2iy$*$媛より媛 $= \frac{1}{2iy_{*}}(z_{*}-\overline{z_{*}})$ であるから，

$x_{*}’(s)= \frac{1}{y_{*}}\{F’(s)(G(s)+c_{2})-G’(s)(F(s)+c_{1}$

したがって， $c_{3}$ を任意定数 $(\in \mathbb{R})$ として，

$x_{*}(s)= \int_{0}^{s}\frac{F’(\sigma)(G(\sigma)+c_{2})-G’(\sigma)(F(\sigma)+c_{1})}{\sqrt{(F(\sigma)+c_{1})^{2}+(G(\sigma)+c_{2})^{2}}}d\sigma+c_{3}.$

以上より，求める結果を得る． $\blacksquare$

定理 3.1より，軸対称な平均曲率一定曲面に対して次の表記を得る．

定理 3.2

(i) $H_{*}(s)\equiv 0$ のとき，

$x_{*}(s)=c \log(\frac{s+\sqrt{s^{2}+c^{2}}}{c}) , y_{*}(s)=\sqrt{\sigma^{2}+c^{2}}.$

ただし， $c>0$ は任意定数である．
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(ii) $H_{*}(s)\equiv H_{*}(<0, 定数 )$ とき，

$x_{*}(s)= \int_{0}^{s}\frac{1-B\sin(2H_{*}(s-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}}d\sigma,$

$y_{*}(s)=- \frac{1}{2H_{*}}\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}.$

ただし， $B\geq 0$ は任意定数である．

証明 まず (i) を示す．(3) に $H_{*}(s)\equiv 0$ を代入すると，

$F(s)=s, G(s)=0$

であるから，

$x_{*}(s)= \int_{0}^{s}\frac{c_{2}}{\sqrt{(\sigma+c_{1})^{2}+c_{2}^{2}}}d\sigma+c_{3}, y_{*}(s)=\sqrt{(s+c_{1})^{2}+c_{2}^{2}}.$

ここで， $\eta=s+c_{1}$ とおくと，

$\hat{x}_{*}(\eta)=x_{*}(\eta-c_{1})$

$= \int_{0}^{\eta-c_{1}}\frac{c_{2}}{\sqrt{(\sigma+c_{1})^{2}+c_{2}^{2}}}d\sigma+c_{3}$

$= \int_{c_{1}}^{\eta}\frac{c_{2}}{\sqrt{\zeta^{2}+c_{2}^{2}}}d\zeta+c_{3}$

$= \int_{0}^{\eta}\frac{c_{2}}{\sqrt{\zeta^{2}+c_{2}^{2}}}d\zeta-\int_{0}^{c_{1}}\frac{c_{2}}{\sqrt{\zeta^{2}+c_{2}^{2}}}d\zeta+c_{3}$

$\hat{y}_{*}(\eta)=y_{*}(\eta-c_{1})=\sqrt{\eta^{2}+c_{2}^{2}}.$

このとき， $x$軸の平行移動により，一般性を失うことなく

$- \int_{0}^{c_{1}}\frac{c_{2}}{\sqrt{\zeta^{2}+c_{2}^{2}}}d\zeta+c_{3}=0$

としてよい．さらに， $\eta$ の増加にともない $\hat{x}_{*}(\eta)$ が増加するように， $c_{2}>0$ としても一般

性を失わない．以上から，あらためてパラメータ表示を $x_{*}(s)$ , $y_{*}(s)$ と表すことにすれば，

$x_{*}(s)= \int_{0}^{s}\frac{c}{\sqrt{\sigma^{2}+c^{2}}}d\sigma, y_{*}(s)=\sqrt{\sigma^{2}+c^{2}} (c>0)$ .

ここで，

$\int_{0}^{s}\frac{c}{\sqrt{\sigma^{2}+c^{2}}}d\sigma=\log(\frac{s+\sqrt{s^{2}+c^{2}}}{c})$

であるから，

$x_{*}(s)=c \log(\frac{s+\sqrt{s^{2}+c^{2}}}{c}I, y_{*}(s)=\sqrt{\sigma^{2}+c^{2}} (c>0)$
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を得る．

次に (ii) を示す．(3) に H
$*$ (s) $\equiv$ H。を代入すると，

$F(s)= \int_{0}^{s}\cos(2H_{*}\sigma)d\sigma=\frac{1}{2H_{*}}\sin(2H_{*}s)$ ,

$G(s)= \int_{0}^{s}\sin(2H_{*}\sigma)d\sigma=\frac{1}{2H_{*}}(-\cos(2H_{*}s)+1)$

であるから，

$(F(s)+c_{1})^{2}+(G(s)+c_{2})^{2}$

$=( \frac{1}{2H_{*}}\sin(2H_{*}s)+c_{1})^{2}+(-\frac{1}{2H_{*}}\cos(2H_{*}s)+\frac{1}{2H_{*}}+c_{2})^{2}$

$= \frac{1}{4H_{*}^{2}}+\frac{c_{1}}{H_{*}}\sin(2H_{*}s)-\frac{\tilde{c}_{2}}{H_{*}}\cos(2H_{*}s)+c_{1}^{2}+\tilde{c}_{2}^{2} (\tilde{c}_{2}=\frac{1}{2H_{*}}+c_{2})$

$= \frac{1}{4H_{*}^{2}}\{1+4H_{*}^{2}(c_{1}^{2}+\tilde{c}_{2}^{2})+4H_{*}(c_{1}\sin(2H_{*}s)-\tilde{c}_{2}\cos(2H_{*}s))\}$

ここで，

$B=-2H_{*}\sqrt{c_{1}^{2}+k^{\sim}}(\geq 0)$

とおくと，

$4 H_{*}(c_{1}\sin(2H_{*}s)-\tilde{c}_{2}\cos(2H_{*}s))$

$=-2 \cdot(-2H_{*}\sqrt{c_{1}^{2}+\tilde{c}_{2}^{2}})(\frac{c_{1}}{\sqrt{c_{1}^{2}+\tilde{c}_{2}^{2}}}\sin(2H_{*}s)-\frac{\tilde{c}_{2}}{\sqrt{c_{1}^{2}+\tilde{c}_{2}^{2}}}\cos(2H_{*}s))$

$=-2B\sin(2H_{*}s-\alpha)$ .

ただし， $\alpha$ は $\tan\alpha=\frac{\tilde{c}_{2}}{c_{1}}$ を満たす定数である． $\alpha=2H_{*}r$ とすれば，

$4 H_{*}(c_{1}\sin(2H_{*}s)-\tilde{c}_{2}\cos(2H_{*}s))=-2B\sin(2H_{*}(s-r$

よって，

$(F(s)+c_{1})^{2}+(G(s)+c_{2})^{2}= \frac{1}{4H_{*}^{2}}(1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r$

また，

$F’(s)(G(s)+c_{2})-G’(s)(F(s)+c_{1})$

$= \cos(2H_{*}s)(-\frac{1}{2H_{*}}\cos(2H_{*}s)+\tilde{c}_{2})-\sin(2H_{*}s)(\frac{1}{2H_{*}}\sin(2H_{*}s)+c_{1})$

$=- \frac{1}{2H_{*}}-(c_{1}\sin(2H_{*}s)-\tilde{c}_{2}\cos(2H_{*}s))$

$=- \frac{1}{2H_{*}}\{1+2H_{*}(c_{1}\sin(2H_{*}s)-\tilde{c}_{2}\cos(2H_{*}s))\}$

$=- \frac{1}{2H_{*}}(1-B\sin(2H_{*}(s-r$
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したがって， $\sqrt{\frac{1}{4H_{*}^{2}}}=-\frac{1}{2H_{*}}$ と，平行移動により一般性を失うことなく $c_{3}=0$ とできる

ことに注意すれば，

$x_{*}(s)= \int_{0}^{S}\frac{1-B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma,$

$y_{*}(s)=- \frac{1}{2H_{*}}\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}$

を得る． $\blacksquare$

定理 3.2(i) で表される曲面はカテノイドであり，Maple 17にょって図示すると以下のよ
うな曲面となる．

カテノイド カテノイドの生成曲線

定理 $3.2(ii)$ で表される曲面は， $B=0$ のとき円柱，$0<B<1$ のときアンデュロイド，
$B=1$ のとき球面， $B>1$ のときノドイドであり，Maple 17にょって図示すると以下の
ような曲面となる．

円柱 円柱の生成曲線

アンデュロイド アンデュロイドの生成曲線
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球面

球面の生成曲線

ノドイドの生成曲線

ノドイド

4 軸対称な摂動

定常曲面を

$\Gamma_{*}=\{(x_{*}(s), y_{*}(s)\cos\theta, y_{*}(s)\sin\theta)^{T}|0\leq s\leqd, \theta\in[0, 2\pi$

で表し，
$\Phi_{*}(s, \theta)=(x_{*}(s), y_{*}(s)\cos\theta, y_{*}(s)\sin\theta)^{T}$

とおく．また，関数 $\phi\pm:\mathbb{R}_{+}arrow \mathbb{R}$ に対して，

$\Pi_{\pm}=\{(\phi_{\pm}(|\eta|), \eta)^{T}|\eta\in \mathbb{R}^{2}\}.$

さらに，
$\Omega=\{(x, \eta)^{T}|\phi_{-}(|\eta|)\leq x\leq\phi_{+}(|\eta|), \eta\in \mathbb{R}^{2}\}$

とする． $\partial\Omega=\Pi_{-}$ または $\Pi_{+}$ である．ここで，

$\gamma_{-}(w)=\min\{s|\Phi_{*}(s, \theta)+wN_{*}(s, \theta)\in\Omega\},$

$\gamma_{+}(w)=\max\{s|\Phi_{*}(s, \theta)+wN_{*}(s, \theta)\in\Omega\}$

とし，

$\gamma(s, w)=\gamma_{-}(w)+\frac{s}{d}\{\gamma+(w)-\gamma_{-}(w)\}$

とする．このとき， $\gamma_{-}(0)=0,$ $\gamma_{+}(0)=d,$ $\gamma(s, 0)=s,$ $\gamma(0, w)=\gamma_{-}(w)$ , $\gamma(d, w)=\gamma_{+}(w)$

である．

$\Psi(s, \theta, w)=\Phi_{*}(\gamma(s, w), \theta)+wN_{*}(\gamma(s, w), \theta)$
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とし，関数 $v$ : $[0, d]arrow[-\epsilon, \epsilon]$ に対して

$\Phi(s, \theta)=\Psi(s, \theta, v(s))$

とおく． $\Gamma$、の摂動となる曲面 $\Gamma$ を

$\Gamma=\{\Phi(s, \theta)|s\in[0, d], \theta\in[0, 2\pi$

によって定義すると，

$\partial_{s}\Phi=(\gamma_{S}+\gamma_{w}v’)\partial_{\gamma}\Phi_{*}+v’N_{*}+v(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)\partial_{\gamma}N_{*}, \partial_{\theta}\Phi=\partial_{\theta}\Phi_{*}+v\partial_{\theta}N_{*}$

を得る．

$\Phi_{*}(\gamma, \theta)=(x_{*}(\gamma), y_{*}(\gamma)\cos\theta, y_{*}(\gamma)\sin\theta)^{T},$

$N_{*}(\gamma, \theta)=(-y_{*}’(\gamma), x_{*}’(\gamma)\cos\theta, x_{*}’(\gamma)\sin\theta)^{T}$

であるから，

$\partial_{\gamma}\Phi_{*}=(x_{*}’, y_{*}’\cos\theta, y_{*}’\sin\theta)^{T}, \partial_{\theta}\Phi_{*}=(0, -y_{*}\sin\theta, y_{*}\cos\theta)^{T},$

$\partial_{\gamma}N_{*}=(-y_{*}", x_{*}"\cos\theta, x_{*}"\sin\theta)^{T}, \partial_{\theta}N_{*}=(0, -x_{*}’\sin\theta, x_{*}’\cos\theta)^{T}.$

この結果，

$\partial_{s}\Phi=(P_{1}(v, v P_{2}(v, v’)\cos\theta, P_{2}(v, v’)\sin\theta)^{T},$

$\partial_{\theta}\Phi=(0, -P_{3}(v)\sin\theta, P_{3}(v)\cos\theta)^{T}$

となる．ただし，

$P_{1}(v, v’)=(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)(x_{*}’-y_{*}"v)-y_{*}’v’,$

$P_{2}(v, v’)=(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)(y_{*}’+x_{*}"v)+x_{*}’v’,$

$P_{3}(v)=y_{*}+x_{*}’v.$

このとき，

$(\partial_{s}\Phi, \partial_{s}\Phi)_{\mathbb{R}^{3}}=\{P_{1}(v, v’)\}^{2}+\{P_{2}(v, v’)\}^{2},$

$(\partial_{s}\Phi, \partial_{\theta}\Phi)_{\pi^{s}}=0, (\partial_{\theta}\Phi, \partial_{\theta}\Phi)_{\mathbb{R}^{3}}=\{P_{3}(v)\}^{2}$

であるから， $\Gamma$ の第 1基本計量は

$g_{11}=\{P_{1}(v, v’)\}^{2}+\{P_{2}(v, v’)\}^{2}, g_{12}=g_{21}=0, g_{22}=\{P_{3}(v)\}^{2}$

で表される．さらに，

$g=\det(g_{ij})=\{P_{3}(v)\}^{2}[\{P_{1}(v, v’)\}^{2}+\{P_{2}(v, v’)\}^{2}]$

であり，

$g^{11}= \frac{1}{\{P_{1}(v,v’)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}}, g^{12}=9^{21}=0, g^{22}=\frac{1}{\{P_{3}(v)\}^{2}}.$
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次に， $\Gamma$ の第 2基本計量を求める．

$\partial_{s}^{2}\Phi=(Q_{1}(v, v’, v Q_{2}(v, v’, v \cos\theta, Q_{2}(v, v’, v \sin\theta)^{T},$

$\partial_{\theta}\partial_{s}\Phi=(0, -P_{2}(v, v’)\sin\theta, P_{2}(v, v’)\cos\theta)^{T},$

$\partial_{\theta}^{2}\Phi=(0, -P_{3}(v)\cos\theta, -P_{3}(v)\sin\theta)^{T}.$

ただし，

$Q_{1}(v, v’, v =\partial_{s}P_{1}(v, v’)$

$=\{\gamma_{ss}+2\gamma_{sw}v’+\gamma_{ww}(v’)^{2}+\gamma_{w}v"\}(x_{*}’-y_{*}"v)+(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)^{2}(x_{*}"-y_{*}^{(3)}v)$

$-2(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)y_{*}"v’-y_{*}’v"$

$=(2\gamma_{sw}v’+\gamma_{ww}(v’)^{2}+\gamma_{w}v")(x_{*}’-y_{*}"v)+(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)^{2}(x_{*}"-y_{*}^{(3)}v)$

$-2(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)y_{*}"v’-y_{*}’v",$

$Q_{2}(v, v’, v =\partial_{s}P_{2}(v, v’)$

$=\{\gamma_{ss}+2\gamma_{sw}v’+\gamma_{ww}(v’)^{2}+\gamma_{w}v"\}(y_{*}’+x_{*}"v)+(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)^{2}(y_{*}"+x_{*}^{(3)}v)$

$+2(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)x_{*}"v’+x_{*}’v"$

$=(2\gamma_{sw}v’+\gamma_{ww}(v’)^{2}+\gamma_{w}v")(y_{*}’+x_{*}"v)+(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)^{2}(y_{*}"+x_{*}^{(3)}v)$

$+2(\gamma_{s}+\gamma_{w}v’)x_{*}"v’+x_{*}’v".$

ここで，

$N=- \frac{\partial_{s}\Phi\cross\partial_{\theta}\Phi}{|\partial_{s}\Phi\cross\partial_{\theta}\Phi|}=\frac{(-P_{2}(v,v’),P_{1}(v,v’)\cos\theta,P_{1}(v,v’)\sin\theta)^{T}}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}]^{1/2}}.$

よって，第 2基本計量は

$h_{11}=( \partial_{s}^{2}\Phi, N)_{\mathbb{R}^{3}}=\frac{-P_{2}(v,v’)Q_{1}(v,v’,v")+P_{1}(v,v’)Q_{2}(v,v’,v")}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}]^{1/2}},$

$h_{12}=h_{21}=(\partial_{\theta}\partial_{s}\Phi, N)_{\mathbb{R}^{3}}=0,$

$h_{22}=( \partial_{\theta}^{2}\Phi, N)_{\mathbb{R}^{3}}=-\frac{P_{1}(v,v’)P_{3}(v)}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{1/2}}.$

したがって， $\Gamma$ の平均曲率 $H$ は以下で表される．

$H= \frac{1}{2}g^{ij}h_{ij}=\frac{1}{2}(g^{11}h_{11}+9^{22}h_{22})$

$= \frac{-P_{2}(v,v’)Q_{1}(v,v’,v")+P_{1}(v,v’)Q_{2}(v,v’,v")}{2[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{3/2}}$

$- \frac{P_{1}(v,v’)}{2P_{3}(v)[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{1/2}}$
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ここで， $\Gamma$ 上の Laplace-Beltrami 作用素は

$\triangle_{\Gamma}f=\frac{1}{\sqrt{g}}\partial_{i}(\sqrt{g}g^{ij}\partial_{j}f)$

$= \frac{1}{\sqrt{9}}\partial_{s}(\sqrt{g}g^{11}\partial_{S}f)+\frac{1}{\sqrt{g}}\partial_{\theta}(\sqrt{g}g^{22}\partial_{\theta}f)$

$= \frac{1}{P_{3}(v)[\{P_{1}(v,v’)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{1/2}}\partial_{s}(\frac{P_{3}(v)}{[\{P_{1}(v,v’)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{1/2}}\partial_{s}f)$

$+ \frac{1}{P_{3}(v)[\{P_{1}(v,v’)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{1/2}}\partial_{\theta}(\frac{[\{P_{1}(v,v’)\}^{2}+\{P_{2}(v,v’)\}^{2}]^{1/2}}{P_{3}(v)}\partial_{\theta}f)$

と表される．

$J(v, v’):=[\{P_{1}(v, v’)\}^{2}+\{P_{2}(v, v’)\}^{2}]^{1/2}$

とおき， $H=H(v,$ $v’,$ $v$ が $\theta$ に依らないことに注意すると，

$\triangle rH(v, v’, v =\frac{1}{P_{3}(v)J(v,v’)}\partial_{s}\{\frac{P_{3}(v)}{J(v,v)}\partial_{S}H(v, v’, v")\}.$

次に法速度を導く．

$v:[0, d]\cross[0, T]arrow \mathbb{R}, (x, t)\mapsto v(x, t)$ ,

に対して， $\Phi(s, \theta, t)=\Psi(s, \theta, v(s, t))$ とおく．このとき，

$\partial_{t}\Phi=\{\gamma_{w}(\partial_{\gamma}\Phi_{*}+\partial_{\gamma}N_{*})+N_{*}\}v_{t}=v_{t}(F_{1}(v), F_{2}(v)\cos\theta, F_{2}(v)\sin\theta)^{T}$

を得る．ただし，

$F_{1}(v)=(x_{*}’-y_{*}")\gamma_{w}-y_{*}’, F_{2}(v)=(y_{*}’+x_{*}")\gamma_{w}+x_{*}’.$

よって，

$V=( \partial_{t}\Phi, N)_{\mathbb{R}^{3}}=\frac{-F_{1}(v)P_{2}(v,v’)+F_{2}(v)P_{1}(v,v’)}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}]^{1/2}}v_{t}.$

$v$ に対する境界条件を求める．境界条件は

$\{\begin{array}{l}(N, v_{\pm})_{\mathbb{R}^{3}}=\cos\theta\pm on \Gamma\cap\Pi_{\pm},(\nabla_{\Gamma}H, v_{\pm})_{\mathbb{R}^{3}}=0 on \Gamma\cap\Pi_{\pm}\end{array}$

である．関数 $\phi\pm:\mathbb{R}_{+}arrow \mathbb{R}$ に対して， $\Pi_{\pm}$ は

$\Pi_{\pm}=\{(\phi_{\pm}(|\eta|), \eta)^{T}|\eta\in \mathbb{R}^{2}\}$

と表されるので， $\Pi_{\pm}$ に対する外向き単位法ベクトル $\nu\pm$ は

$\nu\pm=\mp\frac{(-1,\dot{\phi}_{\pm}(|\eta|)\xi)^{T}}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(|\eta|))^{2}\}^{1/2}} (\xi=\frac{\eta}{|\eta|}\in S^{1})$

によって与えられる．

$N= \frac{(-P_{2}(v,v’),P_{1}(v,v’)\cos\theta,P_{1}(v,v’)\sin\theta)^{T}}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}]^{1/2}}$
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であり， $s=0,$ $d$ では

$(\phi_{\pm}(|\eta|), \eta)^{T}=(x_{*}-y_{*}’v, P_{3}(v)\cos\theta, P_{3}(v)\sin\theta)^{T}$

が成り立つので， $\eta=(P_{3}(v)\cos\theta, P_{3}(v)\sin\theta)^{T}$ であることに注意すれば，角度に関する

境界条件は

$\mp\{P_{2}(v, v’)+\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v))P_{1}(v, v$

$=\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v)))^{2}\}^{1/2}[\{P_{1}(v, v’)\}^{2}+\{P_{2}(v, v’)\}^{2}]^{1/2}\cos\theta\pm$ at $s=0,$ $d$ . (9)

また， $\nabla_{\Gamma}f=g^{ij}\partial_{i}f\partial_{j}\Phi$ であり， $H=H(v,$ $v’,$ $v$ は $\theta$ に依らないことに注意すれば，

$\nabla_{\Gamma}H(v, v’, v =\frac{\partial_{s}H(v,v’,v")}{\{P_{1}(v,v’)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}}(P_{1}(v, v P_{2}(v, v’)\cos\theta, P_{2}(v, v’)\sin\theta)^{T}.$

したがって，境界条件 $(\nabla H, \nu)_{\mathbb{R}^{3}}=0$ は

$\mp\{-P_{1}(v, v’)+P_{2}(v, v’)\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v))\}\partial_{s}H(v,$ $v’,$ $v$ $=0$ at $s=0,$ $d.$

$s=0,$ $d$で $-P_{1}(v, v’)+P_{2}(v, v’)\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v))=0$ と仮定すると，$\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v))=P_{1}(v, v’)/P_{2}(v, v’)$

となり，これを (9) に代入すると，

$\mp\frac{|P_{2}(v,v’)|}{P_{2}(v,v)}=\cos\theta_{\pm}.$

$0<\theta_{\pm}<\pi$ より，矛盾．よって， $s=0,$ $d$ で $-P_{1}(v, v’)+P_{2}(v, v’)\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v))\neq 0$ である

から，
$\partial_{s}H(v,$ $v’,$ $v$ $=0$ at $s=0,$ $d$

を得る．

5 線形化

方程式および境界条件の線形化を行う． $\gamma_{s}|_{\epsilon=0}=1$ に注意すると， $\tilde{P}_{1}(v):=P_{1}(v,$ $v$

$\tilde{P}_{2}(v):=P_{2}(v, v’)$ に対して，

$\tilde{P}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=x_{*}’, \tilde{P}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=y_{*}’, P_{3}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=y_{*}$

である．さらに，

$\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=(\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v+\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’)x_{*}’+\gamma_{s}|_{\epsilon=0}(x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v-y_{*}’v’$

$=(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v’+(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v,$

$\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=(\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v+\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’)y_{*}’+\gamma_{s}|_{\epsilon=0}(y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v+x_{*}’v’$

$=(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v’+(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v,$

$\frac{d}{d\epsilon}P_{3}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v.$
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また， $\tilde{Q}_{1}(v):=Q_{1}(v, v’, v \tilde{Q}_{2}(v):=Q_{2}(v,$ $v’,$ $v$ に対して，

$\tilde{Q}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=x_{*}", \tilde{Q}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=y_{*}"$

であり，

$\frac{d}{d\epsilon}\tilde{Q}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=(2\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v’+\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v")x_{*}’+2\gamma_{s}|_{\epsilon=0}(\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v+\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’)x_{*}"$

$+(\gamma_{s}|_{\epsilon=0})^{2}(x_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v-y_{*}^{(3)}v)-2\gamma_{s}|_{\epsilon=0}y_{*}"v’-y_{*}’v"$

$=(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v"+2(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v’$

$+(2x_{*}"\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}^{(3)})v,$

$\frac{d}{d\epsilon}\tilde{Q}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=(2\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v’+\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v")y_{*}’+2\gamma_{s}|_{\epsilon=0}(\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v+\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’)y_{*}"$

$+(\gamma_{s}|_{\epsilon=0})^{2}(y_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v+x_{*}^{(3)}v)+2\gamma_{s}|_{\epsilon=0}x_{*}"v’+x_{*}’v"$

$=(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v"+2(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v’$

$+(2y_{*}"\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}^{(3)})v.$

したがって，

$\frac{d}{d\epsilon}\{-\tilde{P}_{2}(\epsilon v)\tilde{Q}_{1}(\epsilon v)+\tilde{P}_{1}(\epsilon v)\tilde{Q}_{2}(\epsilon v)\}$

$\epsilon=0$

$=- \{\frac{d}{d\in}\tilde{P}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}x_{*}"+y_{*}’\frac{d}{d\epsilon}\tilde{Q}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}\}+\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}y_{*}"+x_{*}’\frac{d}{d\epsilon}\tilde{Q}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=}$

$=-\{x_{*}"(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v’+x_{*}"(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v$

$+y_{*}’(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v"+2y_{*}’(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v’$

$+y_{*}’(2x_{*}"\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}^{(3)})v\}$

$+y_{*}"(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v’+y_{*}"(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v$

$+x_{*}’(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v"+2x_{*}’(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v’$

$+x_{*}’(2y_{*}"\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}^{(3)})v$

$=-x_{*}"y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’-x_{*}"(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v+(y_{*}’)^{2}v"-2x_{*}"y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’$

$-y_{*}’(2x_{*}"\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}^{(3)})v$

$+x_{*}’y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+y_{*}"(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v+(x_{*}’)^{2}v"+2x_{*}’y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’$

$+x_{*}’(2y_{*}"\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}^{(3)}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}^{(3)})v$

$=v”+3(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’$

$+[3(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+(-x_{*}^{(3)}y_{*}’+x_{*}’y_{*}^{(3)})\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-2\{(x_{*}")^{2}+(y_{*}")^{2}\}]v$

$\frac{d}{d\epsilon}[\{\tilde{P}_{1}(\epsilon v)\}^{2}+\{\tilde{P}_{2}(\epsilonv)\}^{2}]^{-3/2}|_{\epsilon=0}$

$=-3 \{(x_{*}’)^{2}+(y_{*}’)^{2}\}^{-5/2}\{x_{*}’\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}+y_{*}’\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}\}$

$=-3\{x_{*}’(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v’+x_{*}’(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v$

$+y_{*}’(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v’+y_{*}’(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v\}$
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$=-3[\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+\{\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v],$

$\frac{d}{d\epsilon}(\frac{\tilde{P}_{1}(\epsilon v)}{P_{3}(\epsilon v)})|_{\epsilon=0}$

$= \frac{\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}y_{*}-x_{*}’\frac{d}{d\epsilon}P_{3}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}}{y_{*}^{2}}$

$= \frac{1}{y_{*}}\{(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v’+(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v\}-\frac{x_{*}’}{y_{*}^{2}}(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v,$

$\frac{d}{d\epsilon}[\{\tilde{P}_{1}(\epsilon v)\}^{2}+\{\tilde{P}_{2}(\epsilonv)\}^{2}]^{-1/2}$

$\epsilon=0$

$=-[\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+\{\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v]$

以上から， $\hat{H}(v):=H(v,$ $v’,$ $v$ に対して，

$2 \frac{d}{d\epsilon}\hat{H}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}$

$=v”+3(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’$

$+[3(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+(-x_{*}^{(3)}y_{*}’+x_{*}’y_{*}^{(3)})\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-2\{(x_{*}")^{2}+(y_{*}")^{2}\}]v$

$-3(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")[\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+\{\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v]$

$-[ \frac{1}{y_{*}}\{(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v’+(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v\}-\frac{x_{*}’}{y_{*}^{2}}(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v]$

$+ \frac{x_{*}’}{y_{*}}[\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+\{\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v]$

$=v”+-v’y_{*}’$

$y_{*}$

$+[3(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")^{2}-2 \{(x_{*}")^{2}+(y_{*}")^{2}\}+\frac{y_{*}"}{y_{*}}+\frac{(x_{*}’)^{2}}{y_{*}^{2}}-\frac{x_{*}’}{y_{*}}(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")]v$

$+(-x_{*}^{(3)}y_{*}’+x_{*}’y_{*}^{(3)}- \frac{x_{*}"y_{*}-x_{*}’y_{*}’}{y_{*}^{2}})\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v.$

ここで， $x_{*}’x_{*}"+y_{*}^{/}y_{*}"=0$ に注意すれば，

$(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")^{2}=(x_{*}")^{2}(y_{*}’)^{2}-2x_{*}’y_{*}’x_{*}"y_{*}"+(y_{*}")^{2}(y_{*}’)^{2}$

$=(x_{*}")^{2}+(y_{*}")^{2}-\{(x_{*}’)^{2}(x_{*}")^{2}+2x_{*}’y_{*}’x_{*}"y_{*}"+(y_{*}’)^{2}(y_{*}")^{2}\}$

$=(x_{*}")^{2}+(y_{*}")^{2}-(x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}")^{2}$

$=(x_{*}")^{2}+(y_{*}")^{2}$

であり，さらに

$\frac{y_{*}"}{y_{*}}-\frac{x_{*}’}{y_{*}}(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")=\frac{(y_{*}’)^{2}y_{*}"}{y_{*}}+\frac{x_{*}’y_{*}’x_{*}"}{y_{*}}=\frac{y_{*}’}{y_{*}}(x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}")=$ O.

また，定数 H、に対して

$-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}"- \frac{x_{*}’}{y_{*}}=2H_{*}$
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の両辺を $s$ に関して微分すれば，

$-x_{*}^{(3)}y_{*}’+x_{*}’y_{*}^{(3)}- \frac{x_{*}"y_{*}-x_{*}’y_{*}’}{y_{*}^{2}}=0.$

したがって，

$2 \frac{d}{d\epsilon}\hat{H}(\epsilon v)_{\epsilon=0}=\frac{1}{y_{*}}(y_{*}v’)’+\{(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")^{2}+(\frac{x_{*}’}{y_{*}})^{2}\}v$

を得る．ここで，

$\triangle(v)\sim=\frac{1}{P_{3}(v)J(v,v’)}[\partial_{s}\{\frac{P_{3}(v)}{J(v,v)}\partial_{S}\}+\partial_{\theta}\{\frac{J(v,v’)}{P_{3}(v)}$砺 $\}]$

に対して，

$\triangle_{\Gamma_{*}}=\triangle(\epsilon v)|_{\epsilon=0}\sim=\frac{1}{y_{*}}\{\partial_{S}(y_{*}\partial_{s})+\frac{1}{y_{*}}\partial_{\theta}^{2}\}$

であり，さらに，第 2基本計量 $A_{*}=(h_{*,ij})$ に対して，

$|A_{*}|^{2_{=g_{*9*}^{ijkl}}}h_{*,ik}h_{*,jl}=(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")^{2}+( \frac{x_{*}’}{y_{*}})^{2}$

であるから， $v$ が $\theta$ に依らないことに注意すれば，

$2 \frac{d}{d\epsilon}\hat{H}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=\Delta_{\Gamma}.v+|A_{*}|^{2}v.$

この結果，

$\frac{d}{d\epsilon}\tilde{\Delta}(\epsilon v)\hat{H}(\epsilon v)|_{\epsilon=0^{=\frac{d}{d\epsilon}\triangle}}^{\sim}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}H_{*}+\triangle_{\Gamma_{*}}\frac{d}{d\epsilon}\hat{H}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}$

$= \frac{1}{2}\triangle_{\Gamma_{*}}(\triangle_{\Gamma_{*}}v+|A_{*}|^{2}v)$

を得る．次に，法速度 $V$ の線形化は，

$\tilde{V}(v)=\frac{-F_{1}(v)P_{2}(v,v’)+F_{2}(v)P_{1}(v,v’)}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}]^{1/2}}v_{t}.$

に対して，

$\frac{d}{d\epsilon}\tilde{V}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}=\frac{-F_{1}(v)P_{2}(v,v’)+F_{2}(v)P_{1}(v,v’)}{[\{P_{1}(v,v)\}^{2}+\{P_{2}(v,v)\}^{2}]^{1/2}}v_{t}\epsilon=0$

$=[-\{(x_{*}’-y_{*}")\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’\}y_{*}’+\{(y_{*}’+x_{*}")\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’\}x_{*}’]v$

$=v_{t}$

以上から，方程式 $\tilde{V}(v)=-\triangle(v)H(v)\sim$ の線形化方程式は

$v_{t}=- \frac{1}{2}\triangle_{\Gamma_{*}}(\triangle_{\Gamma_{*}}v+|A_{*}|^{2}v)$
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となる．

次に境界条件の 1つである角度条件の線形化を行う．

$\mp\{\tilde{P}_{2}(v)+\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v))\tilde{P}_{1}(v)\}=\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(v)))^{2}\}^{1/2}\tilde{J}(v)\cos\theta_{\pm}.$

このとき，左辺の線形化は

$\frac{d}{d\epsilon}$ (L. H. S)
$\epsilon=0$

$= \mp\{\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{2}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}+\ddot{\phi}_{\pm}(P_{3}(\epsilon v))|_{\epsilon=0}\frac{d}{d\epsilon}P_{3}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}\tilde{P}_{1}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}$

$+ \dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(\epsilon v))|_{\epsilon=0}\frac{d}{d\epsilon}\tilde{P}_{1}(\in v)|_{\epsilon=0}\}$

$=\mp[(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v’+(y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}")v$

$+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v$

$+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\{(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)v’+(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")v\}]$

$=\mp[\{y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})(x_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}’)\}v’$

$+\{y_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+y_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)$

$+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})(x_{*}’\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}+x_{*}"\gamma_{w}|_{\epsilon=0}-y_{*}")\}v]$

$=\mp[\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’+(y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’)\gamma_{w}|_{\epsilon=0}\}v’$

$+\{x_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})(x_{*}’)^{2}-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}"+(y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’)\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}$

$+(y_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}")\gamma_{w}|_{\epsilon=0}\}v].$

また，右辺の線形化は

$\frac{d}{d\epsilon}(R. H. S)|_{\epsilon=0}$

$= \{[\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(\epsilon v)))^{2}\}^{-1/2}\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(\epsilon v))\ddot{\phi}_{\pm}(P_{3}(\epsilon v))]|_{\epsilon=0}\frac{d}{d\epsilon}P_{3}(\epsilon v)|_{\epsilon=0}\tilde{J}(v)|_{\epsilon=0}$

$+\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(P_{3}(\epsilon v)))^{2}\}^{1/2}|_{\epsilon=0}d\epsilon$$\underline{d}_{\tilde{J}(\epsilon v)1_{\epsilon=0}\}\cos\theta\pm}$

$=[ \frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v$

$+\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}[\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+\{\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v]]\cos\theta_{\pm}$

$=[ \{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v’+\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}(y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}+x_{*}’)v$

$+\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}\{\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}-(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v]\cos\theta\pm$

$=[\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v$ノ
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$+ \{\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}x_{*}’-\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}(-x_{*}^{\prime/}y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v$

$+ \frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v+\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}\gamma_{sw}|_{\epsilon=0}v]\cos\theta\pm\cdot$

$\Gamma_{*}$ は角度条件を満たすので，

$\mp\{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’\}=\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}\cos\theta_{\pm}$

が成り立つ．よって，

$\mp[\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\}v’+\{x_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})(x_{*}’)^{2}-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}"\}v$

$+\{y_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}"\}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v]$

$=[ \{\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}x_{*}’-\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}v$

$+ \frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}y_{*}’\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v]\cos\theta_{\pm}.$

ここで，

$\mp\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})(x_{*}’)^{2}-\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}x_{*}’\cos\theta_{\pm}$

$= \mp[\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})(x_{*}’)^{2}-\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’\{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’\}}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}]$

$= \mp\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\}}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}$

であり，さらに，

$\mp\{x_{*}"-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}"\}+\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\cos\theta\pm$

$=\mp[x_{*}"-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}"+(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’\}]$

$=\mp[x_{*}"\{1-(y_{*}’)^{2}\}+x_{*}’y_{*}’y_{*}"-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}"\{1-(x_{*}’)^{2}\}-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’x_{*}"y_{*}’]$

$=\mp[x_{*}’(x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}")-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’(x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}")]$

$=0.$

また，

$\mp\{y_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}"\}-\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}y_{*}’\cos\theta\pm$

$= \mp[y_{*}"+\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}"-\frac{\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’\}}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}]$

$= \mp[y_{*}"+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}"+\frac{\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\}\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}]$
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であり， $x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}"=0$ を利用すれば，

$y_{*}"+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}"=\{y_{*}"+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}"\}\{(x_{*}’)^{2}+(y_{*}’)^{2}\}$

$=(x_{*}’)^{2}y_{*}"+(y_{*}’)^{2}y_{*}"+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\{(x_{*}’)^{2}x_{*}"+(y_{*}’)^{2}x_{*}"\}$

$=(x_{*}’)^{2_{y_{*}"}}-x_{*}’y_{*}’x_{*}"+x_{*}’y_{*}’x_{*}"+(y_{*}’)^{2}y_{*}"$

$+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\{(x_{*}’)^{2}x_{*}"+x_{*}’y_{*}’y_{*}"-x_{*}’y_{*}’y_{*}"+(y_{*}’)^{2}x_{*}"\}$

$=x_{*}’(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")+y_{*}’(x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}")$

$+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\{x_{*}’(x_{*}’x_{*}"+y_{*}’y_{*}")-y_{*}’(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")\}$

$=\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\}(-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}")$ .

以上から

$\mp\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\}[v’+\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}v$

$+ \{\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}}-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}’\}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v]=0.$

$x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\neq 0$ であるから，

$v’+ \frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}v+\{\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}’\}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}v=0.$

ここで，

$\Phi(s, \theta)=\Phi_{*}(\gamma(s, w), \theta)+wN_{*}(\gamma(x, w), \theta)$

$=(x_{*}(\gamma(s, w))-wy_{*}’(\gamma(s, w P_{3}(w)\cos\theta, P_{3}(w)\sin\theta)^{T}$

であり， $s=0,$ $d$ のとき，

$x_{*}(\gamma(s, w))-wy_{*}’(\gamma(s, w))=\phi_{\pm}(P_{3}(w))$ .

また， $s=0,$ $d$ に対して

$\frac{d}{dw}P_{3}(w)|_{w=0}=y_{*}’\frac{d}{dw}\gamma\pm|_{w=0}+X_{*}’$

であるから，

$x_{*}’ \frac{d}{dw}\gamma\pm|_{w=0}-y_{*}’=\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})\{y_{*}’\frac{d}{dw}\gamma\pm|_{w=0}+x_{*}’\}.$

$x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\neq 0$ に注意すれば， $s=0,$ $d$ に対して

$\frac{d}{dw}\gamma\pm|_{w=0}=\frac{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}.$

56



$s=0,$ $d$ では $\gamma_{w}|_{\epsilon=0}=\frac{d}{dw}\gamma\pm_{w=0}$ であるから，

$\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}+\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}$

$= \frac{\ddot{\emptyset}\pm(y_{*})x_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}+\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}\cdot x_{*}-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’$

$= \frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}\{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’\}}$

$= \frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{3/2}}\cdot\frac{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}{x_{*}-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}.$

このとき，

$\frac{\partial_{s}\Phi_{*}}{|\partial_{s}\Phi_{*}|}=(x_{*}’, y_{*}’\cos\theta,y_{*}’\sin\theta) , v\pm=\mp\frac{(-1,\dot{\phi}(y_{*})\cos\theta,\dot{\phi}(y_{*})\sin\theta)^{T}}{\{1+(\dot{\phi}(\rho_{*}))^{2}\}^{1/2}}$

であるから，

$\pm\frac{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}=(\frac{\partial_{s}\Phi_{*}}{|\partial_{S}\Phi_{*}|}, v_{\pm})_{\mathbb{R}^{3}}=\cos(\theta_{\pm\mp\frac{\pi}{2}})=\pm\sin\theta\pm\cdot$

したがって，

$\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}+\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}}\gamma_{w}|_{\epsilon=0}=\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{3/2}}\csc\theta\pm\cdot$

また，

$\prime\gamma_{w}|_{\epsilon=0}=\frac{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}=\frac{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}{x_{*}-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}}. \frac{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(\rho_{*}))^{2}\}^{1/2}}$

であり，

$\frac{x_{*}’-\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})y_{*}’}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{1/2}}=\sin\theta\pm, \frac{y_{*}’+\dot{\phi}_{\pm}(y_{*})x_{*}’}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(\rho_{*}))^{2}\}^{1/2}}=\mp\cos\theta_{\pm},$

であるから，

$\gamma_{w}|_{\epsilon=0}=\mp\cot\theta_{\pm}.$

以上から，

$\kappa_{\Pi_{\pm}}=\pm\frac{\ddot{\phi}_{\pm}(y_{*})}{\{1+(\dot{\phi}_{\pm}(y_{*}))^{2}\}^{3/2}}, \kappa_{\Gamma_{*}}=-x_{*}"y_{*}’+x_{*}’y_{*}"$

とおけば，角度条件の線形化は，

$v’\pm(\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta_{\pm}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{\pm})v=0$ at $s=0,$ $d$

となる．

この結果，定常曲面の $\Gamma$、のまわりでの線形化問題として次を得る．

$\{\begin{array}{l}v_{t}=-\frac{1}{2}\triangle_{\Gamma_{*}}L[v],v’\pm(\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta_{\pm}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{\pm})v=0,\partial_{S}L[v]=0.\end{array}$ (10)

ただし， $L[v]=\triangle_{\Gamma}.v+|A_{*}|^{2}v$ である．
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6 線形化問題に対する勾配流の構造

線形化問題に対する勾配流の構造を考える．ここで，

$\mathcal{E}=\{v\in H^{1}(\Gamma_{*})|\int_{0}$

ヨ

$vy_{*}ds=0\},$

$\mathcal{X}=\{v\in(H^{1}(\Gamma_{*}))^{*}|\langle v, 1\rangle=0$

とおく．ただし， $(H^{1}(\Gamma_{*}))^{*}$ は $H^{1}(\Gamma_{*})$ の双対空間であり， $\rangle$ は $(H^{1}(\Gamma_{*}))^{*}$ と $H^{1}(\Gamma_{*})$ の

元の対を表す．

定義 6.1 $w\in \mathcal{X}$ に対して， $u_{w}\in \mathcal{E}$ が

$\{\begin{array}{ll}-\triangle_{\Gamma_{*}}u_{w}=w for \sigma\in(0, d) ,\partial_{s}u_{w}=0 at \sigma=0, d\end{array}$ (11)

の弱解であるとは， $u_{w}$ が

$\langle w,$ $\phi\rangle=\int_{0}$

ヨ

$\partial_{s}u_{w}\partial_{s}\phi y_{*}ds$ $(\phi\in \mathcal{E})$ (12)

を満たすことをいう．

定義 6.2 $w\in \mathcal{X}$ に対して，

$\int_{0}^{d}vy_{*}ds=0$

を満たす $v\in H^{3}(\Gamma_{*})$ が

$\{\begin{array}{l}w=-\triangle_{\Gamma_{*}}L[v],\partial_{s}v\pm(\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta_{\pm}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{\pm})v=0,\partial_{s}L[v]=0\end{array}$ (13)

の弱解であるとは，？) が

$\langle w, \phi\rangle=\int_{0}^{d}\partial_{s}L[v]\partial_{s}\phi y_{*}ds (\phi\in \mathcal{E})$ (14)

と境界条件
$\partial_{s}v\pm(\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta_{\pm}-\kappa_{\Gamma}. \cot\theta_{\pm})v=0$ at $s=0,$ $d$ (15)

を満たすことをいう．

対称な双線形形式を以下で定義する．

$I[v_{1},$ $v_{2}]= \int_{0}$

ヨ

$\{\partial_{s}v_{1}\partial_{s}v_{2}-|A_{*}|^{2}v_{1}v_{2}\}y_{*}d_{S}$

$+y_{*}(\kappa\Pi_{+}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma}. \cot\theta_{+})v_{1}v_{2}|_{s=d}$

$+y_{*}(\kappa\Pi_{-}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{-})v_{1}v_{2}|_{s=0}.$

また， $H^{-1}$ 内積を以下で定義する．

$(v_{1}, v_{2})_{-1}= \int_{0}$

ヨ

$\partial_{s}u_{v_{1}}\partial_{s}u_{v_{2}}y_{*}ds.$

ただし， $u_{v}$, は $v_{i}\in \mathcal{X}$ に対する (11) の弱解である．このとき，次の定理を得る．

58



定理 6.1 $w\in \mathcal{X},$ $V\in \mathcal{E}$ とする．このとき，次の (i), (ii) は同値である．

(i) $v\in H^{3}(\Gamma_{*})$ であり， $v$ は (13) の弱解である．

(ii) $v$ は

$(w, \phi)_{-1}=-I[v, \phi] (\phi\in \mathcal{E})$ (16)

を満たす．

証明 まず，(i) が成り立つと仮定する．このとき， $v\in H^{3}(\Gamma_{*})$ は線形化問題 (13) の弱解
である． $H^{-1}$ 内積の定義，および定義 6.1, 定義 6.2より， $\phi\in \mathcal{E}$ に対して，

$(w, \phi)_{-1}=\int_{0}$

ご

$\partial_{s}u_{w}\partial_{s}u_{\phi}y_{*}ds=\langle w,$ $u_{\phi} \rangle=\int_{0}$

ヨ

$\partial_{s}L[v]\partial_{s}u_{\phi}y_{*}ds.$

ここで，

$\int_{0}^{d}L[v]y_{*}ds$

$\gamma=\overline{\int_{0}^{d}y_{*}ds}$

とおくと， $L[v]-\gamma\in \mathcal{E}$ であり， $u_{\phi}\in \mathcal{E}$ が $(11)$ の弱解であることから，

$\int_{0}^{d}\partial_{s}L[v]\partial_{s}u_{\phi}y_{*}ds=\int_{0}^{d}\partial_{S}(L[v]-\gamma)\partial_{s}u_{\phi}y_{*}ds=\int_{0}^{d}(L[v]-\gamma)\phi y_{*}ds.$

$\phi\in \mathcal{E}$ であるから，

$\int_{0}^{d}(L[v]-\gamma)\phi y_{*}ds=\int_{0}$

ヨ

$L[v]\phi y_{*}ds.$

したがって，

$(w, \phi)_{-1}=\int_{0}$

ヨ

$(\triangle_{r.v+|A_{*}|^{2}v)\phi y_{*}ds}$

$= \int_{0}^{d}\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}v)\phi y_{*}ds+\int_{0}^{d}|A_{*}|^{2}v\phi y_{*}ds$

$=[y_{*}( \partial_{s}v)\phi]_{s=0}^{s=d}-\int_{0}^{d}\partial_{s}v\partial_{s}\phi y_{*}ds+\int_{0}^{d}|A_{*}|^{2}v\phi y_{*}ds$

$=-I[v, \phi].$

よって，(i) ならば (ii) が成り立つ．
次に，(ii) が成り立つと仮定する．このとき，$v\in \mathcal{E}$ は (16) を満たす．ここで，各 $\phi\in \mathcal{E}$

に対して

$\{\begin{array}{ll}-\triangle r_{*}\psi=\phi for s\in(O, d) ,\partial_{s}\psi=0 at s=0, d\end{array}$

を満たす $\psi\in \mathcal{E}$ が一意に存在し，さらに $\phi\in H^{1}(\Gamma_{*})$ より $\psi\in H^{3}(\Gamma_{*})$ であるから，この
$\psi$ から $\phi$ への写像を

$-\triangle_{N}:\mathcal{E}\cap H^{3}(\Gamma_{*})\ni\psiarrow\phi\in \mathcal{E}$

とすると， $-\triangle_{N}$ は全単射である．よって，逆写像

$(-\triangle_{N})^{-1}:\mathcal{E}\ni\phiarrow\psi\in \mathcal{E}\cap H^{3}(\Gamma_{*})$
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も得ることができる．今，任意の $\psi\in \mathcal{E}\cap H^{3}(\Gamma_{*})$ に対して， $\phi=\triangle_{N}\psi$ とする．この $\phi$ に

対して $\langle w,$ $\psi\rangle=(w, \phi)_{-1}$ が成り立つことに注意すると， $(w, \phi)_{-1}=-I[v, \phi]$ より

$\langle w, \psi\rangle=\int_{0}^{d}\{\partial_{s}v\partial_{\mathcal{S}}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))-|A_{*}|^{2}v(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))\}y_{*}d_{\mathcal{S}}$

$+y_{*}( \kappa_{\Pi_{+}}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+})v(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=d}$

$+y_{*}( \kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{-})v(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=0}$

$w\in(H^{1}(\Gamma_{*}))^{*}$ より， $v\in H^{3}(\Gamma_{*})$ . このとき，部分積分を行うことにより，

$\langle w, \psi\rangle=[\partial_{s}v(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))y_{*}]_{s=0}^{s=d}-\int_{0}^{d}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}v)(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))ds$

$- \{[|A_{*}|^{2}v(y_{*}\partial_{s}\psi)]_{s=0}^{s=d}-\int_{0}^{d}\partial_{s}(|A_{*}|^{2}v)(y_{*}\partial_{s}\psi)ds\}$

$+y_{*}( \kappa_{\Pi_{+}}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+})v(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=d}$

$+y_{*}( \kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{-})v(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=0}$

$=- \{[\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}v)(y_{*}\partial_{s}\psi)]_{s=0}^{s=d}-\int_{0}^{d}\partial_{s}(\triangle_{\Gamma_{*}}v)\partial_{s}\psi y_{*}ds\}$

$+ \int_{0}^{d}\partial_{s}(|A_{*}|^{2}v)\partial_{s}\psi y_{*}ds$

$+y_{*} \{\partial_{s}v+(\kappa\Pi_{+}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+})v\}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=d}$

$-y_{*} \{\partial_{s}v-(\kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma}. \cot\theta_{-})v\}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=0}$

$= \int_{0}$

ヨ

$\partial_{s}L[v]\partial_{s}\psi y_{*}ds$

$+y_{*} \{\partial_{s}v+(\kappa_{\Pi_{+}}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{s}}\cot\theta_{+})v\}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{S}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=d}$

$-y_{*} \{\partial_{s}v-(\kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{-})v\}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))|_{s=0}$ (17)

ここで， $C_{0}^{\infty}([0, d])$ が $\mathcal{E}\cap H^{3}(\Gamma_{*})$ で稠密であるから， $\psi$ の近似列 $\{\psi_{n}\}\subset C_{0}^{\infty}([0, d])$ をと

ると，

$\langle w, \psi_{n}\rangle=\int_{0}^{d}\partial_{s}L[v]\partial_{S}\psi_{n}y_{*}ds.$

$narrow\infty$ とすれば， $v\in H^{3}(\Gamma_{*})$ が

$\langle w, \psi\rangle=\int_{0}^{d}\partial_{s}L[v]\partial_{s}\psi y_{*}ds$
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を満たすことを得る．このとき，

$y_{*} \{\partial_{s}v+(\kappa_{\Pi_{+}}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+})v\}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi))_{s=d}$

$-y_{*} \{\partial_{S}v-(\kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{-})v\}(\frac{1}{y_{*}}\partial_{S}(y_{*}\partial_{S}\psi))|_{s=0}=0.$

ここで， $( \frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{8}\psi))|_{s=d}\neq 0$ かつ $( \frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi)_{ノ}|_{s=0}=0$ となる $\psi$ をとれば，

において

$\partial_{s}v+(\kappa_{\Pi_{+}}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+})v=0$

が成り立ち，さらに，X $\frac{1}{y_{*}}\partial_{s}(y_{*}\partial_{s}\psi)_{ノ}|_{s=0}\neq 0$ となる $\psi$ をとれば， $s=0$ において

$\partial_{S}v-(\kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{-})v=0$

$s=d$

が成り立つ．以上より，求める結果を得る． $\blacksquare$

7 固有値問題

線形化問題 (10) に対応する固有値問題

$\{\begin{array}{l}-\triangle_{\Gamma_{*}}L[v]=\lambda v for s\in(O, d) ,\partial_{S}v\pm(\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta\pm-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{\pm})v=0 at s=0, d,\partial_{s}L[v]=0 at s=0, d\end{array}$ (18)

を考える．ここで，

$\mathcal{D}(\mathcal{A})=\{v\in H^{3}(\Gamma_{*})|v$ は (15) と $\int_{0}^{d}vy_{*}ds=0$ を満たす $\}$

とし，線形作用素 $\mathcal{A}$ : $\mathcal{D}(\mathcal{A})arrow \mathcal{X}$ を $v\in \mathcal{D}(\mathcal{A})$ と $\phi\in \mathcal{E}$ に対して

$\langle \mathcal{A}v,$ $\phi\rangle=\int_{0}$

ヨ

$\partial_{s}L[v]\partial_{s}\phi y_{*}ds$

によって定義する．このとき， $\mathcal{A}$ の定義と定理 6.1より，

$(\mathcal{A}v, \phi)_{-1}=-I[v, \phi] (\phi\in \mathcal{E})$

を得る．作用素 $\mathcal{A}$ について，次が成り立つ．

補題 7.1作用素 $\mathcal{A}$ は内積 $)_{-1}$ に関して対称である．

証明 $v_{1},$ $v_{2}\in \mathcal{D}(\mathcal{A})$ であれば， $v_{1},$
$v_{2}\in \mathcal{E}$ であるから，

$(\mathcal{A}v_{1}, v_{2})_{-1}=-I[v_{1}, v_{2}]=-I[v_{2}, v_{1}]=(\mathcal{A}v_{2}, v_{1})_{-1}=(v_{1}, \mathcal{A}v_{2})_{-1}.$

よって， $\mathcal{A}$ は対称である． $\blacksquare$

ここで，ノルムに関して次の表記を用いる．

$\Vert v\Vert_{-1}:=\{(v, v)_{-1}\}^{1/2}$
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補題 7.2任意の $\epsilon>0$ に対して，

$v(O)^{2}\leq\epsilon\Vert\partial_{s}v\Vert_{L^{2}(\Gamma_{*})}^{2}+C_{\epsilon}\Vert v\Vert_{-1}^{2} (v\in \mathcal{E})$

となる定数 $C_{\epsilon}>0$ が存在する．また， $v(d)^{2}$ に関しても，同様の不等式が成り立つ．

証明 背理法による．今，任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して，

$v_{n}(0)^{2}>\epsilon_{n}\Vert\partial_{s}v_{n}\Vert_{L^{2}(\Gamma_{*})}^{2}+n\Vert v_{n}\Vert_{-1}^{2}$

となる $\epsilon_{n}>0$ と $v_{n}\in \mathcal{E}$ が存在すると仮定する．ここで，一般性を失うことなく $v_{n}(0)^{2}=1$

としてよい．このとき，

$\Vert v_{n}\Vert_{-1}^{2}<\frac{1}{n}arrow 0 (narrow\infty)$

であり，

$\Vert\partial_{s}v_{n}\Vert_{L^{2}(\Gamma.)}^{2}<\frac{1}{\epsilon_{n}}$

$v_{n}\in \mathcal{E}$ より $\int_{0}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}v_{n}y_{*}ds=0$ であるから Poicar\’e 不等式が成り立ち， $v_{n}$ は $H^{1}(\Gamma_{*})$ 上で一様

有界である．このとき，
$v_{n}arrow 0$ weakly in $H^{1}(\Gamma_{*})$ .

$H^{1}(\Gamma_{*})\mapsto C(\Gamma_{*})$ はコンパクトであるから，

$v_{n}(0)arrow 0.$

これは， $v_{n}(0)^{2}=1$ に矛盾する．したがって，求める結果を得る． $\blacksquare$

補題 7.3 $v\in \mathcal{E}$ に対して，

$\Vert v\Vert_{H^{1}(\Gamma.)}^{2}\leq c_{1}\Vert v\Vert_{-1}^{2}+c_{2}I[v, v]$

となる正定数 $c_{1},$ $c_{2}$ が存在する．

証明 $H^{1}(\Gamma_{*})\mapsto L^{2}(\Gamma_{*})$ はコンパクトであるから，任意の $\epsilon>0$ に対して

$\Vert v\Vert_{L^{2}(\Gamma.)}^{2}\leq\epsilon\Vert\partial_{s}v\Vert_{L^{2}(\Gamma.)}^{2}+\hat{C}_{\epsilon}\Vert v\Vert_{-1}^{2}.$

となる $\hat{C}_{\epsilon}>0$ が存在する．これは補題 7.2と同様にして示される．このとき，

$J[v,$ $v]= \int_{0}$

ヨ

$\{|\partial_{s}v|^{2}-|A_{*}|^{2}v^{2}\}y_{*}ds$

$+y_{*}(\kappa_{\Pi_{+}}\csc\theta_{+}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+})v^{2}|_{s=d}$

$+y_{*}(\kappa\Pi_{-}\csc\theta_{-}-\kappa_{\Gamma}. \cot\theta_{-})v^{2}|_{s=0}$

$\geq\int_{0}^{d}|\partial_{s}v|^{2}y_{*}ds-(\max_{s\in[0,d]}|A_{*}|^{2})\int_{0}^{d}v^{2}y_{*}ds$

$-y_{*}(|\kappa\Pi_{+}\csc\theta_{+}|+|\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{+}|)v^{2}|_{s=d}$

$-y_{*}(|\kappa_{\Pi_{-}}\csc\theta_{-}|+|\kappa_{\Gamma}. \cot\theta_{-}|)v^{2}|_{s=0}$

$\geq(1-\gamma\epsilon)\Vert\partial_{s}v\Vert_{L^{2}(\Gamma_{*})}^{2}-C_{\epsilon}\Vert v\Vert_{-1}^{2}.$

ここで， $\gamma,$
$C_{\epsilon}$ は正定数であり， $\gamma$ は $\epsilon$ に依らない． $\epsilon$ を $1-\gamma\epsilon>0$ となるようにとり，

$v\in \mathcal{E}$ より Poicar\’e 不等式が成り立つことに注意すれば，求める結果を得る． $\blacksquare$
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系 71 $\mathcal{A}$ の最大固有値は上界 $c_{1}/c_{2}$ をもつ．

証明 $\lambda$ を $\mathcal{A}$ の固有値とすると，

$\lambda(v, v)_{-1}=-I[v, v]$

となる $v\neq 0$ が存在する．今， $\lambda>c_{1}/c_{2}$ と仮定する．このとき，

$0= \lambda(v, v)_{-1}+I[v, v]>\frac{c_{1}}{c_{2}}(v, v)_{-1}+I[v, v]\geq\frac{1}{c_{2}}\Vert v\Vert_{H^{1}(\Gamma_{*})}^{2}.$

これは， $v\neq 0$ に矛盾．したがって， $\lambda\leq c_{1}/c_{2}.$ $\blacksquare$

これらの補題から，次の定理を得る．

定理 7.1作用素 $\mathcal{A}$ は $(\cdot, \cdot)_{-1}$ に関して自己共役である．

証明 作用素 $\mathcal{B}:\mathcal{D}(\mathcal{A})arrow \mathcal{X}$ を $\mathcal{B}:=\omega Id-\mathcal{A}$ にょって定める．ただし， $Id$ は恒等作用
素， $\omega\in \mathbb{R}$ は定数である．このとき， $\mathcal{A}$ が対称作用素であるから， $\mathcal{B}$ も対称作用素である．
ここで， $\mathcal{R}(\mathcal{B})$ を作用素 $\mathcal{B}$ の値域とし，適当な $\omega\in \mathbb{R}$ について $\mathcal{R}(\mathcal{B})=\mathcal{X}$ を示す．(この
結果， $\mathcal{B}$ は自己共役となる．例えば [7, 第 10章] を参照．)つまり，各 $f\in \mathcal{X}$ に対して．

$\omega v-\mathcal{A}v=f$

を満たす $v\in \mathcal{D}(\mathcal{A})$ が存在することを示す．これは， $\phi\in \mathcal{E}$ に対して，

$- \int_{0}^{d}\partial_{8}L[v]\partial_{8}\phi y_{*}ds+\omega\int_{0}$

ヨ

$v\phi y_{*}ds=\langle f,$ $\phi\rangle$ (19)

を満たす $v\in \mathcal{D}(\mathcal{A})$ の存在を示すことを意味する．ここで， $v_{1},$
$v_{2}\in \mathcal{E}$ に対して，

$I_{\omega}[v_{1}, v_{2}]:=I[v_{1}, v_{2}]+\omega(v_{1}, v_{2})_{-1}$

とおく．このとき，定理 6.1と同様に考えることにょり，(19) を満たす $v\in \mathcal{D}(\mathcal{A})$ の存在
を示すことは

$I_{\omega}[v, \phi]=(f, \phi)_{-1} (\phi\in \mathcal{E})$ (20)

を満たす $v\in \mathcal{E}$ の存在を示すことと同値である．さらに， $H^{-1}$ 内積の定義から，(11) の弱
解 $u_{f},$ $u_{\phi}$ に対して

$(f, \phi)_{-1}=(\partial_{s}u_{f}, \partial_{S}u_{\phi})_{L^{2}(\Gamma_{*})}$

であり， $\phi\in \mathcal{E}$ より $u_{\phi}\in H^{3}(\Gamma_{*})$ を得るので，

$(\partial_{s}u_{f}, \partial_{s}u_{\phi})_{L^{2}(\Gamma_{*})}=(u_{f}, \phi)_{L^{2}(\Gamma_{*})}.$

したがって，

$I_{\omega}[v, \phi]=(u_{f}, \phi)_{L^{2}(\Gamma_{*})} (\phi\in \mathcal{E})$ (21)

を満たす $v\in \mathcal{E}$ の存在を示せばよい．まず， $I_{\omega}$ は対称である．また， $v_{1},$
$V_{2}\in \mathcal{E}$ に対して，

$I_{\omega}[v_{1}, v_{2}]\leq C\Vert v_{1}\Vert_{H^{1}(\Gamma_{*})}\Vert v_{2}\Vert_{H^{1}(\Gamma_{*})}+\omega\Vert_{V_{1}}\Vert_{-1}\Vert_{V_{2}}\Vert_{-1}\leq\tilde{C}\Vert v_{1}\Vert_{H^{1}(\Gamma_{*})}\Vert v_{2}\Vert_{H^{1}(\Gamma.)}.$
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さらに補題 7.3より， $\omega$ を $\omega\geq c_{1}/c_{2}$ を満たすようにとると， $v\in \mathcal{E}$ に対して

$I_{\omega}[v, v]>I[v, v]+ \frac{c_{1}}{c_{2}}\Vert v\Vert_{-1}^{2}=\frac{1}{c_{2}}(c_{2}I[v, v]+c_{1}\Vert v\Vert_{-1}^{2})\geq\frac{1}{c_{2}}\Vert v\Vert_{H^{1}(\Gamma.)}^{2}.$

よって，Lax-Milgram の定理より，(21) を満たす $v\in \mathcal{E}$ が存在する．つまり，(20) を満た
す $v\in \mathcal{E}$ が存在する．したがって，各 $f\in \mathcal{E}$ に対して，$\mathcal{B}v=f$ となる $v\in \mathcal{D}(\mathcal{B})(=\mathcal{D}(\mathcal{A}))$

が存在するので， $\mathcal{R}(\mathcal{B})=\mathcal{X}$ を得る．よって， $\mathcal{B}$ は自己共役であり，この結果， $\mathcal{A}$ は自己

共役である． $\blacksquare$

補題 7.4 $\lambda_{1}\geq\lambda_{2}\geq\lambda_{3}\geq\cdots$ を $\mathcal{A}$ の固有値とする．このとき，次を得る．

(i) $n\in \mathbb{N},$ $n\geq 2$ に対して，

$\lambda_{1}=-\inf_{v\in \mathcal{E}\backslash \{0\}}\frac{I[v,v]}{(v,v)_{-1}},\mathcal{W}\in\Sigma_{n-1}\inf_{v\in \mathcal{W}^{\perp}\backslash \{0\}}\frac{I[v,v]}{(v,v)_{-1}}.$$\lambda_{n}=- \sup$

ここで， $\Sigma_{n}$ は $\mathcal{E}$ の $n$次元の部分空間の族であり， $\mathcal{W}^{\perp}$ は $\mathcal{W}$ の $H^{-1}$ 内積に関する直

交補空間である．

(ii) 固有値は $\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta\pm,$
$\kappa_{\Gamma_{\rho}}.$

$\cot\theta\pm,$ $d$ に連続的に依存する．また， $\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta\pm$ に関して

単調減少である．

証明 この証明は省略するが，定理 6.1を利用し，[3, Chapter VI] を参考にして同様の議
論を行えば，求める結果を得る． $\blacksquare$

8 安定性の解析

$\mathcal{A}$ のすべての固有値が負である (つまり，最大固有値 $\lambda_{1}$ が負である) とき，定常曲面 r、は
線形安定であるという．安定性の解析を行うために，まず次の重み付きWirtinger不等式
を紹介する．

補題 8.1 (重み付き Wirtinger不等式 [5]) $N\geq 1,$ $T>0$ とする．また， $\rho:[0, T]arrow \mathbb{R}$

は $1\leq\rho(t)\leq L$ を満たす可測関数とする．このとき， $u\in W_{0}^{1,2}(0, T;\mathbb{R}^{N})$ に対して，

$\int_{0}^{T}|u(t)|^{2}\rho(t)dt\leq C_{b}\int_{0}^{T}|u’(t)|^{2}\rho(t)dt$ (22)

が成り立つ．ただし，

$C_{b}=( \frac{T}{4\arctan\frac{1}{\sqrt{L}}})^{2}$

である．

ここで，

$M:= \max_{s\in[0,d]}|A_{*}|, \Lambda_{\pm}:=\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta_{\pm}-\kappa_{\Gamma_{*}}\cot\theta_{\pm}$
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とおく．また， $\alpha_{*}=\min y_{*}(s)(>0)$ とし，
$s\in[0,d]$

$\beta_{*}=\frac{1}{\alpha_{*}}\max_{s\in[0,d]}y_{*}(s) , C_{b,*}:=(\frac{\pi}{4\arctan\frac{1}{\sqrt{\beta_{*}}}}1^{2}$

とする．

補題 8.2
$Md< \frac{\pi}{\sqrt{C_{b,*}+\epsilon}}(\epsilon>0)$ とする．このとき， $\Lambda_{-},$ $\Lambda_{+}>m$ であれば

$I[v, v]>0 (v\in \mathcal{E}\backslash \{O\})$

となる $m>0$ が存在する．

証明 $I$ の定義から，

$I[v, v]= \int_{0}$

ヨ

$\{|\partial_{s}v|^{2}-|A_{*}|^{2}v^{2}\}y_{*}ds+y_{*}\Lambda_{+}v^{2}|_{s=d}+y_{*}\Lambda_{-}v^{2}|_{s=0}$

$\geq\int_{0}$

ヨ

$| \partial_{s}v|^{2}y_{*}ds-M^{2}\int_{0}^{d}v^{2}y_{*}ds+y_{*}\Lambda_{+}v^{2}|_{s=d}+y_{*}\Lambda_{-}v^{2}|_{s=0}.$

ここで，

$I_{M}[v, v]:= \int_{0}$

ヨ

$| \partial_{s}v|^{2}y_{*}ds-M^{2}\int_{0}$

ゴ

$v^{2}y_{*}ds+y_{*}\Lambda_{+}v^{2}|_{s=d}+y_{*}\Lambda_{-}v^{2}|_{s=0}$

とおき， $\Lambda_{-},$ $\Lambda_{+}>m$ であれば $I_{M}[v, v]>0(v\in \mathcal{E}\backslash \{O\})$ となる $m>0$ が存在することを
示す．

$\tilde{v}(\sigma)=v(\frac{d}{\pi}\sigma) , \tilde{y}_{*}(\sigma)=\frac{y_{*}(\frac{d}{\pi}\sigma)}{\alpha_{*}}$

とおくと，
$Md< \frac{\pi}{\sqrt{C_{b,*}+\epsilon}}$ に注意すれば

$I_{M}[v, v]$

$= \frac{\pi\alpha}{d}*\{$
$\int_{0}^{\pi}|\partial_{\sigma}\tilde{v}|^{2}\tilde{y}_{*}d\sigma-(\frac{Md}{\pi})^{2}\int_{0}^{\pi}\tilde{v}^{2}\tilde{y}_{*}d\sigma+\frac{d}{\pi}(\tilde{y}_{*}\Lambda_{+}\tilde{v}^{2}|_{\sigma=\pi}+\tilde{y}_{*}\Lambda_{-}\tilde{v}^{2}|_{\sigma=0})\}$

$\geq\frac{\pi\alpha}{d}*\{\int_{0}^{\pi}|\partial_{\sigma}\tilde{v}|^{2}\tilde{y}_{*}d\sigma-\frac{1}{C_{b,*}+\epsilon}\int_{0}^{\pi}\tilde{v}^{2}\tilde{y}_{*}d\sigma+\frac{d}{\pi}(\tilde{y}_{*}\Lambda_{+}\tilde{v}^{2}|_{\sigma=\pi}+\tilde{y}_{*}\Lambda_{-}\tilde{v}^{2}|_{\sigma=0})\}$

したがって， $\tilde{v}\in\tilde{\mathcal{E}}\backslash \{O\}$ に対して，

$\Vert\partial_{\sigma}\tilde{v}\Vert_{L^{2}(0,\pi)}^{2}-\frac{1}{C_{b_{\}}*}+\epsilon}\Vert\tilde{v}\Vert_{L^{2}(0,\pi)}^{2}+\tilde{m}(\tilde{y}_{*}\tilde{v}^{2}|_{\sigma=\pi}+\tilde{y}_{*}\tilde{v}^{2}L_{0})>0$

となる $\tilde{m}>0$ が存在することを示せばよい．
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背理法による．今，上記を満たす $\tilde{m}>0$ は存在しないと仮定すると，任意の $n\in N$ に

対して，

$\Vert\partial_{\sigma}\tilde{v}_{n}\Vert_{L^{2}(0,\pi;\overline{y}_{*})}^{2}-\frac{1}{C_{b,*}}\Vert\tilde{v}_{n}\Vert_{L^{2}(0,\pi;\tilde{y}.)}^{2}+n(\tilde{y}_{*}\tilde{v}_{n}^{2}|_{\sigma=\pi}+\tilde{y}_{*}\tilde{v}_{n}^{2}|_{\sigma=0})\leq 0$

となる $\tilde{v}_{n}\in\tilde{\mathcal{E}}\backslash \{0\}$ が存在する．ここで，一般性を失うことなく $\Vert\tilde{v}_{n}\Vert_{L^{2}}=1$ としてよい．

このとき，

$\Vert\partial_{\sigma}\tilde{v}_{n}\Vert_{L^{2}}^{2}\leq\frac{1}{C_{b,*}+\epsilon}$

であるから，ある部分列 $\{\tilde{v}_{n_{k}}\}\subset\{\tilde{v}_{n}\}$ が存在して

$\partial_{\sigma}\tilde{v}_{n_{k}}arrow\partial_{\sigma}\tilde{v}$ weakly in $L^{2}(0, \pi;\tilde{y}_{*})$ ,

$\tilde{v}_{n_{k}}arrow\tilde{v}$ strongly in $L^{2}(0, \pi;\tilde{y}_{*})$ ,

$\tilde{v}_{n_{k}}arrow\tilde{v}$ strongly in $C([O, \pi])$ .

よって， $L^{2}-$ノルムの弱収束に関する下半連続性から，

$\Vert\partial_{\sigma}\tilde{v}\Vert_{L^{2}(0,\pi;\overline{y}.)}^{2}\leq\frac{1}{C_{b,*}+\epsilon}\Vert\tilde{v}\Vert_{L^{2}(0,\pi;\overline{y}.)}^{2}$ .

一方，

$\tilde{y}_{*}\tilde{v}_{n}^{2}|_{\sigma=\pi}+\tilde{y}_{*}\tilde{v}_{n}^{2}|_{\sigma=0}\leq\frac{1}{n(C_{b,\bullet}+\epsilon)}$

であるから， $\tilde{y}_{*}>0$ に注意すれば，

$\tilde{v}^{2}|\sigma=\pi =\tilde{v}^{2}|=0.$

したがって，区間 $[0, \pi]$ で重み付き Wirtinger 不等式が適用できるので，

$\Vert\tilde{v}\Vert_{L^{2}(0,\pi;\tilde{y}.)}^{2}\leq C_{b,*}\Vert\partial_{\sigma}\tilde{v}\Vert_{L^{2}(0,\pi;\overline{y}_{*})}^{2}$

となり，矛盾が生じる．以上から，求める結果を得る． $\blacksquare$

$K_{\pm}:=\kappa_{\Pi_{\pm}}\csc\theta_{\pm}$ とする．補題 8.2より， $K_{-},$ $K+>m$ であれば，最大固有値 $\lambda_{1}$ が $0$ 以下

であることがわかる．つまり，すべての固有値が $0$ 以下である．固有値はパラメータに関

して連続であるから，次に固有値が $0$ となるパラメータの条件を求める．そのためには，

$\triangle_{\Gamma}.L[v]=0$ , (23)

$\partial_{s}v\pm(K\pm-\kappa_{\Gamma}. \cot\theta_{\pm})v=0$ , (24)

$\partial_{s}L[v]=0$ (25)

を解けばよい．まず (23) と (25) より，

$\Vert\partial_{s}L[v]\Vert_{L^{2}(\Gamma.)}^{2}=0.$

この結果，

L[v] $=$ (定数)
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であることがわかる．つまり，

$L[v]=0, L[v]=\beta(\neq 0)$ (26)

を解けば，境界値問題 (23), (25) の基本解となる．したがって， $L[v]=0$ の解を $\phi_{1},$ $\phi_{2},$

$L[v]=\beta$ の解を $\phi_{3}$ とすれば，境界値問題 (23), (25) の解は

$v(s)=c_{1}\phi_{1}(s)+c_{2}\phi_{2}(s)+c_{3}\phi_{3}(s)$

と表される．この $v$ が (24) と $\int_{0}^{d}vy_{*}ds=0$ のもとで自明解とならないパラメータの条件

を求めれば，それが固有値が $0$ となるパラメータの条件である．つまり， $0$ が固有値問題
(18) の固有値であるための必要十分条件は， $\Lambda_{\pm}=K_{\pm}-\kappa_{\Gamma}.$ $\cot\theta_{\pm}$ に対して，

$|\begin{array}{llllll}\phi_{1}’(0)- \Lambda_{-}\phi_{1}(0) \phi_{2}’(0)- \Lambda_{-}\phi_{2}(0) \phi_{3}’(0)- \Lambda_{-}\phi_{3}(0)\phi_{1}(d)+\Lambda_{+}\phi_{1}(d)\int_{0}^{d}\phi_{1}y_{*}ds \phi_{2}(d)+\Lambda_{+}\phi_{2}(d)\int_{0}^{d}\phi_{2}y_{*}ds \phi_{3}(d)+\Lambda_{+}\phi_{3}(d)\int_{0}^{d}\phi_{3}y_{*}ds \end{array}|=0$ (27)

が成り立つことである．ここで，

$\phi(s)=(\phi_{1}(s), \phi_{2}(s), \phi_{3}(s))^{T}, F(d)=(\int_{0}^{d}\phi_{1}y_{*}d_{\mathcal{S}}, \int_{0}^{d}\phi_{2}y_{*}ds, \int_{0}^{d}\phi_{3}y_{*}ds)^{T}$

とおくと，(27) は次と同値である．

$-(\phi(0)\cross\phi(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}\Lambda_{-}\Lambda_{+}-(\phi(0)\cross\phi’(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}\Lambda_{-}$

$+(\phi’(0)\cross\phi(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}\Lambda_{+}+(\phi’(0)\cross\phi’(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}=0.$

さらに，この式を $K\pm$ に関して整理すると，

$A^{\phi}K_{-}K_{+}+B_{-}^{\phi}K_{-}+B_{+}^{\phi}K_{+}+C^{\phi}=0$ . (28)

ただし，

$A^{\phi}=-(\phi(0)\cross\phi(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}},$

$B_{-}^{\phi}=-(\phi(0)\cross\phi’(d), F(d))_{\pi}3+(\phi(0)\cross\phi(d), F(d))_{\pi}3\kappa_{*}(d)\cot\theta_{+},$

$B_{+}^{\phi}=(\phi’(0)\cross\phi(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}+(\phi(0)\cross\phi(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}\kappa_{*}(0)\cot\theta_{-},$

$C^{\phi}=(\phi’(0)\cross\phi’(d), F(d))_{\mathbb{R}^{3}}-(\phi(0)-\cross\phi(d), F(d))_{\pi}3\kappa_{*}(d)\kappa_{*}(0)\cot\theta_{+}\cot\theta_{-}.$

関係式 (28) は以下の 3つの場合に変形できる．

(a) $A^{\phi}\neq 0$ かつ $B_{-}^{\phi}B_{+}^{\phi}-A^{\phi}C^{\phi}\neq 0$ の場合

(28) $\Leftrightarrow$

$K+=- \frac{B_{-}^{\phi}}{A^{\phi}}+\frac{\frac{B_{-}^{\phi}B_{+}^{\phi}-A^{\phi}C^{\phi}}{(A^{\phi})^{2}}}{K_{-}-(-\frac{B_{+}^{\phi}}{A^{\phi}})}$ . (29)
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(b) $A^{\phi}\neq 0$ かつ $B_{-}^{\phi}B_{+}^{\phi}-A^{\phi}C^{\phi}=0$ の場合

(28) $\Leftrightarrow$ $\{K_{-}-(-\frac{B_{+}^{\phi}}{A^{\phi}})\}\{K_{+}-(-\frac{B_{-}^{\phi}}{A^{\phi}})\}=0$ . (30)

(c) $A^{\phi}=0$ の場合

(28) $\Leftrightarrow$ $B_{-}^{\phi}K_{-}+B_{+}^{\phi}K_{+}+C^{\phi}=0$ . (31)

上記の (29), (30), (31) への変形を含めた条件 (28) の詳細は $\Gamma_{*}$ の形状に依るので，以下，
$\Gamma_{*}$ の形状によって場合分けして考える．

8.1 円柱の場合

$\Gamma_{*}=\{(x_{*}(s), y_{*}(s)\cos\theta, y_{*}(s)\sin\theta)^{T}|s\in[0, d],\theta\in[0, 2\pi]\}$ が平均曲率 $H_{*}(<0)$ の円柱

であるとき，

$x_{*}(s)=s, y_{*}(s)=- \frac{1}{2H_{*}} c>0)$

と表される．円柱の場合は

$L[v]= \partial_{s}^{2}v+\frac{1}{c^{2}}v$

であり，境界条件 (24) は
$\partial_{s}v\pm K_{\pm}v=0$ at $s=0,$ $d$ . (32)

$L[v]=0$ および $L[v]= \frac{1}{c^{2}}$ ((26) において．$\beta$ を $\frac{1}{c^{2}}$ とした) は 2階の定数係数線形微分方程

式であるので，これらを解くと

$\phi_{1}(s)=\cos(\frac{S}{c}) , \phi_{2}(s)=\sin(\frac{s}{c}) , \phi_{3}(s)=1$ . (33)

したがって，円柱の場合は次を得る．

補題 8.3固有値問題 (18) が $0$ を固有値としてもつための必要十分条件は，

$A^{c}(c, d)K_{+}K_{-}+B^{c}(c, d)(K_{+}+K_{-})+C^{c}(c, d)=0$ . (34)

ただし，

$A^{c}(c, d)=2-2 \cos(\frac{d}{c})-\frac{d}{c}\sin(\frac{d}{c})$ ,

$B^{c}(c, d)= \frac{1}{c}\{\sin(\frac{d}{c})-\frac{d}{c}\cos(\frac{d}{c})\},$

$C^{c}(c, d)= \frac{d}{c^{3}}\sin(\frac{d}{c})$ .

また， $0$ 固有値の多重度は 1である．
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証明 (33) より，

$\phi(0)=(\begin{array}{l}101\end{array}), \phi(d)=(\cos_{1}(\frac{d}{c})\sin(\frac{d}{c})) , F=(-c\{\cos(\frac{(d}{c}-1\}c\sin_{d}\frac{d}{c,)}))$ ,

$\phi’(0)=(\frac{1}{0c}0) , \phi’(d)=(\frac{1}{c}\cos_{0}(\frac{d}{c}))$

$\kappa_{\Gamma_{*}}\equiv 0$ に注意して，これらを (28) に代入すると，

$A^{\phi}=c \{2-2\cos(\frac{d}{c})\}-d\sin(\frac{d}{c})$ ,

$B_{-}^{\phi}= \sin(\frac{d}{c})-\frac{d}{c}\cos(\frac{d}{c}) , B_{+}^{\phi}=\sin(\frac{d}{c})-\frac{d}{c}\cos(\frac{d}{c})$ ,

$C^{\phi}= \frac{d}{c^{2}}\sin(\frac{d}{c})$ .

右辺が $0$ なので，両辺を $c>0$ で割れば，求める結果を得る．
また， $0$ 固有値の多重度に関しては，各パラメータが (34) を満たすときは，(27) で用

いた行列の階数が 2となることがMaple17を利用して得られるので，固有値の多重度は
1であることがわかる． $\blacksquare$

$\Gamma$。が円柱の場合は， $B_{-}^{\phi}=B_{+}^{\phi}$ であることに注意する．このとき， $A^{c}(c, d)\neq 0$ に対して，

$\{B^{c}(c, d)\}^{2}-A^{c}(c, d)C^{c}(c, d)=\frac{1}{c^{2}}\{\frac{d}{c}-\sin(\frac{d}{c})\}^{2}\geq 0$

であり，さらに
$\underline{d}>0$

に対して
$c$

$\{B^{c}(c, d)\}^{2}-A^{c}(c, d)C^{c}(c, d)>0$

であるから，(34) は (29) の形に変形できる．ここで，円柱の場合は任意の $(c, d)(c>0,$
$d>0)$ に対して (30) の状況は現れないことに注意する． $\{B^{c}(c, d)\}^{2}-A^{c}(c, d)C^{c}(c, d)$ $>0$

より (29) は下図のタイプの双曲線を $(K_{-}, K_{+})$ 座標平面上に描く．
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$K_{-}=- \frac{B^{c}}{A^{c}}$

さらに，各 $c>0$ に対して，

$\frac{\partial}{\partial d}(-\frac{B^{c}(c,d)}{A^{c}(c,d)})=\frac{1}{c^{2}\{A^{c}(c,d)\}^{2}}\{\frac{d}{c}-\sin(\frac{d}{c})\}^{2}>0 (d>0)$

を得るので，双曲線は $d$ の増加にともない， $(K_{-}, K_{+})$ 座標平面上を右斜め上方向に移動

する．

次に，(30) への変形を考えるため， $A^{c}(c, d)=0$ となる $d$ を各 $c>0$ に対して求める．

$( \partial_{d}A^{c}(c, d)=)\frac{\partial}{\partial d}A^{c}(c, d)=\frac{1}{c}\{\sin(\frac{d}{c})-\frac{d}{c}\cos(\frac{d}{c})\}$

$= \frac{1}{c}\{\tan(\frac{d}{c})-\frac{d}{c}\}\cos(\frac{d}{c})$

であるから，$\tan(\frac{d}{c} ノ =\frac{d}{c} となる d\in(m\pi c, (m\pi+\frac{\pi}{2})c)(m\in \mathbb{N})$ に対して，$\partial_{d}A^{c}(c, d)=0$

となる．そこで，その $d$ の値を $q_{m} \in(m\pi c, (m\pi+\frac{\pi}{2})c)(m\in \mathbb{N})$ とおくと， $\partial_{d}A^{c}(c, d)$ の

符号は $q_{2k-1}(k\in \mathbb{N})$ の前後で正から負に変わり， $q_{2k}(k\in \mathbb{N})$ の前後で負から正に変わる．

さらに，
$A^{c}(c, (2k-1)\pi c)=4>0, A^{c}(c, 2k\pi c)=0 (k\in \mathbb{N})$

であるから，
$A^{c}(c, q_{2k-1})>0, A^{c}(c, q_{2k})<0 (k\in \mathbb{N})$ .

よって，各 $c>0$ に対して， $A^{c}(c, d)$ の増減表は以下のようなる．

したがって，各 $c>0$ に対して $p_{m}\in(q_{m}, q_{m+1})(m\in \mathbb{N})$ が存在し， $A(c,p_{m})=0$ となる．

特に， $p_{2k-1}=2k\pi c(k\in \mathbb{N})$ である．
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以上から， $m\in \mathbb{N}$ に対して，

(34) $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{ll}K+=-\frac{B^{c}(c,d)}{A^{c}(c,d)}+\frac{\frac{\{B^{c}(c_{j}d)\}^{2}-A^{c}(c,d)C^{c}(c,d)}{\{A^{c}(c_{)}d)\}^{2}}}{K_{-}-(-\frac{B^{c}(c,d)}{A^{c}(c,d)})}, d\neq p_{m},B^{c}(c, d)(K- 十 K_{+})+C^{c}(c_{\dot{ノ}}d)=0, d=p_{m}.\end{array}$

$(K_{-}, d, K_{+})$ 座標空間上に図示すると次のようになる．

$K_{\mathfrak{l}}$

$d$

$A^{c}K_{-}K_{+}+B^{c}(K_{-}+K_{+})+C^{c}=0$

このとき，次の定理を得る．

定理 8.1 $c,$ $d,$ $K_{-},$ $K_{+}$ が

$A^{c}(c, d)K_{-}K+$ 率 $B^{c}(c, d)(K_{-}+K_{+})+C^{c}(c, d)>0$ かつ $d<p_{1}=2\pi c$

を満たすならば，円柱が軸奴称な摂動に関して線形安定となる $(K_{-}, K_{+})$ の組が存在する．
また， $d\geq 2\pi c$ ならば，円柱が安定となるような $(K_{-}, K_{+})$ の組は存在しない．

証明．補題 8.2より， $K_{-},$ $K_{+}>m$ であるとき， $\lambda_{1}\leq 0$ である．一方，補題 8.3より， $0$

が固有値となるのは $c,$ $d,$ $K_{-},$ $K_{+}$ が $(34\rangle$ を満たすときであるから，固有値のパラメータ
$C,$ $d,$ $K_{-},$ $K_{+}$ に穀する連続性と $K_{-},$ $K_{+}$ に対する単調性から，

$A^{c}(c, d)K_{-}K_{+}+B^{C}(c, d)(K_{-}+K_{+})+C^{c}(c, d)>0$ かつ $d<p_{1}=2\pi c$

であるとき， $\lambda_{1}<0$ . つまり，このとき円柱 $\Gamma$、は安定である．一方， $d\geq 2\pi c$であるとき

は，いかなる $(K_{-}, K_{+})$ をとっても，円柱 $\Gamma_{*}$ は安定になり得ない． $\blacksquare$

以下の図において，斜線部分が円柱が安定となる $(K_{-}, K_{+})$ の領域である．
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$0< \frac{d}{c}<\pi$
$\frac{d}{c}=\pi$

$\pi<\frac{d}{c}<2\pi(=\frac{p_{1}}{c}) \frac{d}{C}=2\pi$

$2 \pi<\frac{d}{c}<\frac{p_{2}}{c} \frac{d}{c}=\frac{p_{2}}{c}$

Athanassenas[1] と Vogel[12] の結果と比較する．[1, 12] によれば， $\Pi_{\pm}$ が平行な平面で

$\theta_{\pm}=\frac{\pi}{2}$ のときは，

$0< \frac{d}{c}<\pi$ であれば円柱は安定であり， $\frac{d}{c}>\pi$ であれば円柱は不安定である
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ことが得られている． $\Pi_{\pm}$ が平行な平面であることは $(K_{-}, K_{+})=(0,0)$ に相当するので，
$(K_{-}, K_{+})=(0,0)$ に着目し上記の図を参照すると，[1, 12] の結果と整合していることが
わかる．

8.2 アンデユロイドの場合

$\Gamma_{*}=\{(x_{*}(s), y_{*}(s)\cos\theta, y_{*}(s)\sin\theta)^{T}|s\in[0, d],\theta\in[0, 2\pi]\}$ が平均曲率 $H_{*}(<0)$ のアン

デュロイドであるとき，

$x_{*}(s)= \int_{0}^{s}\frac{1-B\sin(2H_{*}(s-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}}d\sigma,$

$y_{*}(s)=- \frac{1}{2H_{*}}\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}$

と表される．ただし，$0<B<1$ である．アンデュロイドの場合は

$|A_{*}|^{2}= \frac{4H_{*}^{2}\{B^{2}(B-\sin(2H_{*}(s-r))^{2}+(1-B\sin(2H_{*}(s-r))^{2}\}}{(1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r)))^{2}}$

に対して

$L[v]=\partial_{s}^{2}v+|A_{*}|^{2}v$

であり，境界条件 (24) は

$\kappa_{*}=\frac{2BH_{*}(B-\sin(2H_{*}(s-r))}{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}$

に対して

$\partial_{s}v\pm(K\pm+\kappa_{\Gamma}.)v=0$ at $s=0,$ $d$ . (35)

$L[v]=0$ および $L[v]=1$ ((26) において $\beta$ を 1とした) は 2階の変数係数線形微分方程式で
あるので，これらを解くと

$\phi_{1}(s)=\frac{\cos(2H_{*}(s-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}},$

$\phi_{2}(s)=\sin(2H_{*}(s-r))+2H_{*}\int_{0}^{s}\frac{B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma,$

$\phi_{3}(s)=\frac{1}{4H_{*}^{2}}+\frac{B}{2H_{*}}\int_{0}^{s}\frac{1}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma\phi_{1}(s)$ .

ここで，

$\int_{0}^{s}\frac{B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma$

$=- \frac{1}{2}\{\int_{0}^{s}\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}d\sigma$

$-(1+B^{2}) \int_{0}^{s}\frac{1}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma\}$

73



であるから，

$I_{1}(s;B)= \int_{0}^{s}\frac{1}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma,$

$I_{2}(s;B)= \int_{0}^{s}\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}d\sigma$

とおくと，

$\int_{0}^{8}\frac{B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))}}d\sigma=\frac{1+B^{2}}{2}I_{1}(s;B)-\frac{1}{2}I_{2}(s;B)$ .

したがって，

$\phi_{1}(s)=\frac{\cos(2H_{*}(s-r))}{\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(s-r))}},$

$\phi_{2}(s)=\sin(2H_{*}(s-r))+2H_{*}\{\frac{1+B^{2}}{2}I_{1}(s;B)-\frac{1}{2}I_{2}(s;B)\}$

$\phi_{3}(s)=\frac{1}{4H_{*}^{2}}+\frac{B}{2H_{*}}I_{1}(s;B)\phi_{1}(s)$ .

ここで，

$\hat{H}_{*}=-H_{*}(>0) , \alpha=\hat{H}_{*}r+\frac{\pi}{4}$

とし，- $\frac{\pi}{4}\leq\alpha<\frac{\pi}{2}$ とする．このとき，- $\frac{\pi}{2}+m\pi<\hat{H}_{*}s-\alpha<-\frac{\pi}{2}+(m+1)\pi(m\in \mathbb{N}\cup\{0\})$

に対して， $I_{1}(s;B)$ , $I_{2}(s;B)$ は以下のように表される．

$I_{1}(s;B)= \frac{1}{\hat{H}_{*}(1+B)}\{2mK(k)+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)-F(\sin(-\alpha);k$

$I_{2}(s;B)= \frac{1+B}{\hat{H}_{*}}\{2mE(k)+(-1)^{m}E(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)-E(\sin(-\alpha);k$

ただし， $k= \frac{2\sqrt{B}}{1+B}$ であり， $K(k)$ , $E(k)$ は第 1種，第 2種完全楕円積分，$F(s;k)$ , $E(s;k)$

は第 1種，第 2種不完全楕円積分である．この表記の導出法は付録 $A$ で示す．このとき，
アンデュロイドの場合は次を得る．

補題 8.4固有値問題 (18) が $0$ を固有値としてもつための必要十分条件は，

$A^{u}(H_{*}, B, d, r)K_{-}K_{+}+B_{-}^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{+})K_{-}+B_{+}^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{-})K_{+}$

$+C^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{+}\theta_{-})=0$ . (36)
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$A^{u}(H_{*}, B, d, r)$ , $B^{\underline{u}}(H_{*}, B, d, r, \theta_{+})$ , $B_{+}^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta C^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{+}\theta_{-})$ の導出はMaple
17による． $B_{\pm}^{u},$ $Cv$ の表示式は項が多く繁雑であるため，ここでは $A^{u}$ の表示式のみ示す．

$A^{u}(H_{*}, B, d, r)$

$= \frac{1}{8H_{*}^{3}PQ}\{H_{*}^{2}(1-B^{2})^{2}I_{1}^{2}\cos(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r))$

$+3H_{*}^{2}I_{2}^{2}\cos(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r))-4H_{*}^{2}(1+B^{2})I_{1}I_{2}\cos(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r))$

$+2H_{*}(1+B^{2})I_{1}(P\sin(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r))+Q\cos(2H_{*}r)\sin(2H_{*}(d-r$

$+4H_{*}BI_{1}(P\cos(2H_{*}(d-r))-Q\cos(2H_{*}r))$

$-4H_{*}I_{2}(P\sin(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r))+Q\cos(2H_{*}r)\sin(2H_{*}(d-r$

$+2PQ(1+\sin(2Hr)\sin(2H_{*}(d-r$ $-(P^{2}+Q^{2})\cos(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r$

ただし，

$P=\sqrt{1+B^{2}+2B\sin(2H_{*}r)}, Q=\sqrt{1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(d-r}$

このとき， $A^{u}(H_{*}, B, d, r)\neq 0$ に対して，

$B_{-}^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{+})B_{+}^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{-})-A^{u}(H_{*}, B, d, r)C^{u}(H_{*}, B, d, r, \theta_{+}\theta_{-})$

$= \frac{1}{16H_{*}^{4}PQ}[H_{*}\{(1+B^{2})(1+\sin(2H_{*}r)\sin(2H_{*}(d-r -(P^{2}+Q^{2})\}I_{1}$

$+H_{*}(3-\sin(2H_{*}(d-r))\sin(2H_{*}r))I_{2}$

$-P\cos(2H_{*}r)\sin(2H_{*}(d-r))-Q\sin(2H_{*}r)\cos(2H_{*}(d-r 2\geq 0$

であることをMaple 17を用いて得ることができる．よって， $B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ の零点以外

で (36) は (29) の形に変形でき，(29) は下図のタイプの双曲線を $(K_{-}, K_{+})$ 座標平面上に

描く．

ここまで各パラメータについて満たす範囲以外は特に定めず議論してきたが，残念ながら
現段階で一般的にできるのはここまでである．ここからは，適宜パラメータを定めながら
安定性の解析を行っていく．そこで，

$H_{*}=-1, B=0.6, \theta_{\pm}=\frac{\pi}{2}$
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とする．次の 2つの場合について考える．

(a) $r= \frac{\pi}{4}$ の場合 (b) $r=- \frac{\pi}{4}$ の場合

生成曲線の弧長パラメータの範囲を $s\in[O, 2\pi]$ として，それぞれの場合のアンデュロイド

と生成曲線を描くと，以下のようになる．

(a) の場合のアンデュロイド (a) の場合の生成曲線

(b) の場合のアンデュロイド (b)の場合の生成曲線

上記の 2つの曲面の特徴的な違いは，弧長パラメータ $s$ の増加にともな $t\backslash$ , (a) の場合は
まずは凸に，(b) の場合はまずは凹になる形状をしている点である．直観的には，(a) の方
が安定度が高いと推察される．Maple17を用いた解析により，以下を得る．

$\bullet$ (a) の場合

まず，各 $B\in(O, 1)$ に対して，$A^{u}(-1, B, d, \frac{\pi}{4})=0$ を満たす $d$ を求める． $d= \frac{\pi}{2}+m\pi(m\in$

$N\cup\{0\})$ は $A^{u}(-1, B, d, \frac{\pi}{4})=0$ を満たさないので， $d \neq\frac{\pi}{2}+m\pi$ とすると，

$A^{u}(-1, B, d, \frac{\pi}{4})$

$=- \frac{\{(1-B)^{2}I_{1,\frac{\pi}{4}}(d;B)-2I_{2,\frac{\pi}{4}}(d;B)\}\sin(2d)+Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)(1-\cos(2d))}{4Q_{\frac{\pi}{4}}(d,B)}$

$=- \frac{\sin(d)\cos(d)}{2Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)}\{(1-B)^{2}I_{1,\frac{\pi}{4}}(d;B)-2I_{2,\frac{\pi}{4}}(d;B)+Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)\tan(d)\}$

ただし， $Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)=\sqrt{1+B^{2}-2B\cos(2d)}$ であり，

$I_{1,\frac{\pi}{4}}(d;B)= \int_{0}^{d}\frac{1}{\sqrt{1+B^{2}-2B\cos(2\sigma)}}d\sigma,$

$I_{2,\frac{\pi}{4}}(d;B)= \int_{0}^{d}\sqrt{1+B^{2}-2B\cos(2\sigma)}d\sigma.$
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このとき，各 $B\in(0,1)$ に対して，まず $d=m\pi(m\in \mathbb{N})$ が $A^{u}(-1, B, d, \frac{\pi}{4})=0$ を満た

すことがわかる．さらに，

$f(d;B)=(1-B)^{2}I_{1_{\}}\frac{\pi}{4}}(d;B)-2I_{2,\frac{\pi}{4}}(d;B)+Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)\tan(d)$

とおくと， $d\in(m\pi, (m+1)\pi)$ , $d \neq m\pi+\frac{\pi}{2}$ に対して

$\frac{\partial}{\partial d}f(d;B)=\frac{(1-B)^{2}}{Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)}-2Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)+\frac{2B\sin(2d)}{Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)}\tan(d)+\frac{Q_{\frac{\pi}{4}}(d;B)}{\cos^{2}(d)}$

$= \frac{(1-B)^{2}}{\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}}-2\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}$

$+ \frac{4B\sin(d)\cos(d)}{\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}}\tan(d)+\frac{\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}}{\cos^{2}(d)}$

$= \frac{(1+B)^{2}\tan^{2}(d)-4B\sin^{2}(d)}{\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}}$

$= \frac{\{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)\}\tan^{2}(d)}{\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}}$

$= \frac{\{(1-B)^{2}+4B\sin^{2}(d)\}\tan^{2}(d)}{\sqrt{(1+B)^{2}-4B\cos^{2}(d)}}>0.$

したがって， $f(d;B)$ は $d\in(m\pi, (m+1)\pi)$ , $d \neq m\pi+\frac{\pi}{2}$ に対して狭義単調増加である．

ここで， $m\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，

$f(m\pi;B)=2m(1+B)\{(1-k^{2})K(k)-2E(k)\},$

$f((m+1)\pi;B)=2(m+1)(1+B)\{(1-k^{2})K(k)-2E(k)\}.$

ただし， $k= \frac{2\sqrt{B}}{1+B},$
$1-k^{2}= \frac{(1-B)^{2}}{(1+B)^{2}}$ である． $B\in(0,1)$ であれば， $k\in(0,1)$ である

ことに注意すると，
$(1-k^{2})K(k)-2E(k)<0.$

実際，

$\frac{d}{dk}\{(1-k^{2})K(k)-2E(k)\}$

$=-2kK(k)+(1-k^{2}) \{\frac{E(k)}{(1-k^{2})k}-\frac{K(k)}{k}\}-2\{\frac{E(k)}{k}-\frac{K(k)}{k}\}$

$= \frac{(1-k^{2})K(k)}{k}-\frac{E(k)}{k}$

$=-k \int_{0}^{\frac{\pi}{2}}\frac{\cos^{2}\eta}{\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}\eta}}d\eta<0$

( $K(k),$ $E(k)$ の微分に関しては，[17, pp.6-8] を参照) であり，$K(0)=E(0)= \frac{\pi}{2}$ であるから

$\{(1-k^{2})K(k)-2E(k)\}|_{k=0}=K(0)-2E(0)=-\frac{\pi}{2}<0.$
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よって， $(1-k^{2})K(k)-2E(k)<0$ を得る．したがって， $B\in(O, 1)$ に対して

$f(\ell\pi;B)<0 (\ell=m, m+1, m\in \mathbb{N})$ .

さらに，

$\lim_{darrow m\pi+\frac{\pi}{2}-0}f(d;B)=\infty, darrow m\pi+\frac{\pi}{2}+0hmf(d;B)=-\infty$

を得るので，各 $B\in(O, 1)\#_{\vee}^{r}$対して $f(d;B)=0$ を満たす $d$が区間 $(m \pi, m\pi+\frac{\pi}{2})(m\in \mathbb{N})$

にただ 1つ存在することがわかる．この結果を踏まえつつ，Maple 17によって $B=0.6$

の場合の $K_{-}= \frac{B_{+}^{u}}{A},$ $K_{+}= \frac{B_{-}^{u}}{A}$ を図示すると以下のようになる．

$K_{-}=- \frac{B_{+}^{u}}{A^{u}}$

$K_{+}=- \frac{B^{\underline{u}}}{A^{u}}$

残念ながら $K_{-}= \frac{B_{+}^{u}}{A^{u}},$ $K_{+}= \frac{B_{-}^{u}}{A^{u}}$ の厳密な解析はできていないが，単調増加であること

がうかがえる．次に， $B_{-}^{u}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ の解析を行う．(a) の場合，以下のようになる．

$B_{-}^{u}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$

$= \frac{(正\not\in 数)}{Q_{\frac{\pi}{4}}} \{(1-B)^{2}(1+\cos(2d))I_{1,\frac{\pi}{4}}-(3+\cos(2d))I_{2,\frac{\pi}{4}}+Q_{\frac{\pi}{4}}\sin(2d)\}^{2}$

$B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ が零点をもつかどうかが解析上重要であるが，現段階では厳密な解析がで
きていない．Maple 17を用いて図示すると以下のようになる．
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$B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$

$B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ は零点をもたないことがうかがえる．以上の解析から，(a) の場合，(36)
は $d$ が $A^{u}$ の零点でないときは (29) の形に，零点のときは (31) の形に変形できることが
わかる．この結果，(36) を $(K_{-}, d, K_{+})$ 座標空間上に図示すると次のようになる．

$K_{+}$

5

$K_{-}$

$A^{u}K_{-}K_{+}+B^{\underline{u}}K_{-}+B_{+}^{u}K_{+}+C^{u}=0$

したがって，(a) の場合のアンデュロイドの安定性について，円柱の場合と同様の次の結
果を得ることができる．

定理 8.2 (a) の場合， $d,$ $K_{-},$ $K+$ が

$A^{u}(d)K_{-}K_{+}+B_{-}^{u}(d)K_{-}+B_{+}^{u}(d)K++C^{u}(d)>0$ かつ $d<\pi$

を満たすならば，アンデュロイドが軸対称な摂動に関して線形安定となる $(K_{-}, K_{+})$ の組
が存在する．また， $d\geq\pi$ ならば，アンデュロイドが安定となるような $(K_{-}, K_{+})$ の組は
存在しない．
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Athanassenas[1] と Voge1[12] の結果と比較する．[1, 12] よれば，$\Pi_{\pm}$ が平行な平面で $\theta_{\pm}=\frac{\pi}{2}$

のときは，

アンデュロイドは不安定である

ことが得られている．[1, 12] の結果と比較するため，特に， $d= \frac{\pi}{2}$ のときを図示すると次

のようになる．

$d= \frac{\pi}{2}$

$\Pi_{\pm}$ が平行な平面で $\theta_{\pm}=\frac{\pi}{2}$ あるとき，(a) の設定においては $d= \frac{m\pi}{2}(m\in \mathbb{N})$ のときアンデ

ュロイドを $\Pi_{\pm}$ の間に置くことができる． $\Pi_{\pm}$ が平行な平面であることは $(K_{-}, K_{+})=(0,0)$

に相当するが，定理 8.2より，設定 (a) の場合は $d\geq\pi$ ではアンデュロイドが安定となる

ような $(K_{-}, K_{+})$ の組は存在せず，また上図から $d= \frac{\pi}{2}$ の場合も $(K_{-}, K_{+})=(0,0)$ は不

安定領域に含まれているので，[1, 12] の結果と整合していることがわかる．

$\bullet$ (b) の場合

まず，各 $B\in(O, 1)$ に対して，$A^{u}(-1, B, d, - \frac{\pi}{4})=0$ を満たす $d$ を求める． $d= \frac{\pi}{2}+m\pi(m\in$

$\mathbb{N}\cup\{0\})$ は $A^{u}(-1, B, d, - \frac{\pi}{4})=0$ を満たさないので， $d \neq\frac{\pi}{2}+m\pi$ とすると，

$A^{u}(-1, B, d, - \frac{\pi}{4})$

$=- \frac{\{(1+B)^{2}I_{1,-\frac{\pi}{4}}(d;B)-2I_{2,-\frac{\pi}{4}}(d;B)\}\sin(2d)+Q_{-\frac{\pi}{4}}(d;B)(1-\cos(2d))}{4Q_{-\frac{\pi}{4}}(d,B)}$

$=- \frac{\sin(d)\cos(d)}{2Q_{-\frac{\pi}{4}}(d;B)}\{(1+B)^{2}I_{1,-\frac{\pi}{4}}(d;B)-2I_{2,-\frac{\pi}{4}}(d;B)+Q_{-\frac{\pi}{4}}(d;B)\tan(d)\}$

ただし， $Q_{-\frac{\pi}{4}}(d;B)=\sqrt{1+B^{2}+2B\cos(2d)}$ であり，

$I_{1,-\frac{\pi}{4}}(d;B)= \int_{0}^{d}\frac{1}{\sqrt{1+B^{2}+2B\cos(2\sigma)}}d\sigma,$

$I_{2,-\frac{\pi}{4}}(d;B)= \int_{0}^{d}\sqrt{1+B^{2}+2B\cos(2\sigma)}d\sigma.$
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このとき，各 $B\in(0,1)$ に対して，まず $d=m\pi(m\in \mathbb{N})$ が $A^{u}(-1, B, d, - \frac{\pi}{4})=0$ を満

たすことがわかる．さらに，

$f(d;B)=(1+B)^{2}I_{1,-\frac{\pi}{4}}(d;B)-2I_{2,-\frac{\pi}{4}}(d;B)+Q_{-\frac{\pi}{4}}(d;B)\tan(d)$

とおくと，(a) の場合と同様の計算をすることにより， $d\in(m\pi, (m+1)\pi)$ , $d \neq m\pi+\frac{\pi}{2}$

に対して

$\frac{\partial}{\partial d}f(d;B)=\frac{(1-B)^{2}\tan^{2}(d)+4B\sin^{2}(d)}{\sqrt{(1-B)^{2}+4B\cos^{2}(d)}}$

$= \frac{\{(1-B)^{2}+4B\cos^{2}(d)\}\tan^{2}(d)}{\sqrt{(1-B)^{2}+4B\cos^{2}(d)}}>0.$

したがって， $f(d;B)$ は $d\in(m\pi, (m+1)\pi)$ , $d \neq m\pi+\frac{\pi}{2}$ に対して狭義単調増加である．

ここで， $m\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，

$f(m\pi;B)=2m(1+B)\{K(k)-2E(k)\},$

$f((m+1)\pi;B)=2(m+1)(1+B)\{K(k)-2E(k)\}.$

ただし， $k= \frac{2\sqrt{B}}{1+B}$ である． $k\in(O, 1)$ に対して， $K(k)-2E(k)$ の符号を調べる． $k$ に関

して微分し， $k\in(O, 1)$ のとき $2k^{2}-1\in(-1,1)$ であることに注意すれば，

$\frac{d}{dk}\{K(k)-2E(k)\}$

$= \frac{E(k)}{(1-k^{2})k}-\frac{K(k)}{k}-2\{\frac{E(k)}{k}-\frac{K(k)}{k}\}$

$= \frac{K(k)}{k}+\frac{(2k^{2}-1)E(k)}{(1-k^{2})k}$

$= \frac{k^{2}}{1-k^{2}}\int_{0}^{\frac{\pi}{2}}\frac{1-(2k^{2}-1)\sin^{2}\eta}{\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}\eta}}d\eta>0.$

さらに， $K(0)=E(0)= \frac{\pi}{2},\lim_{karrow 1-0}K(k)=+\infty,$ $E(O)=1$ であるから，

$\{K(k)-2E(k)\}|_{k=0}=K(0)-2E(0)=-\frac{\pi}{2}<0,$

$\lim_{karrow 1-0}\{K(k)-2E(k)\}=+\infty.$

よって，ある $k$
。

$\in(0,1)$ が存在して，

$K(k)-2E(k)=\{\begin{array}{l}<0 (k\in(0, k_{c}=0 (k=k_{c}) ,>0 (k\in(k_{c}, 1))\end{array}$

を得る．Maple 17によれば， $k_{c}\approx 0.9089$ . したがって，ある $B_{c}\in(0,1)$ が存在して，

$f(\ell\pi;B)=\{\begin{array}{l}<0 (B\in(0, B_{c}))=0 (B=B_{c}) ,>0 (B\in(B_{c}, 1\end{array}$
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ただし， $\ell=m,$ $m+1,$ $m\in \mathbb{N}$ であり，Maple 17によれば， $B_{c}\approx 0.4114$ . また，各
$B\in(O, 1)$ に対して，

$\lim_{darrow m\pi+\frac{\pi}{2}-0}f(d;B)=\infty, \lim_{darrow m\pi+\frac{\pi}{2}+0}f(d;B)=-\infty.$

よって， $f(d;B)=0$ を満たす $d$ が， $B\in(0, B_{c})$ の場合は区間 $(m \pi, m\pi+\frac{\pi}{2})(m\in \mathbb{N})$ に

ただ 1つ存在し， $B\in(B_{c}, 1)$ の場合は区間 $(m \pi+\frac{\pi}{2}$ $(m+1)\pi)(m\in \mathbb{N}\cup\{0\})$ にただ 1

つ存在することがわかる．0. $6\in(B_{c}, 1)$ に注意し，Maple 17によって $B=0.6$ の場合の

$K_{-}= \frac{B_{+}}{A},$ $K_{+}= \frac{B_{-}}{A}$ を図示すると以下のようになる．

$K_{-}=- \frac{B_{+}^{u}}{A^{u}}$

$K_{+}=- \frac{B^{\underline{u}}}{A^{u}}$

残念ながら (a) の場合と同様に， $K_{-}= \frac{B_{+}^{u}}{A^{u}},$ $K_{+}= \frac{B_{-}^{u}}{A^{u}}$ の厳密な解析はできていないが，

単調増加であることがうかがえる．次に， $B_{-}^{u}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ の解析を行う．(b) の場合，以
下のようになる．

$B_{-}^{u}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$

$= \frac{(jE\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT})}{Q_{-\frac{\pi}{4}}}\cdot\{(1+B)^{2}(1+\cos(2d))I_{1,-\frac{\pi}{4}}-(3+\cos(2d))I_{2,-\frac{\pi}{4}}+Q_{-\frac{\pi}{4}}\sin(2d)\}^{2}$

$B_{-}^{u}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ が零点をもつかどうかが解析上重要であるが，(a) の場合と同様に現段階
では厳密な解析ができていない．Maple 17を用いて図示すると以下のようになる．
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$B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$

よって，(b) の場合は (a) の場合と異なり， $B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ は零点をもつことがうかがえ

る．以上の解析から，(b) の場合，(36) は $d$ に応じて (29), $(30\rangle, (31)$ の形に変形できる

ことがわかる．この結果，(36) を $(K_{-}, d, K_{+})$ 座標空間上に図示すると次のようになる．

$K_{+}$

$-1$

$-1$

$A^{u}K_{-}K++B^{\underline{u}}K_{-}+B_{+}^{u}K_{+}+C^{u}=0$

したがって，(b) の場合のアンデュロイドの安定性について，次の結果を得ることができる．

定理 8.3 (b) の場合，ある $d_{1} \in(\frac{\pi}{2}$

}
$\pi)$ が存在して， $d,$ $K_{-},$ $K+$ が

$A^{u}(d)K_{-}K_{+}+B_{-}^{u}(d)K_{-}+B_{+}^{u}(d)K++C^{u}(d)>0$ かつ $d<d_{1}$

を満たすならば，アンデュロイドが軸対称な摂動に関して線形安定となる $(K_{-}, K_{+})$ の組
が存在する．また， $d\geq d_{1}$ ならば，アンデュロイドが安定となるような $(K_{-}, K_{+})$ の組は
存在しない．
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Athanassenas[l] と $Vogel[12]$ の結果と比較する．[1, 12] の結果と比較するため，特に，$d= \frac{\pi}{2}$

のときを図示すると次のようになる．

$d= \frac{\pi}{2}$

$\Pi_{\pm}$ が平行な平面で $\theta_{\pm}=\frac{\pi}{2}$ あるとき，(b) の設定においても $d= \frac{m\pi}{2}(m\in \mathbb{N})$ のときアンデ

ュロイドを $\Pi_{\pm}$ の間に置くことができる． $\Pi_{\pm}$ が平行な平面であることは $(K_{-}, K_{+})=(0,0)$

に相当するが，定理 8.2より，設定 (b) の場合は $d\geq d_{1}$ ではアンデュロイドが安定となる

ような $(K_{-}, K_{+})$ の組は存在せず，また，上図から $d= \frac{\pi}{2}$ の場合も $(K_{-}, K_{+})=(0,0)$ は

不安定領域に含まれているので，[1, 12] の結果と整合していることがわかる．

(注 1) $B^{\underline{u}}B_{+}^{u}-A^{u}C^{u}$ の零点では， $0$ 固有値の多重度が 2であることが推察されるが，現
段階ではそこまでの解析はできていない．今後，さらなる解析を進めていきたい．

(注 2) Vogel は [14, 15, 16] において，2つの球にまたがる Delaunay 曲面の安定性につい

て部分的な結果を得ている．また，本稿を書いている段階で Fel, Rubinstein[6, 10]

による 2つの球にまたがる Delaunay曲面の安定性に関する非常に詳細な結果を見
つけたが，現段階では結果の比較ができていない．今後，比較検討を進めていく必
要がある．

$A$ 楕円積分による表示

$I_{1}(s;B)$ と $I_{2}(s;B)$ が楕円積分を用いて表されることを示す．

$1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))$

$=(1+B)^{2}-2B(1-\sin(2H_{*}(\sigma-r$

$=(1+B)^{2} \{1-\frac{4B}{(1+B)^{2}}(\frac{\sin(H_{*}(\sigma-r)+\cos(H_{*}(\sigma-r))}{\sqrt{2}})^{2}\}$

$=(1+B)^{2} \{1-k^{2}\sin^{2}(H_{*}(\sigma-r)+\frac{\pi}{4})\} (k=\frac{2\sqrt{B}}{1+B})$
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と変形できるので， $\hat{H}_{*}=-H_{*}(>0)$ , $\alpha=\hat{H}_{*}r+\frac{\pi}{4}$ とおくと，

$1+B^{2}-2B\sin(2H_{*}(\sigma-r))=(1+B)^{2}\{1-k^{2}\sin^{2}(\hat{H}_{*}\sigma-\alpha$

よって，

$I_{1}(s;B)= \frac{1}{1+B}\int_{0}^{s}\frac{1}{\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}(\hat{H}_{*}\sigma-\alpha)}}d\sigma$

$= \frac{1}{\hat{H}_{*}(1+B)}\int_{-\alpha}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}\frac{1}{\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}\eta}}d\eta,$

$I_{2}(s;B)=(1+B) \int_{0}^{s}\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}(\hat{H}_{*}\sigma-\alpha)}d\sigma$

$= \frac{1+B}{\hat{H}_{*}}\int_{-\alpha}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}\eta}d\eta.$

ここで，一般性を失うことなく

$- \frac{\pi}{2}\leq\hat{H}_{*}r\leq\frac{\pi}{2}(\Leftrightarrow-\pi\leq 2\hat{H}_{*}r\leq\pi)$

としてよいので，

$- \frac{\pi}{4}\leq\alpha\leq\frac{3\pi}{4}.$

(a) - $\frac{\pi}{4}\leq\alpha<\frac{\pi}{2}$ の場合

まず， $I_{1}(s;B)$ について考える．

$f( \eta)=\frac{1}{\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}\eta}}$

とおくと， $- \frac{\pi}{2}+m\pi<\hat{H}_{*}s-\alpha<-\frac{\pi}{2}+(m+1)\pi(m\in \mathbb{N}\cup\{0\})$ に対して，

$\int_{-\alpha}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta=\int_{-\alpha}^{\frac{\pi}{2}}f(\eta)d\eta+\int_{\frac{\pi}{2}}^{\frac{3\pi}{2}}f(\eta)d\eta$

$+ \cdots+\int_{-\frac{\pi}{2}+(m-1)\pi}^{-\frac{\pi}{2}+m\pi}f(\eta)d\eta+\int_{-\frac{\pi}{2}+m\pi}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta$

ここで， $\xi=\sin\eta$ とおくと， $\frac{d\xi}{d\eta}=\cos\eta$ であり，

$\cos\eta=\{\begin{array}{l}\sqrt{1-\xi^{2}} (\cos\eta>0 のとき ) ,-\sqrt{1-\xi^{2}} (\cos\eta<0 のとき ) .\end{array}$

さらに，

$\tilde{f}(\xi)=\frac{1}{\sqrt{(1-\xi^{2})(1-k^{2}\xi^{2})}}$
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とおき， $\tilde{f}(-\xi)=\tilde{f}(\xi)$ であることに注意すれば，

$\int_{-\alpha}^{\frac{\pi}{2}}f(\eta)d\eta=\int_{\sin(-\alpha)}^{1}\tilde{f}(\xi)d\xi=\int_{0}^{1}\tilde{f}(\xi)d\xi-\int_{0}^{\sin(-\alpha)}\tilde{f}(\xi)d\xi$

$=K(k)-F(\sin(-\alpha);k)$ ,

$\int_{-\frac{\pi}{2}+(2\ell-1)\pi}^{-\frac{\pi}{2}+2\ell\pi}f(\eta)d\eta=-\int_{1}^{-1}\tilde{f}(\xi)d\xi=-(\int_{0}^{-1}\tilde{f}(\xi)d\xi-\int_{0}^{1}\tilde{f}(\xi)d\xi)$

$=-(-2K(k))=2K(k)$ ,

$\int_{-\frac{\pi}{2}+2\ell\pi}^{-\frac{\pi}{2}+(2\ell+1)\pi}f(\eta)d\eta=\int_{-1}^{1}\tilde{f}(\xi)d\xi=\int_{0}^{1}\tilde{f}(\xi)d\xi-\int_{0}^{-1}\tilde{f}(\xi)d\xi$

$=2K(k)$ ,

$\int_{-\frac{\pi}{2}+(2\ell-1)\pi}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta=-\int_{1}^{\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha)}\tilde{f}(\xi)d\xi=-(\int_{0}^{\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha)}\tilde{f}(\xi)d\xi-\int_{0}^{1}\tilde{f}(\xi)d\xi)$

$=(-1)^{2\ell-1}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+K(k)$ ,

$\int_{-\frac{\pi}{2}+2\ell\pi}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta=\int_{-1}^{\sin(\hat{H}.s-\alpha)}\tilde{f}(\xi)d\xi=\int_{0}^{\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha)}\tilde{f}(\xi)d\xi-\int_{0}^{-1}\tilde{f}(\xi)d\xi$

$=(-1)^{2\ell}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+K(k)$ .

ただし， $K(k)$ は第 1種完全楕円積分， $F(s;k)$ は第 1種不完全楕円積分である．つまり

$K(k)= \int_{0}^{1}\frac{1}{\sqrt{(1-\xi^{2})(1-k^{2}\xi^{2})}}d\xi,$ $F(s;k)= \int_{0}^{s}\frac{1}{\sqrt{(1-\xi^{2})(1-k^{2}\xi^{2})}}d\xi.$

よって，

$\int_{-\alpha}^{\hat{H}.s-\alpha}f(\eta)d\eta=K(k)-F(\sin(-\alpha);k)+(m-1)\cdot 2K(k)$

$+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+K(k)$

$=2mK(k)+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)-F(\sin(-\alpha);k)$

を得るので，

$I_{1}(s;B)= \frac{1}{\hat{H}_{*}(1+B)}\{2mK(k)+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)-F(\sin(-\alpha);k$

$I_{2}(s;B)$ についても同様にして，

$I_{2}(s;B)= \frac{1+B}{\hat{H}_{*}}\{2mE(k)+(-1)^{m}E(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)-E(\sin(-\alpha);k$

ただし， $E(k)$ は第 2種完全楕円積分， $E(s;k)$ は第 2種不完全楕円積分である．つまり

$E(k)= \int_{0}^{1}\sqrt{\frac{1-k^{2}\xi^{2}}{1-\xi^{2}}}d\xi, E(s;k)=\int_{0}^{s}\sqrt{\frac{1-k^{2}\xi^{2}}{1-\xi^{2}}}d\xi.$
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(b) $\frac{\pi}{2}\leq\alpha\leq\frac{3\pi}{4}$ の場合

$I_{1}(s;B)$ について考える．- $\frac{\pi}{2}+m\pi<\hat{H}_{*}s-\alpha<-\frac{\pi}{2}+(m+1)\pi(m\in \mathbb{N}\cup\{0\})$ に対して，

$\int_{-\alpha}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta=\int_{-\alpha}^{-\frac{\pi}{2}}f(\eta)d\eta+\int_{-\frac{\pi}{2}}^{\frac{\pi}{2}}f(\eta)d\eta+\int_{\pi}^{\frac{3\pi}{2}}f(\eta)d\eta 2$

$+ \cdots+\int_{-\frac{\pi}{2}+(m-1)\pi}^{-\frac{\pi}{2}+m\pi}f(\eta)d\eta+\int_{-\frac{\pi}{2}+m\pi}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta.$

ここで，

$\int_{-\alpha}^{-\frac{\pi}{2}}f(\eta)d\eta=-\int_{\sin(-\alpha)}^{-1}\tilde{f}(\xi)d\xi=-(\int_{0}^{-1}\tilde{f}(\xi)d\xi-\int_{0}^{\sin(-\alpha)}\tilde{f}(\xi)d\xi)$

$=-\{-K(k)-F(\sin(-\alpha);k)\}=K(k)+F(\sin(-\alpha);k)$

であり，2項目以降については (a) の場合と同様な計算を行うと，

$\int_{-\alpha}^{\hat{H}_{*}s-\alpha}f(\eta)d\eta=K(k)+F(\sin(-\alpha);k)+m\cdot 2K(k)$

$+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+K(k)$

$=2(m+1)K(k)+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+F(\sin(-\alpha);k)$

を得るので，

$I_{1}(s;B)= \frac{1}{\hat{H}_{*}(1+B)}\{2(m+1)K(k)+(-1)^{m}F(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+F(\sin(-\alpha);k$

$I_{2}(s;B)$ についても同様にして，

$I_{2}(s;B)= \frac{1+B}{\hat{H}_{*}}\{2(m+1)E(k)+(-1)^{m}E(\sin(\hat{H}_{*}s-\alpha);k)+E(\sin(-\alpha);k$
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