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1 ハミルトン系の変分構造

ハミルトン系

$\frac{dq_{k}}{dt}=\frac{\partial H}{\partial p_{k}}(q,p) , \frac{dp_{k}}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial q_{k}}(q,p) (k=1, . . . , N)$ (1)

を考える．ここで，$q=(q_{1}, \ldots, q_{N}),p=(p_{1}, p_{N})$ である．

ここでは，ハミルトン系の周期解の存在について論ずる．周期解の存在を示すために最も

有効な手法の 1つは変分法である．ハミルトン系に対応する汎関数はいくつかある．それ

を，まず述べる．

$\blacksquare$ハミルトニアン汎関数 ハミルトン系の解軌道は，汎圏数

$\mathcal{H}_{T}=\int_{0}$

ア

$p\cdot\dot{q}-H(q,p)dP$

の臨界点として特徴付けられる．

$\blacksquare$ラグランジュ作用積分 $H$ の $P$ に関するルジャンドル変換によりラグランジアン $L\langle q$ , q)

が定まったとき，ハミルトン系の解軌道はラグランジュ作用積分

$\mathcal{A}_{T}=\prime_{0}^{\tau}L(q,\dot{q})dt$

の臨界点としても特徴づけることができる．

特にハミルトエアンが古典型のとき，つまり

$H(q,p)= \frac{1}{2}|p|^{2}+V(q)$

と表せる時は，ラグランジュ作用積分は

$\mathcal{A}_{T}=\prime_{0}^{x}\frac{1}{2}|\dot{q}|^{2}-V(q)dt$

と表せる．
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$\blacksquare$ Maupertuis汎関数 ハミルトン系の解に沿って $H$ は–定である．つまり各解はある定数

$h$ に対し，
$H(p(t), q(t))=h$ (2)

を満たす．$H$ が古典型で，その値を $h\in \mathbb{R}$ に固定したエネルギー曲面上の解は

$\mathcal{J}_{h}=\int_{0}^{1}\sqrt{h-V(v)}|\frac{dv}{ds}|ds$

の臨界点により特徴付けることができる．より正確には，$J_{h}$ の臨界点 $v(s)$ について，

$\frac{1}{2}|\frac{dq}{dt}|^{2}+V(q)=h$

を満たすように時間 $t$ に変換したものを $q(t)=v(s(t))$ とすると，$q(t)$ はエネルギー $h$ をも

つ解になる．$\mathcal{J}_{h}$ は測地線の汎関数とみることができるが，$V=h$ のところではリーマン計量

が退化するので注意が必要である．この変文構造により，力学の問題をリーマン幾何や測地

流の観点から調べる研究もなされてきた ([6, 7, 8

みは扱いにくいので，これと同等な変分構造をもつ汎関数

$\mathcal{I}_{h}=\frac{1}{2}\int_{0}^{1}|\frac{du}{d\tau}|^{2}d\tau\int_{0}^{1}h-V(u)d\tau$

を用いることが多い．$\mathcal{I}_{h}$ の臨界点 $u(\mathcal{T})$ について

$T=\sqrt{\frac{\frac{1}{2}\int_{0}^{1}|\frac{du}{d\tau}|^{2}d\tau}{\int_{0}^{1}h-V(u)d\tau}}$

とおくと，$q(t)=u(t/T)$ がエネルギー $h$ をもつ解になる．

古典型ハミルトン系の解は，以上のどの汎関数でみても臨界点として特徴付けられるが，変

分構造 (例えばモース指数) は異なる．

2 背景

ハミルトン系の周期解の存在を調べるこれまでの研究はいくつかの流れがある．

$\blacksquare$周期固定のもとでの周期解の存在 古典型ハミルトン系を考える．ポテンシャル $V(q)(q\in$

$\mathbb{R}^{N})$ が原点を特異点を持ち，その周辺でだいたい一壷のように振る舞う
$*$ 1場合を考える．

このようなポテンシャルを Keper型という．元来の Kepler聞題は $V(q\rangle_{\Pi q}^{1}=-$ である．

任意の $T>0$ に対して，位相的な制限のもとで $\mathcal{A}_{T}$ の最小化あるいは峠の定理を用いる

ことで，$T$-周期解の存在が示されている．特に，Tanak偽 [14], Coti-Zelati[2] により，$N\geq 2,$

$*1$ この定義は正確には後で定理の中で述べるが，論文によって若干異なる．
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$\alpha>1$ の場合，衝突を持たないことが示されている．衝突の評価は，Scaling とMorse 捲数の

評綴に基づく．

-
$\frac{1}{|q|^{\alpha}}$ に短して，$\alpha=1$ は最も単純な周期解の Morse 指数が変わるところなので，仮定が

$\alpha>1$ となるのは窪然である．

$\blacksquare$エネルギー固定のもとでの周期解の存在 ハミルトニアン $H:\mathbb{R}^{2N}arrow \mathbb{R}$ に村し，そのエ

ネルギー曲面を
$S_{h}=\{(q,p)\in \mathbb{R}^{2n}|H(q,p)=h\}$

とおく．亀に周期解の存在は Seifert[10] あたりから研究されてきた．Seifertは $S_{h}$ がコンパ

クトならば自由度 $n$ と同じ欄数の周期解存在するであろうと予想し，それは Giannoni[3] に

より肯定的に解決された．

Seifert 予想は解決されるまでに約半世紀かかり，その間 $S_{h}$ 上の周期解の存在に関して多

様な研究がなされてきた．古典型とは限らないハミルトニアンに対して，$S_{h}$ がコンパクトで

凸
$*$ 2の場合 [16], コンパクトで星型の場合 [9], コンパクトで撲触型の場合 [15, 5], $S^{3}$ に同相

な場合 [4] などに，周期解の存在が示されている．Rabinowitz[9] や Viterbo[15] は変分法を

用いており，$\mathcal{H}_{T}$ に対してモース指数無限大の臨界点を求めることにより周期解を得ている．

その後，古典型でポテンシャルが原点にケプラー型の特異点を持つ場合

$V(q) \sim-\frac{1}{|q|^{\alpha}}$

について，Ambrosetti, $Coti-Zelati[1],$ $Tanaka[13]$ らにより研究され，最終的には $\alpha>$

$1(N\geq 4)$ , $\alpha>\frac{4}{3}(N=3)$ の場合に，衝突を持たない周期解の存在が示されている．存在証明

は $\alpha<2$ の場合は $\mathcal{I}_{h},$ $\alpha>2$ の場合は $\mathcal{H}\prime x-$ に対して峠の定理を応用することによりなされ，

衝突の評価は ScalingとMorse指数の評徳に基づく．

-
$\frac{1}{|q|^{\alpha}}$ の場合を考えると，$\alpha=\frac{4}{3}$ は変分構造が変わるところではないので，改善できると考

えられる．次節で述べる定理は，$1<\alpha<2(N\geq 2)$ の場合に拡張したものである．

$\blacksquare n$ 体問題の周期解 $n$ 体問題では，3体問題の 8の字解の存在誼明がなされて以来，対称性

を課したもとで $\mathcal{A}$姪を最小化することにより多くの周期解の存在が示されている．そこでも

衝突を除くことが問題となるが，そのために「大域的評価」，「局所的評価」，「平均化」が

用いられてきた
$*$ 3. 4体の超 8の字解の存在証明 [11] では，Scaling*4が導入された．

3 周期解の存在

定義 1 吉典型ハミルトン系でポテンシャルを $V\in C^{2}(\mathbb{R}^{N}\backslash \{0\}, \mathbb{R})$ とする．$q(t)$ が (1), (2)

の generalized $T$-periodic solution であるとは，以下を満たすことである:

$*2S_{h}$ で囲まれる領域が凸ということ．星型も岡じ．
$*3$ これらは，2体だけでなく 3体以上の衝突にも使える．
$*42$ 体衝突にしか使えないが，衝突に漸近するときの詳細な性質が分かる．
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1. $q\in C(\mathbb{R}, \mathbb{R}^{N})$ で処周期的である．

2. $D=\{t\in \mathbb{R}|q(t)=0\}$ の測度は $0$

3. $q\in C^{2}(\mathbb{R}\backslash D, \mathbb{R}^{N})$ で，$t\in \mathbb{R}\backslash D$ においては (1) と (2) を満たす．

定理 1 ([12]) $N\geq 2$ で，$V\in C^{2}(\mathbb{R}^{N}\backslash \{0\}, \mathbb{R})$ をポテンシャルとするハミルトン系を考え

る． $a_{1}<a_{2},$ $0<\alpha_{1}<\alpha<\alpha_{2}$ について，

$\frac{a1}{|q|^{\alpha}}\leq-V(q)\leq\frac{a_{2}}{|q|^{\alpha}},$

$-\alpha_{1}V(q)\leq\nabla V(q)\cdot q\leq-\alpha_{2}V(q)$ (3)

が成り立つとする．このとき，任意の $h<0$ に対し，ある $T>0$ が存在して，(1) と (2) の

genelarized $T$-periodic solution が存在する．衝突の回数は次のように評価できる:

$\#\{t\in[0, T)|q(t)=0\}\leq f(\frac{a_{1}}{a_{2}}, \alpha, \alpha_{1}, \alpha_{2})$ .

ここで，

$f(b, \alpha, \alpha_{1_{\rangle}}\alpha_{2})=\frac{\pi b^{\frac{1}{\alpha}}\alpha^{3}\mathfrak{T}(2-\alpha)^{Z}\alpha(2+\alpha_{2})^{\frac{2+\alpha}{2\alpha}}}{2^{\frac{1}{\alpha}}\alpha_{1}(2+\alpha)^{\frac{2+\alpha}{2\alpha}}(2-\alpha_{2})^{\frac{2-\alpha}{2a}B(\frac{1}{2},\frac{2+\alpha}{2\alpha})}}$

で，$B$ はベータ関数である．

注意 1 $V(q)=- \frac{a}{|q|^{a}}$ ならば，

$-\alpha V(q)=\nabla V(q)\cdot q$

が成り立つので，定理の仮定にある不等式 (3) はこの等号を緩めたものである．

系 1 定理 1と同じ仮定のもとで，任意の $\alpha\in(1,2)$ に対して，十分小さな $\delta>0$ をとると，

$a_{1}\leq a_{2}<(1+\delta)a_{1},$ $0<\alpha_{2}-\alpha_{1}<\delta$ について得られた解は衝突を持たない．っまり，古典

解である．

系 2 定理 1と同じ仮定のもとで，任意の $\alpha\in(0,1)$ に対して，十分小さな $\delta>0$ をとると，

$a_{1}\leq a_{2}<(1+\delta)a_{1},$ $0<\alpha_{2}-\alpha_{1}<\delta$ について得られた解は 1周期にたかだか 1回の衝突

しか持たない．

これらの系が定理から得られることは，$f(1, \alpha, \alpha, \alpha)$ の振る舞いをみればわかる (図 1). 定

理の証明については [12] を参照されたい．

4 Kepler 問題の全ての周期解を壊す摂動

$V(q)=- \frac{1}{|q|^{\alpha}}+W(q)(q\in \mathbb{R}^{2}\backslash \{0\})$ の $W(q)$ を摂動項と見ると，$\alpha\neq 1$ で $W(q)$ が十分小

さければ，Poincare-Birkhoff の不動点定理からも周期解の存在が言える．しかし，$\alpha=1$ だ

けはツイスト条件が成り立たたず摂動論でも示せないので，この観点からも $\alpha=1$ は分岐点
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図 1 $f(1, \alpha, \alpha, \alpha)$ のグラフ

である，ここでは，実際に $\alpha=1$ の場合に周期解が全く存在しなくなるような摂動が可能で

あることを示す．

ハミルトニアン

$H_{\epsilon}(q_{2}, q_{2},p_{1},p_{2})= \frac{1}{2}(p_{1}^{2}+p_{2}^{2})-\frac{1}{\sqrt{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}}}+\frac{\epsilon q_{1}}{\sqrt{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}}}$

を考える．

正準変換

$q_{1}= \frac{1}{2}(\xi_{1}^{2}-\xi_{2}^{2}) , q_{2}=\xi_{1}\xi_{2}$

により定まる点変換を考える．運動量の変換は

$p_{1}= \frac{\xi_{1}\eta_{1}-\xi_{2}\eta_{2}}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}, p_{2}=\frac{\xi_{2}\eta_{1}+\xi_{1}\eta_{2}}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}$

で定めると， $(\xi_{1}, \xi_{2}, \eta_{1}, \eta_{2})$ は正準座標になる．

ハミルトニアンは

瑳 $= \frac{1}{2(\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})}(\eta_{1}^{2}+\eta_{2}^{2})-\frac{1}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}+\frac{\epsilon(\xi_{1}^{2}-\xi_{2}^{2})}{2(\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})}$

となる．

$r_{\epsilon}=(\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})H_{\epsilon}=\frac{1}{2}(\eta_{1}^{2}+\eta_{2}^{2})-1+\frac{\mathcal{E}}{2}(\xi_{1}^{2}-\xi_{2}^{2})$

とおく．
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正準方程式は

$\frac{d\xi_{1}}{dt}=\frac{\partial H_{\epsilon}}{\partial\eta_{1}}=\frac{1}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{\partial\eta_{1}}$

$\frac{d\xi_{2}}{dt}=\frac{\partial H_{\epsilon}}{\partial\eta_{2}}=\frac{1}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{\partial\eta_{2}}$

$\frac{d\eta_{1}}{dt}=-\frac{\partial H_{\epsilon}}{\partial\xi_{1}}=-\frac{]}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{d\xi_{1}}+\frac{2\xi_{1}\Gamma_{\epsilon}}{(\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})^{2}}$

$\frac{d\eta_{2}}{dt}=-\frac{\partial H_{\epsilon}}{\partial\xi_{2}}=-\frac{1}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{d\xi_{2}}+\frac{2\xi_{2}\Gamma_{\epsilon}}{(\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})^{2}}$

となる．ここで，時間を

$\frac{dt}{d\tau}=\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}$

により $\tau$ に変換すると

$\frac{d\xi_{1}}{d\tau}=\frac{\partial\Gamma_{\overline{c}}}{\partial\eta_{1}}$

$\frac{d\xi_{2}}{d\tau}=\frac{\partial\Gamma_{\mathcal{E}}}{\partial\eta_{2}}$

$\frac{d\eta_{1}}{d\tau}=-\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{d\xi_{1}}+\frac{2\xi_{1}\Gamma_{\epsilon}}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}$

$\frac{d\eta_{2}}{d_{\mathcal{T}}}=-\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{d\xi_{2}}+\frac{2\xi_{2}\Gamma_{\epsilon}}{\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}}$

となる．各解に沿って $H_{\epsilon}=(\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})^{-1}\Gamma_{\epsilon}$ は一定だからその値が $h\in \mathbb{R}$ であるとすると，

$\frac{d\xi_{1}}{d\tau}=\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{\partial\eta_{1}}$

礎 $2=^{\underline{\partial\Gamma_{\mathcal{E}}}}$

$d\tau \partial\eta_{2}$

$\frac{d\eta_{1}}{d\tau}=-\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{d\xi_{1}}+2\xi_{1}h$

$\frac{d\eta_{2}}{d\tau}=-\frac{\partial\Gamma_{\epsilon}}{d\xi_{2}}+2\xi_{2}h$

となり，これは
$-\epsilon-$

をハミルトニアンとするハミルトン系で，三
$\epsilon$

$=0$ となる解に関する方程式である．

具体的な式の形は，

$\frac{d\xi_{1}}{d\tau}=\eta_{1}$

$\frac{d\xi_{2}}{d\tau}=\eta_{2}$

$\frac{d\eta_{1}}{d\tau}=(2h-\epsilon)\xi_{1}$

$\frac{d\eta_{2}}{d\tau}=(2h+\epsilon)\xi_{2}$
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となる．線形だから解けて解は

$\xi_{1}=c_{1}sin(\sqrt{-2h+\epsilon}\tau+\theta_{1})$ , $\xi_{2}=c_{2}\sin(\sqrt{-2h-\epsilon}\tau \theta_{2})$

$\eta_{1}=\sqrt{-2h+\epsilon}c_{1}\cos(\sqrt{-2h+\epsilon}\tau+\theta_{1})$ , $\eta_{2}=\sqrt{-2h+\epsilon}c_{2}\cos\langle\sqrt{-2h-\epsilon}\tau+\theta_{2})$

となる．

三-$\rho$ $= \frac{1}{2}(-2h+\epsilon)(c_{1}^{2}+c_{2}^{2})-1$

だから

$c_{1}^{2}+c_{2}^{2}= \frac{2}{-2h+\epsilon}$

ととる必要がある．

さて， $\sqrt{-2h+\epsilon}/\sqrt{-2h-\mathcal{E}}$ が無理数のとき，解が周期解であるためには， $c_{1}=0$ あ

るいは $c_{2}=0$ でなければならない．すると， $\xi_{1}=0$ あるいは $\xi_{2}=0$ となる．いず

れの場合も $(\xi_{1}(\tau))^{2}+(\xi_{2}(\tau))^{2}=0$ となる $\tau$ が存在するので，解は衝突する．これで，

$\sqrt{-2h+\epsilon}/\sqrt{-2h-\epsilon}\not\in \mathbb{Q}$ の場合の摂動系には周期解は存在しないことが示された．

最後に注意として，このことは Poincare-Birkhoff の不動点定理が成立しないことは主張

しているが，これで系 1が $\alpha=$ 1の場合に成立しないことが言えたわけではない．この摂動

系は不等式 (3) を満たさないからである． $\alpha=1$ の (3) を満たす摂動で
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