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\S 1. はじめに

Immanant とは，determinant を対称群の表現の視点から一般化した正方行列上の関数

であり，ヤング図形と 1対 1に対応する．Immanantの古典的な問題として，半正値エ

ルミート行列上の不等式があり，その中で最も知られたものが Schur の定理と Liebの

permanental dominance 予想である．

本稿では，それらの不等式に対するある精密化と，それに関する予想を紹介する．そし

て，そこに現れる特殊な行列に着目し，immanantの不等式の極限挙動について考察を行

う．その挙動を，ヤング図形の極限形状によって記述し，新たな予想を紹介する．

\S 2. lmmanants の不等式

Generalized matrix function とは $n$ 次対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の部分群 $G$ とその表現の指標 $\chi$ に

よって定まる $n\cross n$ 正方行列上の関数であり，$A=(a_{ij})$ に対して次で定まる．

$d_{\chi}^{G}(A)= \sum_{\sigma\in G}\chi(\sigma\rangle a_{1\sigma(1)}\cdots a_{n\sigma(n)}.$
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また，$G=6_{n},$ $\chi$ が $\mathfrak{S}_{n}$ の既約指標であるとき，generalized matrix function を im-

manant という．対称群の既約指標は，ヤング図形 $\lambda$ と 1対 1に対応することから，

immanant もまたヤング図形 $\lambda$ でラベル付けすることができるので，$d_{\lambda}$ と書くことに

する．

Generalized matrix function および immanant は，determinant や permanent の一

般化である．ここで，permanent とは，determinant の符号変化を取り除いたものである．

例 1. $\lambda=$ のとき，$x$ (交代指標) であり，

$d$
例 2. $\lambda=$エエのとき，$\chi_{\square コ\supset}(\sigma)=1$ (自明指標) であり，

$4_{=\supset}(A)=perA.$

以下，$A$ を半正値エルミート行列として考える $(A\geq 0$ と書く $)$ . また，normalized

generalized matrix function $\overline{d}_{\chi}^{G}$ を，$\overline{d}_{\chi}^{G}=d_{\chi}^{G}/\chi(id)$ と定義する．Normalized generalized

matrix functions に関する不等式について，次のような定理と予想が知られている．

定理 1(Schur [5]). $G$ を $\mathfrak{S}_{n}$ の部分群，$\chi$ をその指標とする．任意の $A\geq 0$ に対して，次

が成り立つ．

$\det A\leq\overline{d}_{\chi}^{G}(A)$ .

茅想 1 (Lieb [2], Permanental Dominance 予想). $G$ を $\mathfrak{S}_{n}$ の部分群，$\chi$ をその指標とす

る．任意の半正値エルミート行列 $A$ に対して f 次が成り立つ．

$\overline{d}_{\chi}^{G}(A)\leq perA.$

それぞれ，generalized matrix functions の中で，determinant が最小であるという定理

と，permanent が最大であろうという予想である．現在までに permanental dominance

予想は，$n\leq 3$ で正しいことが知られている．

これら 2つの不等式に関連して，次の関数を考える．

定義 1. $\det A<perA$ を満たす $A\geq 0$ に妙して，

$T_{\chi}^{G}(A)= \frac{\overline{d}_{\chi}^{O}(A)-\det A}{perA-\det A}$

と定義する．
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Schur の不等式，Lieb の予想は，それぞれ $T_{\chi}^{G}(A)\geq 0,$ $T_{\chi}^{G}(A)\leq 1$ と言い換えられる．

また，$\det A=perA$ となるための必要十分条件は，$A$ が全てゼロの行および列を持つ力 $\searrow$

対角行列であることであり，その場合，全ての generalized matrix functionの値が一致す

るので，Lieb の予想は成り立つことに注意をする．各 $G$ と $\chi$ の組に対し，この $T_{\chi}^{G}$ のとり

うる値を決定することで，Schurの不等式と Liebの予想の精密化を考える．

半正値エルミート行列 $A$ はグラム行列で表すことができる，すなわち，$v_{1},$ $\cdots,$
$v_{n}\in \mathbb{C}^{n}$

を用いて，$A=(\langle v_{i},vj\rangle)_{1\leq i,j\leq n}$ と書き表すことができる．これにより，$A\geq 0$ をベクトル

の配置 $\{v_{1}, \cdots, v_{n}\}$ とみなす．$T_{\chi}^{G}$ は，各ベクトルの非零の定数倍に関して不変であるの

で，必要ならば単位ベクトルの配置として構わない．このとき，対応する行列 $A\geq 0$ の対

角成分が全て 1となる．

ここからは $G=\mathfrak{S}_{n},$
$\chi$ が $\mathfrak{S}_{n}$ の既約指標であるとき (immanant のとき) を考えてい

く．そのときの，$T_{\chi}^{G}$ を単に職と書く．

Pate, Silva は独立に，immanant に対して次のような結果を与えている．

定理 2 (Pate[3], Silva[6]). $A=(\langle v_{i},v_{j}\rangle)_{1\leq i,j\leq n}$ とする． $d_{\lambda}(A)=0$ であることと，

$v_{1},$ $v_{n}$ をヤング図形の $\lambda$ の各箱に 1つずつ書き入れ，各列のベクトルが一次独立にす

ることができないことは同値である．

例 3.

$d$
田

$(\begin{array}{llll}1 1 1 01 1 1 01 1 1 00 0 0 1\end{array})=0$

この定理により，$\lambda\neq\subset[\infty$ に対して，$T_{\lambda}$ の最小値 $0$ を達成する行列の例を見つける

ことができる．例えば，$n$ 本のベクトルが全て同じであるような配置に対応する行列

$J_{n}=(\begin{array}{lll}1 \cdots 1\vdots . 1 .\cdots 1\end{array})$ を選べばよい．

したがって，$T_{\lambda}$ については最大値だけが問題となるが，これに関して次のような予想を

立てている．

予想 2. $n\geq 3$ とする．
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(1) $\lambda*F_{\wedge}i^{:,XJ}$ とする．次の行列は，$T_{\lambda}$ の最大値を与える．

$Y_{n}= \frac{1}{n-1}(\begin{array}{llll}-1n -l \cdots -1-1 n-1 \cdots -l\vdots \ddots \vdots-1 \cdots -1 n-1\end{array})$

(勿次の行列は，T幽の最大値を与える。

この予想は，$n=3$ , 4で正しいことが確かめられている．また，$Y_{n}$ という行列は，正

$n-1$ 単体の各頂点へのベクトル配置に対慮する半正値エルミート行列である．

\S 3. lmmanants の極限挙動

この章では，前章でほとんどの $T_{\lambda}$ の最大値を与えると予想される琉という行列につ

いて考えていくことにする．琉の determinant は $0$ であることは分かるが，permanent

に関して Frenzen-Fischer [1] が次のような結果を与えている．

定理 3 (Renzen-Fischer [1]).

$\lim_{narrow\infty}$ per $Y_{n}= \frac{e}{2}.$

このことから，臨の他の immanantの極限を調べてみたくなる．前章で定義した

$\tau\lambda(Y_{n})$ を記述することによって，permanetal dominance 予想の挙動を考えていくこと

にしよう．

$n$ を大きくすると，ヤング図形の箱の数が増えていくが，よく知られたヤング図形の極

限形状をもつ，ランダムヤング図形の最も基本的な Plancherel測度について考えてみる．

Plancherel 測度とは，群の正則表現によって得られる確率測度である．$R$ を $\mathfrak{S}_{n}$ の正則表
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現の指標とすると，

$E \ulcorner d_{\lambda}(Y_{n})]=\sum_{\lambda\vdash n}\frac{(\dim\lambda)^{2}}{n!}\overline{d}_{\lambda}(Y_{n})$

$= \sum_{\lambda\vdash n}\frac{(\dim\lambda)}{n!}d_{\lambda}(Y_{n})$

$= \frac{1}{n!}d_{R}(Y_{n})$

$=d_{R}(Y_{n})$

$=1$

となる．これにより次が言える．

定理 4 ([7]). Plancherel 測度によるランダムヤング図形 $\lambda$ に対し，$T_{\lambda}(Y_{n})$ の期待値

$E[T_{\lambda}(Y_{n})]$ について次が成り立つ．

囚

$arrow\infty imE[T_{\lambda}(Y_{n})]=\frac{2}{e}.$

他にもいくつか「大きなヤング図形」について考えていく．長方形ヤング図形 $\lambda=(k^{n})$

については，次のような結果が得られる．

定理 5. $k$ を正整数とする．

$\lim_{narrow\infty}T_{(k^{n})}(Y_{kn})=2(\frac{k}{k+1})^{k}$

ここでは行の数 $n$ を大きくすることで，縦に大きく伸びた長方形を考えている (図 1).

その後で列の数 $k$ を大きくし，横にも伸ばすと，

$\lim_{karrow\infty}\lim_{narrow\infty}\tau_{(k}$り
$(Y_{n})= \lim_{karrow\infty}2(\frac{k}{k+1})^{k}=\frac{2}{e}$

となることが分かる．
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その後，$karrow\infty$

$narrow\infty$ のときの長方形ヤング図形 $(k^{n})$

図 1

順序を変え，長方形を横，縦の順に伸ばしたときにも，類似の結果が期待される．

もう少し一般の状況を考えよう．行 (もしくは列) の数を有限とし，$n$ を大きくすると，ヤ

ング図形は横 (もしくは縦) に伸びていくことになる．そのとき，$i$ 行目 (もしくは $i$ 列目)

の箱の数が $n$ のオーダーで増えていくという状況，すなわち，$narrow\infty$ のとき，$\lambda_{i}/narrow b_{i}$

$($もしくは $\lambda_{i}’/narrow b_{i})$ となる場合を考える (圏 2).

$narrow\infty$ のときのヤング図形 $\lambda^{(n)}$

$narrow\infty$ のときの

$\lambda^{(n)}$ の双射ヤング図形 $\mu^{(n\rangle}$

國 2
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定理 6. $P$ を正整数とし，ヤング図形の列 $\lambda^{(0)}\subseteq\lambda^{(1)}\subseteq\lambda^{(2)}\subseteq\cdots,$ $|\lambda^{(n)}|=n$ を考える．

また，$\mu^{(n)}$ を $\lambda^{(n)}$ の双対ヤング図形とする．$\lim_{narrow\infty}\lambda_{\dot{t}}^{(n\rangle}/n=b_{i},$ $b_{1}>b_{2}>\cdots>b_{\ell}$ で

あるとき，

$\lim_{narrow\infty}T_{\lambda^{(n)}}(Y_{n})=2\prod_{i=1}^{\ell}(\frac{1}{1+b_{i}})$ .

$\lim_{narrow\infty}T_{\mu^{(n\rangle}}(Y_{n})=2\prod_{i=1}^{p}(1-b_{i})$ .

ここで，$\prod_{i=1}^{p}(1-b$のが，$0,$ $b_{1},$ $b_{1}+b_{2},$ $\cdots,$ $b_{1}+\cdots+b_{\ell}=1$ という区間分割での，微

分方程式 $Adxd_{=-y},$ $y(O)=1$ の折れ線近似であることに気付くと，$b_{1}arrow 0$ という操作は，

その区間の幅を小さくしていくこととなり，その値は $y(1)=1/e$ に近づく．これにより，

$\lim_{\ellarrow\infty}\lim_{narrow\infty}T_{\mu^{(n)}}(Y_{n})=\lim_{\ellarrow\infty}2\prod_{i=1}^{p}(1-b_{i})=\frac{2}{e}.$

が得られる．同様にして，

$\lim_{\ellarrow\infty}\lim_{narrow\infty}T_{\mu^{(n)}}(Y_{n})=\lim_{\ellarrow\infty}2\prod_{i=1}^{p}(\frac{1}{1+b_{i}})=\frac{2}{e}$

を得る．

\S 4. 極限挙動に関する予想

前章で，いくつかの 「大きなヤング図形」 を考えたときに，いずれも $e/2$ という値とな

ることは興昧深い．このことから，次の予想を立てた．

予想 3. ヤング図形の列 $\lambda^{(0)}\subset\lambda^{(1)}\subset\lambda^{(2)}\subset\cdots,$ $|\lambda^{(n)}|=n$ を考える．$\mu^{(n)}$ を $\lambda^{(n)}$ の

双対ヤング図形とする．$\lambda_{1}^{(n)}/narrow 0$ かつ $\mu_{1}^{(n)}/narrow 0$ ならば，

$\lim_{narrow\infty}TN($鴨
$)(Y_{n})= \frac{2}{e}.$

また，予想 3の逆は一般に成り立たない．例えば，次のフツク形のヤング図形 $(k, n-k)$

に対する結果から分かる．

定理 7([7]). $k=k(n)$ , $\lim_{narrow\infty}k/n=c$ とする $(0\leq c\leq 1)$ . このとき，次が成り立つ．

$\lim_{narrow\infty}T_{(k,n-k)}(Y_{n})=\frac{2c}{c+1}.$
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