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1 はじめに

我々は,Navier‐Stokes 方程式のための安定化特性曲線有限要素スキームを開発し

た[2, 3]. 同スキームは特性曲線有限要素法 [6] と圧力安定化法 [1] を結合したもので

ある.特性曲線法は,最終的に得られる大規模連立一次方程式の係数行列が対称とい

う利点を持っている.加えて,圧力安定化法により流速と圧力ともにPl (区分線形)

要素による計算が可能であり,特に3次元計算において有用である.我々は理論解析

をすすめ,Oseen (線形化 Navier‐Stokes) 方程式およびNavier‐Stokes 方程式のための

安定化特性曲線有限要素スキームについての結果を得た [4, 5]. 本稿ではそれらの結

果をまとめ,スキームおよび得られた結果の相違点について述べる.

2 問題設定

 $\Omega$\subset \mathbb{R}^{d}(d=2,3) を有界多角形 (d=2) または多面体 (d=3) 領域,  $\Gamma$\equiv\partial $\Omega$ を  $\Omega$

の境界,  v_{0}, T を正定数, v\in(0, v_{0} ] とする. w, f: $\Omega$\times(0, T)\rightarrow \mathbb{R}^{d}, u^{0}: $\Omega$\rightarrow \mathbb{R}^{d} は

与えられた関数で,それぞれ,既知流速,外力,初期値である.物質微分 D/Dt_{w} を

\displaystyle \frac{D}{Dt_{w}}\equiv\frac{\partial}{\partial t}+w\cdot\nabla
により定義する.  v: $\Omega$\rightarrow \mathbb{R}^{d} に対して D(v): $\Omega$\times(0, T)\rightarrow \mathbb{R}^{d\times d} を

D_{ij}(v)\displaystyle \equiv\frac{1}{2}(\frac{\partial_{\mathcal{V}_{i}}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial v_{j}}{\partial_{X_{i}}}) (i,j=1, \cdots,d)
により定義する.既知流速 w について次の仮定をおく.

仮定1 流速 w は次をみたす.

\left\{\begin{array}{l}
w\in C^{0}([0, T];W^{1_{\dot{0}}\infty}( $\Omega$)^{d}) ,\\
w=0, (x,t)\in $\Gamma$\times[0, T].
\end{array}\right.
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次の2つの問題を考える.問題1において w=u としたものが問題2である.

問題1 (Oseen) Oseen 方程式で支配される問題;

\displaystyle \frac{Du}{Dt_{w}}-\nabla(2vD(u))+\nabla p=f,
\nabla\cdot u=0,

u=0,

u=u^{0},

(x,t)\in $\Omega$\times(0, T) ,

(x,t)\in $\Omega$\times(0, T) ,

(x,t)\in $\Gamma$\times(0, T) ,

 x\in $\Omega$ ,
at  t=0,

を満たす (u,p): $\Omega$ \mathrm{x}(0, T)\rightarrow \mathbb{R}^{d}\times \mathbb{R} を求めよ.

問題2 (Navier‐Stokes) Navier‐Stokes 方程式で支配される問題;

\displaystyle \frac{Du}{Dt}-\nabla(2vD(u))+\nabla p=f,
\nabla\cdot u=0,

u=0,

u=u^{0},

(x, t)\in $\Omega$\times(0, T) ,

(x,t)\in $\Omega$\times(0, T) ,

(x,t)\in $\Gamma$\times(0, T) ,

 x\in $\Omega$ ,
at  t=0,

を満たす (u,p): $\Omega$\times(0, T)\rightarrow \mathbb{R}^{d}\times \mathbb{R} を求めよ.ここに,

\displaystyle \frac{D}{Dt}\equiv\frac{D}{Dt_{u}}=\frac{\partial}{\partial t}+u\cdot\nabla
である.

3 安定化特性曲線有限要素スキーム

同じ記号 ) でスカラー,ベクトル,行列値関数の  L^{2}( $\Omega$) 内積を表す.流速と圧力

の関数空間 V, Q をそれぞれ,

V\equiv H_{0}^{1}( $\Omega$)^{d}, Q\equiv L_{0}^{2}( $\Omega$)\equiv\{q\in L^{2}( $\Omega$);(q, 1)=0\},

とする. V\times V 上の双一次形式 a と H^{1}( $\Omega$)^{d}\times L^{2}( $\Omega$) 上の双一次形式 b をそれぞれ,

a(u,v)\equiv 2(D(u), D(v)) , b(v, q)\equiv-(\nabla\cdot v, q) ,

で定義する. \mathscr{T}_{h}=\{K\} を領域  $\Omega$ の三角形 (d=2) または四面体 (d=3) 分割とする.

流速と圧力に対応する Pl 有限要素空間脇, M_{h} をそれぞれ,

X_{h}\equiv\{v_{h}\in C^{0}($\Omega$^{-})^{d};v_{h}|_{K}\in P_{1}(K)^{d}, \forall K\in \mathscr{T}_{h}\},
M_{h}\equiv\{q_{h}\in C^{\mathrm{j}}(\overline{ $\Omega$});q_{h}|_{K}\in P_{1}(K), \forall K\in \mathscr{T}_{h}\},
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とし, V_{h}\equiv V 口澱, Q_{h}\equiv Q\cap M_{h} とする. $\delta$_{\mathbb{C}} を正定数,娠を要素 K の直径, )_{K} を

L^{2}(K)^{d} 内積とする. H^{1}( $\Omega$)\times H^{1}( $\Omega$) 上の h に依存する双一次形式 \mathscr{C}_{h} と (V\times Q)\times

(V\times Q) 上の乃に依存する双一次形式 \mathscr{A}_{h} をそれぞれ,

\displaystyle \mathscr{C}_{h}(p,q)\equiv-$\delta$_{)}\sum_{K\in \mathscr{T}_{h}}h_{K}^{2}(\nabla p, \nabla q)_{K},
\displaystyle \mathscr{A}_{h}((u,p), (v,q))\equiv va(u,v)+b(v,p)+b(u,q)+\frac{1}{v}\mathscr{C}_{h}(p,q) ,

により定義する.

時間刻みんに対して〆 \equiv n $\Delta$ t(n\in \mathbb{Z}) ,  N_{T}\equiv\lfloor T/ $\Delta$ t\rfloor とする.  $\Omega$\times(0, T) 上で定義

された関数 g に対して g^{n}\equiv g(\cdot,t^{n}) とする. u, v: $\Omega$\rightarrow \mathbb{R}^{d} を関数とする. v による上

流点を与える関数 Xl (v, $\Delta$ t) :  $\Omega$\rightarrow \mathbb{R}^{d} を

X_{1}(v, $\Delta$ t)(x)\equiv x-v(x) $\Delta$ t

により定義する.記号 \circ は関数の合成を表し,

 u\mathrm{o}X_{1}(v, $\Delta$ t)(x)\equiv u(X_{1}(v, $\Delta$ t)(x))

とする.

問題1および2のための安定化特性曲線有限要素スキームを述べる.

スキーム 1 (Oseen) u^{0}\in V の近似  u_{h}^{0}\in 協が与えられたとする.問題1のための安

定化特性曲線有限要素スキーム;

(\displaystyle \frac{u_{h}^{n}-u_{h}^{n-1}\mathrm{o}X_{1}(w^{n}, $\Delta$ t)}{ $\Delta$ t}, v_{h})+\mathscr{A}_{h}((u_{h}^{n},p_{h}^{n}), (v_{h},q_{h}))=(f^{n},v_{h}) ,

\forall(v_{h},q_{h})\in V_{h}\times Q_{h}, n=1, N_{T},

により \{(u_{h}^{n}, p_{h}^{n})\}_{n=1}^{N_{T}}\subset V_{h}\times Qhを求めよ.

スキーム 2 (Navier‐Stokes)  u^{0}\in V の近似  u_{h}^{0}\in 協が与えられたとする.問題2のた

めの安定化特性曲線有限要素スキーム;

(\displaystyle \frac{u_{h}^{n}-u_{h}^{n-1}\mathrm{o}X_{1}(u_{h}^{n-1}, $\Delta$ t)}{ $\Delta$ t}, v_{h})+\mathscr{A}_{h}((u_{h}^{n}, p_{h}^{n}), (v_{h}, q_{h}))=(f^{n}, v_{h}) ,

\forall ( Vń, q_{h})\in V_{h}\times Q_{h}, n=1, \cdots, N_{T},

により \{(u_{h}^{n}, p_{h}^{n})\}_{n=1}^{N_{T}}\subset V_{h}\times Qh を求めよ.

4 安定性と誤差評価

Sobolev 空間 L^{2}( $\Omega$) , H^{1}( $\Omega$) , W^{1,\infty}( $\Omega$) のノルムを \Vert\cdot\Vert_{0}\equiv\Vert\cdot\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} , \Vert\cdot\Vert_{1}\equiv||\Vert_{H^{1}( $\Omega$)},
\Vert\cdot\Vert_{1,\infty}\equiv\Vert\cdot\Vert_{\mathrm{W}^{1,\infty}( $\Omega$)} と書く.ノルム空間 X(=L^{2}( $\Omega$), H^{1}( $\Omega$)) , 関数集合 \{u^{n}\}_{n=0}^{N_{T}}\subset X,
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\{p^{n}\}_{n=1}^{N_{T}}\subset H^{1}( $\Omega$) , q\in H^{1}( $\Omega$) に対してノルムおよびセミノルム \Vert\cdot\Vert_{l^{\infty}(X)}, \Vert\cdot\Vert_{l^{2}(X)},
|\cdot|_{h}, \Vert\cdot\Vert_{l^{2}(|\cdot|_{\'{n}})} を

\displaystyle \Vert u\Vert_{l^{\infty}(X)}\equiv\max\{\Vert u^{n}\Vert_{X};n=0, N_{T}\}, \Vert u\Vert_{l^{2}(X)}\equiv\{ $\Delta$ t\sum_{n=1}^{N_{T}}\Vert u^{n}\Vert_{X}^{2}\}^{1/2}
|q|_{h}\displaystyle \equiv\{\sum_{K\in \mathscr{T}_{h}}h_{K}^{2}\Vert\nabla q\Vert_{L^{2}(K)}^{2}\}^{1/2} \Vert p\Vert_{l^{2}(|\cdot|_{h})}\equiv\{ $\Delta$ t\sum_{n=1}^{N_{T}}|p^{n}|_{h}^{2}\}^{1/2}

により定義する.後退差分作用素 D_{ $\Delta$ t} を

\displaystyle \overline{D}_{ $\Delta$ t}u^{n}\equiv\frac{u^{n}-u^{n-1}}{ $\Delta$ t} (n=1, \cdots,N_{T})
とする.

スキーム 1および2について,次の安定性および誤差評価を得た.

4.1 スキーム 1 (Oseen) の結果

定理1(安定性,[4]) (i) 仮定1が成り立つとする. (u_{h},p_{h}) をスキーム 1の解,

 $\Delta$ t_{0}(\leq 1) を(4) をみたす正定数,  $\Delta$ t\in(0, $\Delta$ t_{0} ] とする.このとき, h,  $\Delta$ t および v に依存

しない正定数 c=c(\Vert w\Vert_{C^{0}(W^{1,\infty})}, \Vert u_{h}^{0}\Vert_{0}, \Vert f\Vert_{l^{2}(L^{2})}) が存在して,次の評価が成立する.

\displaystyle \Vert u_{h}\Vert_{l^{\infty}(L^{2})}, \sqrt{v}\Vert u_{h}\Vert_{l^{2}(H^{1})}, \frac{1}{\sqrt{v}}|p_{h}|_{l^{2}(|\cdot|_{h})}\leq c . (1)

(ii) さらに,ある p_{h}^{0}\in Q_{h} が存在して,

b(u_{h}^{0}, q_{h})+\displaystyle \frac{1}{v}\mathscr{C}_{h}(p_{h}^{0}, q_{h})=0, \forall q_{h}\in Q\'{n}, (2)

を満たすとする.このとき, h と  $\Delta$ t に依存しない正定数 c'=c'(\Vert w\Vert_{C^{0}(W^{1.\infty})}, \Vert u_{h}^{0}\Vert_{1}, |p_{h}^{0}|_{h},
\Vert f\Vert_{l^{2}(L^{2})}, 1/v , Vo ) が存在して,次の評価が成立する.

\Vert u_{h}\Vert_{l^{\infty}(H^{1})}, \Vert D_{ $\Delta$ t}^{-}u_{h}\Vert_{l^{2}(L^{2})}, \Vert p_{h}\Vert_{l^{2}(L^{2})}\leq c'.

注意1(i) (1) に現れる正定数 c は v に依存しない.(ii)  u_{h}^{0}\in 協を (u^{0},0) の \mathscr{A}_{h} によ

るStokes 射影の第一成分とするとき,(2) を満たす p_{h}^{0}\in Q_{h} が存在する.

定理2(誤差評価,[4]) 仮定1が成り立つとする. (u,p) を問題1の解とし,  u\in

 H^{1}(0, T;V\cap H^{2})\cap H^{2}(0, T;L^{2}) , p\in H^{1}(0, T;Q\cap H^{1}) , \nabla\cdot u^{0}=0 が成り立つとする.

( u_{h} ,Ph) をスキーム 1の解,  $\Delta$ t_{0}(\leq 1) を(4) をみたす正定数,  $\Delta$ t\in(0, $\Delta$ t_{0} ] とする.

 u_{h}^{0}\in 協は (u^{0},0) の \mathscr{A}_{h} による Stokes 射影の第一成分とする.このとき, h とんに依
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存しない正定数 c=c(\Vert w\Vert_{C^{0}(W^{1.\infty})}, \Vert u\Vert_{H^{1}(H^{2})\cap H^{2}(L^{2})}, \Vert p\Vert_{H^{\mathrm{l}}(H^{1})}, 1/v, V0) が存在して,

次の評価が成立する.

\displaystyle \Vert u_{h}-u\Vert_{l^{\infty}(H^{1})}, \Vert D_{ $\Delta$ t}^{-}u_{h}-\frac{\partial u}{\partial t}\Vert_{l^{2}(L^{2})}, \Vert p_{h}-p\Vert_{l^{2}(L^{2})}\leq c( $\Delta$ t+h) .

4.2 スキーム 2 (Navier‐Stokes) の結果

定理3 ([5]) 問題2の解 (u,p) は u\in C^{0}([0, T];W^{1,\infty})\cap H^{1}(0, T;H^{2})\cap H^{2}(0, T;L^{2}) ,

p\in H^{1}(0, T;H^{1}) , \nabla\cdot u^{0}=0 とする.  $\Delta$ t_{*} を任意に固定した正定数とする.このとき, h

と  $\Delta$ t に依存しない正定数妬およびco が存在して,任意の h\in(0 ,h0] と

 $\Delta$ t\displaystyle \leq\min\{c_{0}h^{d/4}, $\Delta$ t_{*}\} (3)

に対して,次の (\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) が成立する.

(i)  u_{h}^{0}\in 協を (u^{0},0) の \mathscr{A}_{h} による Stokes 射影の第一成分とする.このとき,スキー

ム2の解 ( u_{h} ,ph) =\{(u_{h}^{n},p_{h}^{n})\}_{n=1}^{N_{T}}\subset V_{h}\times Qh が唯一存在する.

(ii) 正定数 c_{1}=c_{1}(\Vert u\Vert_{C^{0}(W^{1_{ $\tau$}\infty}\cap H^{2})}, \Vert p\Vert_{C^{0}(H^{1})}, 1/v, Vo) が存在して次の評価が成立する.

\Vert u_{h}\Vert_{l^{\infty}(L^{\infty})}\leq c_{1}.

(iii) 正定数 c=c(\Vert u\Vert_{C^{0}(W^{1.\infty})\cap H^{1}(H^{2})\cap H^{2}(L^{2})}, \Vert p\Vert_{H^{1}(H^{1})}, 1/v, v_{0}) が存在して次の評価が

成立する.

\displaystyle \Vert u_{h}-u\Vert_{l^{\infty}(H^{1})}, \Vert D_{ $\Delta$ t}^{-}u_{h}-\frac{\partial u}{\partial t}\Vert_{l^{2}(L^{2})}, \Vert p_{h}-p\Vert_{l^{2}(L^{2})}\leq c( $\Delta$ t+h) .

5 スキームおよび結果の相違点

スキーム 1と2の違いは第1項の合成関数部分のみである.従って,スキーム 1

と2において得られる連立一次方程式の係数行列は等しく,かつ,それは対称である.

スキーム 1は本質的に無条件安定であるのに対して,スキーム 2は条件安定である.

スキーム 2の条件安定性はNavier‐Stokes 方程式の非線形性に起因している.以下こ

の点について述べる.

問題1 (Oseen) を考えるとき,次の命題は上流点集合 Xl (w^{n}, $\Delta$ t)( $\Omega$)(n=1, \cdots,N_{T})
がすべて  $\Omega$ に含まれるための十分条件を与えている.

命題1([7, Proposition 1] )仮定1および  $\Delta$ t についての不等式

 $\Delta$ t<1/\Vert w\Vert_{C^{0}(W^{1,\infty})} (4)
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の下で次式が成り立つ.

X_{1}(w^{n}, $\Delta$ t)( $\Omega$)= $\Omega$ (n=1, \cdots,N_{T}) .

問題1 (Oseen) のためのスキーム 1において時間刻み  $\Delta$ t が不等式 (4) をみたす

とき,命題1により上流点は  $\Omega$ に含まれ,  u_{h}^{n-1}\circ X_{1}(w^{n}, $\Delta$ t) は意味をもつ.それに

対して問題2 (Navier‐Stokes) のためのスキーム 2では,uh は未知関数であるため

u_{h}^{n-1}\mathrm{o}X_{1} (u_{h}^{n-1}, $\Delta$ t) が意味をもつことは自明ではない.実際,(4) に対応する

 $\Delta$ t\Vert u_{h}^{n-1}\Vert_{1,\infty}<1 (5)

を示すことは本質的である.定理3の証明では,  $\Delta$ t の条件 (3) の下で (5) が成り立つ

ことを数学的帰納法により示している.また,証明中で逆不等式

\Vert v_{h}\Vert_{1_{i}\infty}\leq ch^{-d/2}\Vert v_{h}\Vert_{1}, \forall v_{h}\in V_{h},

を利用しており,これが  $\Delta$ t の条件 (3) に現れている.

6 結び

Oseen 方程式およびNavier‐Stokes 方程式のための安定化特性曲線有限要素スキー

ムを述べた.両スキームについて得られた安定性と収束性の結果をまとめ,それらの

相違点について言及した.
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