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Fröhlich 模型における相関不等式

宮尾 忠宏
北海道大学理学部数学科

1 導入

 L\in \mathrm{N} とする.一辺の長さが L の超立方格子  $\Lambda$=[-L, L)^{d}\cap \mathbb{Z}^{d} を考える.  $\Lambda$ の各格子点
にはスピンがあり,互いに相互作用しているとする.スピン配位  $\sigma$\in\{$\sigma$_{X}\}_{x\in $\Lambda$}\in\{\pm 1\}^{ $\Lambda$}
が与えられたとき,相互作用系の取るエネルギーは

H( $\sigma$)=-\displaystyle \sum_{x,y\in $\Lambda$}J_{xy}$\sigma$_{x}$\sigma$_{y} (1.1)

で与えられるとしよう.この模型は強磁性の起源を探るために,Lenzにより導入され.[12],
その研究を手伝った博士課程の学生E. Isingに因んで,今日では,イジング模型と呼ば
れている.イジング模型は,臨界現象の研究において重要な役割を演じてきた.

Griffiths はイジング模型の厳密解析において,熱期待値に関する有名な不等式を発見
した [7, 8, 9, 10]. その不等式は Kelly とShennan により,次のような形に洗練化された
[11] :  A\subset $\Lambda$ とする.  A 上のスピン変数 $\sigma$_{A}=\displaystyle \prod_{x\in A}$\sigma$_{x} の熱期待値を

\displaystyle \langle $\sigma$ A\rangle=\sum_{ $\sigma$\in\{\pm 1\}^{ $\Lambda$}}$\sigma$_{A}e^{- $\beta$ H( $\sigma$)}/Z_{ $\beta$}, Z_{ $\beta$}=\sum_{ $\sigma$\in\{\pm 1\}^{ $\Lambda$}}e^{- $\beta$ H( $\sigma$)} (1.2)

で定義する.Griffiths の不等式とは (主に) 次の二つを指す :

・第1不等式 : \langle $\sigma$ A\rangle\geq 0.

・第2不等式 : \langle $\sigma \sigma$ } \geq\{ $\sigma$ A\rangle\{ $\sigma$ B\rangle.

今El , Griffiths の不等式は,イジング模型の厳密解析においてなくてはならない基本
的な不等式である [10]. この事実から,これらの不等式はイジング模型における相関概
念の本質を表していると考えられる.従って,他の模型においてもGriffithsの不等式が
成立するかどうかを調べることは,相関どいう概念の模型に依らない性質を把握する試
みと言い換えることができるだろう.このような研究の重要な一歩は,Ginibreによりな
された [6]. 彼は,Griffiths の不等式の大枠を構成した.この枠組みはこれまでに広く知
られており,古典的 rotor 模型における Griffiths の不等式の構成の際などに応用された
[21]. しかしながら,量子模型において Griffiths の不等式が成立するかどうかは,よく
わかっていなかった.

最近,著者は Griffiths の不等式を作用素不等式の観点から研究し,様々な量子模型に
おいても Griffiths の不等式が成立していることを明らかにした [17]. 例えば,Hubbard
模型における有名な Lieb の定理や [13, 18, 23, 25], 相転移の厳密理論における強力な手
法である鏡映正値性は [2, 4] , 作用素論的相関不等式の理論の視点から見るとGriffithsの
不等式と見なすことができる.このように作用素論的相関不等式の理論は,モデルに依
らない普遍的な相関構造を記述できる.
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元来,この作用素論的相関不等式の理論は,非可換Perron‐Frobenius の定理の研究
の中で発展してきた [3, 14, 15, 16]. このことからわかるのは,.Griffithsの不等式が成立
する理由と,作用素の最大固有値に関するPerron‐Frobenius の定理は,根源的なところ
で繋がっているということである.一方で,Perron‐Frobenius の定理の数理物理学にお
ける有用性については,疑問の余地がない.この定理は様々な模型,様々な状況のもとで
使用されてきた.このことから,著者の提唱する相関不等式の理論は,これまでに発見
されていない新しい相関構造を見つけることができるかもしれない.この統一的ビジョ
ンの実現に向けたささやかな一歩として,このノートでは,Fköhlich模型における相関
不等式一つを報告する.その他の相関不等式や証明の詳細,及び物理的な応用について
は[19, 20] を参照してほしい.

謝辞 :本研究はKAKENHI(20554421) とKAKENHI (16\mathrm{H}03942) の助成を受けたもの
です.

2 結果

höhlich 模型は,粒子とボーズ場の相互作用を記述する基本的な模型の一つである.こ
のノートでは,2粒子系を考えることにする.系のハミルトニアンは次で与えられる :

H=-\displaystyle \frac{1}{2}$\Delta$_{1}-\frac{1}{2}\triangle_{2}-W(x_{1})-W(x_{2})+uV(x_{1}-x_{2})
-g_{1}\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}dk $\lambda$(k)(e^{ik\cdot x}1a(k)+e^{-ik\cdot x_{1}}a(k)^{*})
-g_{2}\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}dk $\lambda$(k)(e^{ik\cdot x}2a(k)+e^{-ik\cdot x}2a(k)^{*})
+\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}dk $\omega$(k)a(k)^{*}a(k) . (2.3)

ここで, V は次で与えられる :

V(x)=\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}dk\frac{ $\lambda$(k)^{2}}{ $\omega$(k)}e^{-ik\cdot x} . (2.4)

また,ボゾンの分散関係  $\omega$ は  $\omega$(k)=$\omega$_{0} または,  $\omega$(k)=\sqrt{k^{2}+m^{2}} とする.もちろん,
より一般の  $\omega$ でも本稿の結果は成立する.

 a(k)^{*} と a(k) は,ボーズ場の生成消滅作用素であり,形式的には次の交換関係を満
たす :

[a(k), a(k')^{*}]= $\delta$(k-k
次の仮定を設ける :

\bullet  $\lambda$(k) は実数値関数である1 ;

$\omega$^{-1} $\lambda,\omega$^{-1/2} $\lambda$\in L^{2}(\mathbb{R}^{3};dk) ;

\bullet  W\in L^{2}(\mathbb{R}^{3};dx)+L^{\infty}(\mathbb{R}^{3};dx) .

1この仮定は除くことができるが,ここでは簡単化のためにこの条件を導入しておく.
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H はヒルベルト空間

\mathfrak{H}=L^{2}(\mathbb{R}^{3}\times \mathbb{R}^{3};dx_{1}dx_{2})\otimes \mathfrak{F} (2.5)

に作用する,下に有界な自己共役作用素である.ここで,言は L^{2}(\mathbb{R}^{3};dk) 上のボゾン.
フオック空間であり,

害 =\displaystyle \bigoplus_{n\geq 0}\otimes_{s}^{n}L^{2}(\mathbb{R}^{3};dk) (2.6)

で与えられる.記号 \otimes_{s}^{n} は n 重対称テンソル積を意味する.
H のスペクトルを  $\sigma$(H) とする.また, E=\displaystyle \inf $\sigma$(H) としよう.

Definition 2.1 E が H の固有値になっている場合を考える. E に対応する固有ベクト
ルを, H の基底状態という.基底状態は Perron‐Frobenius の定理 [22] より,ただ一つで
ある.そこで,基底状態を  $\psi$ とすると,  A\in 瑠 ( \mathfrak{H} ) の基底状態期待値を

\langle A\rangle=\{ $\psi$|A $\psi$\rangle (2.7)

で定義する.◇

Remark 2.2基底状態の存在については,これまでに多くの研究がなされてきた.本稿
では基底状態の存在については議論しない.興味のある読者は,例えば [1, 5, 24] 及び,
それらの中の文献を参照してほしい.◇

Theorem 2.3  g\mathrm{l}=-g2,  $\mu$-2g_{1}g_{2}<0 の場合を考える. f\in L^{2}(\mathbb{R}^{3}) とする. H が基
底状態を持つとき,次の相関不等式が成立する :

\langle f(x_{1})f^{*}(x_{2})\rangle\geq 0.

\langle f(-i\nabla_{x}1)f^{*}(+i\nabla_{x}2)\rangle\geq 0.

他にもいくつかの相関不等式が成り立つ.これらを応用することにより,基底状態密
度の運動分布の情報を解析することができる.この詳細は [19, 20] に譲る.
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