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1 はじめに

SnapPy はJeff Weeks 氏によるSnapPea をpython 上に Nathan Dunfield 氏とMarc Culler 氏が移

植し,管理,拡張されているプログラムである.SnapPyは3次元多様体の四面体分割から,Gluing方程
式と呼ばれる多様体が双曲になるための要請をまとめた式を立式し,それをNewton法で解くことにより

3次元多様体の双曲構造を (存在すれば) 近似計算で求めることができるプログラムである.本論文では

SnapPy の基本的な使い方と,著者を含む開発チームで実装された HIKMOT と呼ばれる SnapPy を厳密

化したプログラムの使い方を解説する.SnapPyでは任意の四面体分割された3次元多様体を扱うことが
できるが,ここでは簡単のため対象を結び目補空間に限定する.また,OS はMac OSXであることを仮

定する.SnapPy は[1] のホームページ (http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} . math. uic. \mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}/\mathrm{t}3\mathrm{m}/\mathrm{S}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{P}\mathrm{y}/ installing. html) か

らダウンロードできるパッケージを用いて解説する.続いてHIKMOTを用いる際にはSnapPy, HIKMOT

をpython にインストールする必要がありその方法についても簡単に解説する.

2 結び目の補空間の四面体分割

結び目とは円周 S^{1} の3次元球面 S^{3} への埋め込みの像のアンビエントイソトピー類を指す.本論文では同

値類とその適当な表現を区別せず,特に断りをなく表現を同じ記号で表す.結び目 K が双曲であるとは補空

間 S^{3}\backslash K がある有限体積双曲多様体と同相になることを言う.同相な有限体積双曲多様体は等長であるこ

とが知られており (Mostow‐Prasad 剛性) 結び目補空間に同相な双曲多様体の不変量はそのまま結び目の

不変量となる.結び目の2次元平面への射影で交点が横断的で,2重点であるものを図式という.SnapPy
は結び目の図式からその補空間の四面体分割を計算することができる.はじめに,結び目の入力方法,補空

間の四面体分割の計算方法を解説する.

図1: SnapPy 起動画面
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図2: Plink 起動画面

図1はSnapPy の起動画面である.基本的には python のインタプリタ1と同様に動く.「 \mathrm{M}=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}() 」
と入力する2と図2のように新しい水色のウインドウが立ち上がる(Plinkと呼ばれる). このウインドウ

が結び目の描画画面である.Plink上では

\bullet マウスクリックにより区分的に直線で得られる結び目の絵を描くことができる.また,

\bullet ループになるように絵を描いたのち,交点をクリックすることで交差交換ができる.

結び目を描いた後,図3のように 「 \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{o}1_{\mathrm{S}\lrcorner} の 「Send to SnapPy」 を選ぶことで結び目補空間の四面体分

割を SnapPy に計算させ,「 \mathrm{M}= Manifold としていた場合には変数 「 \mathrm{M}_{\lrcorner} にその情報が格納される.「 \mathrm{M}

= Manifold の 「 \mathrm{M} 」 は変数であり,任意の文字列に変えても良い.「Manifold はSnapPy に備わっ

ている関数であり,3次元多様体の四面体分割,双曲構造を計算する関数である.「 \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}(' 4_{-}1') 」のよ

うに括弧の中に情報を渡すこともできる (引数という). 引数を渡さなければManifold関数はPlinkウイ

ンドウを立ち上げる.交点数の小さい結び目には交点数の順に名前が付いており, \mathrm{r}_{4_{-}1_{\lrcorner}} は4交点を持

つ一つ目の結び目を指す.SnapPyは11交点までの結び目のデータなど様々なデータを持っている.詳し
くはSnapPy にrManifold? 」 と入力すると説明が出力される.

変数 「 \mathrm{M}_{\lrcorner} に四面体分割の情報を格納すると,SnapPyは自動でGluing方程式を立式しNewton法で近

似解を計算する.図4の[2] のように 「 \mathrm{M}_{\lrcorner} と入力すると 「unnamed link(0,0) 」 と \mathrm{M} の�名前� が出力され

る.最後の 「 (0,0) 」 は \mathrm{M} がトーラスカスプを一つ持ち , そのカスプはデーン手術をされていないというこ

とを意味する.デーン手術をされていた場合には手術の係数が出力される.次に,「 \mathrm{M}_{\lrcorner}, \text{「_{\lrcorner}} (ピリオド),
\text{「_{}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}} キー」 の順に打つと図4の[3] のような出力が得られる.もう一度 \text{「_{}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}} キー」 を打つと \mathrm{M} について

計算できる様々な関数のリストが得られる.各項目について最後にクエスチョンマーク 「?」 をつけて入力

すると,その関数の機能の説明が出力される.図5はrM.volume?」 と入力 した際の出力である.実際に

計算をする際には 「 \mathrm{M}.\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}()_{\lrcorner} と最後に括弧をつける必要があることに注意する.SnapPy には様々な

機能があるが,それを GUI で出力してくれるのがbrowse() 関数である.SnapPyを初めて使う際にはま
ず,「M.browseO」 を試しどのような情報が計算できるのかを概観することをお勧めする.

1 プログラミングに不慣れな読者はあまり気にする必要はなく,これから解説するコマンドで動くと考えれば良い.
2最後に Enter キーを押す.頭にスペースなどは入れてはいけない.
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図3: Plink で描いた結び目の図式を SnapPy に送る

3 HIKMOT

SnapPy では Newton 法による近似計算を行っているため,たとえ [SnapPy が双曲構造をみつけた」 と

してもそれは,数学的には与えられた多様体が双曲構造持つことの証明にはならない.論文 [2] では区間演

算を用いて,数学的に厳密に双曲性の証明を行うプログラムを作成した.詳しい内容は論文に譲ることに

し,今回はそのインストール方法,使い方を説明する.記述を様々な OS に対応させると,煩雑になるた

め,今回は Mac OS Xに限定し,できるだけ具体的にインストール方法3を説明する.

3.1 HIKMOTのインストール

Mac でプログラムなどのインストールを行う際には,まず初めに Xcode (https: //developer. apple.

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}/\mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{x}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}/ index. html) をインストールする必要がある.これは HIKMOT のみならず,GAP など

その他のパッケージをインストールする際にも必要であるものである.

Xcode のインストールののち,HIKMOT は次のような手順でインストールできる.Mac の場合はアプ

リケーションフォルダの中のユーティリティーフォルダにあるターミナルを起動する.

1. Homebrew (http: //brew. \mathrm{s}\mathrm{h}/\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{x}_{-}\mathrm{j}\mathrm{a} . html) という,「プログラムインストール用のプログラム」

をインストールする.ホームページにあるようにターミナルに
「ruby ‐e�$(curl ‐fsSL https: //\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{w}. githubusercontent. \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}/\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{w}/\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}/\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}/ install)� 」 と

入力すれば良い.

2. ターミナルに 「brewupdate」 と入力し,その後 「brew install boostJ と入力する (boost というパッ

ケージがインストールされる)

3この方法は2016年1月現在有効である.今後も大きな変更はないと思われるため,詳しい説明はしぼらくは意味があると思わ
れる.
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図4: taó キーでその機能一覧を表示

図5: 関数の後ろに 「?」 をつけてヘルプを表示

3. SnapPy をpython モジュールとしてインストールする.http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} . math. ui \mathrm{c}.\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}/\mathrm{t}3\mathrm{m}/\mathrm{S}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{P}\mathrm{y}/

installing.html のrPython Modules for Macintosh or Windows」 項目に従い,まずsetuptools
(https: //pypi. python. org/pypi/setuptools) をインストールする.その後はターミナルに

rpython ‐m easyinstall ‐U snappy \lrcorner と入力すれば良い.

4. HIKMOT のホームページ (http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} . oishi. \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}0 . waseda. ac. jp/‐takayasu/hikmot/) から

HIKMOTをダウンロードし,得られた.zip ファイルをダブルクリックで解凍する.

5. ターミナル上で 「 \mathrm{c}\mathrm{d} 」 コマンドを用いて解凍されたフォルダに移動する.例えばターミナルに [_{\mathrm{c}\mathrm{d}}

Downloads/hikmot‐vl.O. 1 」 と入力する.

6. その後ターミナルに 「sudo python setup py install」 と入力することでインストールできる.(アカウ

ントのパスワードを求められるので入力する)
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図6: browse 機能

3.2 HIKMOTの使い方
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図7:HIKMOTの使い方

1. インストールの時と同様にターミナルを起動する.

2. ターミナルに python と打ち python を起動する.

3. 「import \mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{y}_{\lrcorner} と「import hikmotJ と入力し (順不同) SnapPy とHIKMOT をインポートする.

4. 「 \mathrm{M}= snappyManifoldO \lrcorner などと入力し変数 \mathrm{M} に四面体分割の情報を入力する.今回は python の

上で snappy を動かしているため snappy を頭につける必要があるがこの snappy ManifoldO は上で

説明した Manifold () と同じものである.

5.  $\Gamma$ hikmot.verify‐hyperbolicity(M) \lrcorner とすると変数 \mathrm{M} に格納された四面体分割された多様体が双曲構

造を持つかの判定が出来る.

図7は出力結果である.出力の初めの 「True」 は与えられた多様体 \mathrm{M} が厳密に双曲構造を持つことを証明

できたことを意味する.後ろの数値は厳密な双曲構造を含む区間を表すデータである.ここで,HIKMOT

は双曲構造が存在することを証明することができるが,HIKMOTが双曲構造を見つけられなかった場合に
も双曲構造が存在しないことの証明にはならないことに注意する.
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