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1 序論

多重ゼータ値の間に成り立つ関係式の族は数多く知られている.中でも,すべての代数

関係式を生成すると考えられている大きな族として次の三つがある :

・アソシエーター関係式,

- 正規化複シャッフル関係式,

- 川島関係式 + シャッフル関係式.

これらが本当にすべての関係式を導くことを証明するのは,多重ゼータ値の独立性の問題

も関わるため非常に困難であろう.しかし,もしこれらがそれぞれ実際にすべての関係式

を生成するならば,特にそのうちの一つから他の二つを導くことができるはずであり,そ

のような同値性を示すことはより現実的に手の届く問題と思われる.実際,古庄 [2] はア

ソシエーター関係式が正規化複シャッフル関係式を導くことを示した.

最近,著者は金子昌信氏との共同研究 [3] において

正規化複シャッフル関係式 + 双対関係式 \Rightarrow 川島関係式 (1.1)
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なる包含を得た.ここから,上述の古庄氏の結果と合わせて

アソシエーター関係式 \Rightarrow 川島関係式

も分かる.本稿では,この包含関係 (1.1) の証明を解説する.

2 正規化複シャッフル関係式

記号の導入をかねて,複シャッフル関係式と正規化について復習する.詳しくは荒川

金子 [1] などを参照されたい.

収束インデックス \mathrm{k}=(k\mathrm{l}, . . . , k_{r}) に対する多重ゼータ値を

 $\zeta$(\displaystyle \mathrm{k})^{\backslash }=\sum_{0<m_{1}<\cdot\cdot<m_{r}}..\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r}^{k_{r}}}
で定める (したがって収束条件は k_{r}>1 である).

全てのインデックス \mathrm{k}=(k_{1}, \ldots, k_{r})\in(\mathbb{Z}_{>0})^{r}, r\geq 0 が生成するベクトル空間

\displaystyle \mathfrak{H}^{1}=\sum_{\mathrm{k}}\mathbb{Q}\cdot \mathrm{k} と,収束インデックスで生成される部分空間 \displaystyle \mathfrak{H}^{0}=\sum_{\mathrm{k}:\downarrow \mathbb{R}\mathrm{R}}\mathbb{Q}\cdot \mathrm{k} を考え

る.よく知られているように, \mathfrak{H}^{1} には調和積 * およびシャッフル積 \mathrm{m} という二通りの積

によって可換 \mathbb{Q} 代数の構造が入る (これらをそれぞれ暖, \mathfrak{H}_{\mathrm{m}}^{1} で表す). また幻0 はどち

らの積についても部分代数であり,多重ゼータ値を \mathbb{Q} 線型に拡張した写像  $\zeta$:\mathfrak{H}^{0}\rightarrow \mathbb{R} は

二つの積を保つ :

 $\zeta$(\mathrm{k}*1)= $\zeta$(\mathrm{k}\mathrm{m}1)= $\zeta$(\mathrm{k}) $\zeta$(1) . (2.1)

これを有限複シャッフル関係式という.

さらに, \bullet=*, \mathrm{m} のそれぞれについて \mathfrak{H}^{1}.\cong \mathfrak{H}^{0}[(1)] となることから,上の写像  $\zeta$ を拡

張した \mathbb{Q} 準同型

$\zeta$_{\bullet}:\mathfrak{H}_{\bullet}^{1}\rightarrow \mathbb{R}[T]

が $\zeta$_{\bullet}(1)=T により一意的に定まる.こうして得られた  $\zeta$、および缶をそれぞれ調和正
規化,シャッフル正規化という.この二つの写像の関係を与えるのが次の正規化定理で

ある.

定理2.1. \mathbb{R} 線型写像 p:\mathbb{R}[T]\rightarrow \mathbb{R}[T] を, \mathbb{R}[T][[u]] における等式

 $\rho$(e^{Tu})(:=\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}\frac{ $\rho$(T^{ $\tau \iota$})}{n!}u^{n})=A(u)e^{Tu}, A(u):=\displaystyle \exp(\sum_{n=2}^{\infty}\frac{(-1)^{n}}{n} $\zeta$(n)u^{n})
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によって定義する.このとき

$\zeta$_{\mathrm{m}}= $\rho$\circ$\zeta$_{*} (2.2)

が成り立つ.

定義2.2. 有限複シャッフル関係式 (2.1) と正規化定理 (2.2) とをまとめて多重ゼータ値

の関係式族と見なし,これを正規化複シャッフル関係式と呼ぶ.

注意2.3. 上に定義した意味での正規化複シャッフル関係式から,

$\zeta$_{*}(v*w-v\mathrm{m}w)=$\zeta$_{\mathrm{m}}(v*w-v\mathrm{m}w)=0 (v\in \mathfrak{H}^{0}, w\in \mathfrak{H}^{1})

なる線型関係式が得られる (これを正規化複シャッフル関係式と呼ぶこともある). なお,

この線型関係式族とシャッフル (または調和) 関係式とを合わせたものは,上の意味の正

規化複シャッフル関係式と同値である.

あとの議論のために,多重ゼータスター値

$\zeta$^{\star}(\displaystyle \mathrm{k})=\sum_{0<m_{1}\leq\cdot\cdot\leq m_{r}}.\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r}^{k_{r}}}
に関連する記号もまとめておく.定義から分かるように, $\zeta$^{\star}(\mathrm{k}) は多重ゼータ値の有限和

として

$\zeta$^{\star}(\displaystyle \mathrm{k})=\sum_{\mathrm{p}\preceq \mathrm{k}} $\zeta$(\mathrm{p})
と表される.ここで \mathrm{p}\preceq \mathrm{k} とは,インデックス \mathrm{p} が \mathrm{k}=(k\mathrm{l}, . . . , k_{r}) におけるコンマの

いくつかを和に置き換えて得られることを表す.そこで \displaystyle \mathrm{k}^{\star}:=\sum_{\mathrm{P}\preceq \mathrm{k}}\mathrm{p}\in \mathfrak{H}^{1} と定義する

と, \mathrm{k} が収束インデックスならば \mathrm{k}^{\star}\in \mathfrak{H}^{0} であって $\zeta$^{\star}(\mathrm{k})= $\zeta$(\mathrm{k}^{\star}) が成り立つ.さらに,

スター版調和積莱を (\mathrm{k}\overline{*}1)^{\star}=(\mathrm{k}^{\star})*(1^{\star}) で定義すれば,

$\zeta$^{\star}(\mathrm{k}\overline{*}1)=$\zeta$^{\star}(\mathrm{k})$\zeta$^{\star}(1)

なる関係が成り立つ.

3 川島関係式

この節では川島関係式の主張を述べる.まず川島関数を導入しよう. \mathrm{k}=(k_{1}, \ldots, k_{r})
を空でないインデックスとし, N\in \mathbb{N} に対して

s_{\mathrm{k}}^{\star}(N)=\displaystyle \sum_{0<a_{1}\leq\cdots\leq a_{r}=N}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}}\cdots a_{r}^{k_{r}}}, $\zeta$_{N}^{\star}(\displaystyle \mathrm{k})=\sum_{0<a_{1}\leq\cdots\leq a_{r}\leq N}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}}\cdots a_{r}^{k_{r}}}
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とおく.川島関数 FJz) は,Newton級数

F_{\mathrm{k}}(z)=\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}s_{\mathrm{k}^{\vee}}^{\star}(n)\left(\begin{array}{l}
z\\
n
\end{array}\right) (3.1)

として定義される ( \mathrm{k}^{\vee} は \mathrm{k} のHoffiman双対を表す). F_{\mathrm{k}}(z) は補間公式

F_{\mathrm{k}}(N)=$\zeta$_{N}^{\star}(\mathrm{k})
�

(\forall N\in \mathrm{N})

を満たす唯一のNewton級数として特徴付けられる.

定理3.1 (川島 [4, Theorem 5.3]). インデックス \mathrm{k},  1\neq\emptyset に対して

 F く (z)F_{1}(z)=F_{\mathrm{k}\overline{*}1}(z) (3.2)

が成り立つ.

注意3.2. (3.2) の右辺は,写像 \mathrm{k}\mapsto F_{\mathrm{k}}(z) を線型に拡張することで定義される.以下で

は,この種の線型性による定義の拡張をしばしば断りなく用いる.

補間公式により F_{\mathrm{k}}(0)=$\zeta$_{0}^{\star}(\mathrm{k})=0 なので,川島関数の Taylor 展開を

F_{\mathrm{k}}(z)=\displaystyle \sum_{rn=1}^{\infty}(-1)^{m-1}A_{m}(\mathrm{k})z^{m}
と表すごどができる.すると(3.2) は

\displaystyle \sum_{i=1}^{m-1}A_{i}(\mathrm{k})A_{m-i}(1)=-A_{m}(\mathrm{k}\overline{*}1) (3.3)

と書ける.そこでこれらの係数を多重ゼータ値で表示できれば,多重ゼータ値の関係式が

得られるのである.

命題3 \cdot 3 ([4, Proposition 5.2]).  m\geq 1 に対して

A_{m}(\mathrm{k})= $\zeta$((1, .., 1)\mathrm{O}(\mathrm{k}^{\vee})^{\star})\check{m}.
. (3.4)

‐ここで,右辺に現れる積 \mathrm{O} は

( k\mathrm{l} , . . .

, k_{r} ) \mathrm{O}(l_{1}, \ldots, l_{s}):=((k_{1}, \ldots, k_{r-1})*(l_{1}, \ldots, l_{s-1}), k_{r}+l_{ $\epsilon$})

で定義される.

定義3.4. 等式 (3.3) に(3.4) の表示を代入して得られる多重ゼータ値の関係式を川島関

係式という.
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4 積分級数等式

川島関係式を言い換えるために,次の等式を用いる.

定理4.1 ([3, Theorem 4.1]). 空でないインデックス \mathrm{k} , 1に対して

 $\zeta$( $\mu$(\mathrm{k}, 1))= $\zeta$(\mathrm{k}\mathrm{O}1^{\star}) (4.1)

が成り立つ.

ここで用いた記号  $\mu$(\mathrm{k}, 1) は, \mathrm{k}=(k_{1}, . . k_{r}) , 1=(l_{1}, \ldots, l_{s}) に対して

 $\mu$(\mathrm{k}, 1)=W(k_{1}\nearrow r^{\mathrm{O}})
で定義される \mathfrak{H}^{0} の元を表す.右辺の図は 0 と・の2色で7‐ベルづけられた有限ポセット

を表す Hasse 図であり, W はそのような2色ポセットのうち,すべての極小元のラベル

が・であるようなものに対して \mathfrak{H}^{1} の元を対応させる写像である.詳しくは[5, §2] を参

照されたい.ここで

/\mathrm{O}\mathrm{k} =

\mathrm{q}_{1} = r^{l_{8}}\nearrow\nwarrow. l_{2}l_{1}i $\Gamma$\nearrow*$\Gamma$^{-} ( =0 または \bullet )
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という略記法を導入すると,  $\mu$(\mathrm{k}, 1) ?は

と書ける.

注意4.2. 収束インデツクス \mathrm{k} に対し,

 $\zeta$ (W (_{J}\mathrm{O}\mathrm{k}))= $\zeta$(\mathrm{k}) ,  $\zeta$(W(\#\mathrm{k}))=$\zeta$^{\star}(\mathrm{k}) (4.2)

が成り立つ.第1式はよく知られた多重ゼータ値の反復積分表示に他ならず,第2式は

[5, Corollary 1.3] で与えられた多重ゼータスター値の積分表示である.

等式 (4.1) はこれらの共通の一般化となっている.(4.1) の左辺  $\zeta$( $\mu$(\mathrm{k}, 1)) は  $\mu$(\mathrm{k}, 1) の

定義の図に対応する多重積分で表される.一方,右辺は

 $\zeta$(\displaystyle \mathrm{k}\mathrm{O}1^{\star})=\sum_{0<m_{1}<\cdots<m_{r}=n_{ $\epsilon$}\geq\cdots\geq n_{1}>0}\frac{1}{m_{1}^{k}!\cdots m_{r}^{k_{r}}n_{1}^{l_{1}}\cdots n_{s}^{l_{\mathrm{s}}}}
なる多重級数で表される.そこでこの等式 (4.1) を積分級数等式という.

本稿の目標は正規化複シャッフル関係式と双対関係式から川島関係式を導くことであっ

た.実は,積分級数等式は正規化複シャッフル関係式から導くことができる.より正確に

は次の同値性が成り立つ.

定理4 \cdot 3 ([3, Theorem 4.6]). 複シャッフル関係式のもとで,正規化定理と積分級数等式

とは同値である.

川島関数の Taylor 係数の表示 (3.4) に積分級数等式 (4.1) を適用すると,

 A_{m}(\mathrm{k})

となる.さらに双対関係式を用いると,右辺の図を 「ひっくり返す」 ことができて

(4.3)

なる表示を得る.したがって,川島関係式を次のように言い換えることができる.
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命題4.4.

とおくと,

pq\displaystyle \geq 1\dotplus=\sum_{p}A_{p}'(\mathrm{k})A_{q}'(1)=-A_{m}^{-}(\mathrm{k}\overline{*}1) (4.4)

が成り立つ.

注意4.5. 川島関数の積分表示に基づいてTaylor係数を計算することで,(4.3) を直接証

明することも可能である.

5 川島関係式の証明

この節では,正規化複シャッフル関係式から命題4.4を導く方法を説明する.

補題5.1. インデックス \mathrm{k} および m\geq 0 に対して

とおく.このとき

pq\displaystyle \geq 0\dotplus_{q=m}\sum_{p}B_{p}(\mathrm{k})B_{\mathrm{q}}(1)=B_{m}(\mathrm{k}*1)
が成り立つ.

証明. \mathfrak{H}_{*}^{1} における等式として

が成り立つことが,組合せ的な考察で分かる.この等式に $\zeta$_{*} を施せば主張を得る.ロ

インデックス \mathrm{k}=(k\mathrm{l}, . . . , k_{r}) に対して R(\mathrm{k})=(-1)^{r}(k_{r}, \ldots, k_{1})\in \mathfrak{H}^{1} とおくと,

R(\mathrm{k}\overline{*}1)=R(\mathrm{k})*R(1) が成り立つ.そこで B_{m}^{-}(\mathrm{k})=B_{m}(R(\mathrm{k})) と定義すると,補題

5.1は

pq\displaystyle \geq 0\dotplus_{q=m}\sum_{p}B_{p}'(\mathrm{k})B_{q}'(1)=B_{m}^{-}(\mathrm{k}\overline{*}1) (5.1)

と書き換えられる.
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補題5.2. インデックス \mathrm{k}=(k_{1}, \ldots, k_{r}) および i=0 , . . . , r に対して

\mathrm{k}_{i}=(k_{1}, \ldots, k_{i}) , \mathrm{k}^{i}=(k_{i+1}, \ldots, k_{r})

とおく (特に \mathrm{k}_{0}=\mathrm{k}^{r}=\emptyset とする). このとき

\displaystyle \sum_{i=0}^{r-1}A_{m}(\mathrm{k}^{i})B_{0}(\mathrm{k}_{i})+B_{m}(\mathrm{k})=0 (5.2)

が成り立つ.

証明. A_{m}^{-}(\mathrm{k})=A_{m}^{-}(\mathrm{k}^{0})B_{\overline{0}}(\mathrm{k}_{0}) を表すポセットに対し,[5, Proposition 2.3 (1), (2)] を

(正確には積分の代わりに \mathfrak{H}^{1} への写像 W のもとで) 繰り返し用いると, \mathfrak{H}_{\mathrm{m}}^{1} における

等式

)=0
ができる.これの $\zeta$_{\mathrm{m}} をとると

))=0
となるので, A_{m}^{-}(\mathrm{k}^{i})\in \mathbb{R} に注意して $\rho$^{-1} を施せば,正規化定理 $\rho$^{-1}\circ  $\zeta$m = $\zeta$、より主張

を得る.口

以上の準備のもとで,命題4.4を証明する. \mathrm{k}=(k_{1}, \ldots, k_{r}) , 1=(l_{1}, \ldots, l_{s}) として,

r, s に関する帰納法によって等式 (4.4) を示すことにする.

まず補題5.2を \mathrm{k}\overline{*}1 の各項に適用すると,

\displaystyle \sum_{i=0j}^{r-1}\sum_{=0}^{s-1}A_{m}(\mathrm{k}^{i}\overline{*}1^{j})B_{0}(\mathrm{k}_{i}\overline{*}1_{j})+\sum_{i=0}^{r-1}A_{rn}(\mathrm{k}^{i})B_{0}(\mathrm{k}_{i}\overline{*}1)
(5.3)

+\displaystyle \sum_{j=0}^{s-1}A_{m}(1^{j})B_{0}(\mathrm{k}\overline{*}1_{j})+B_{m}(\mathrm{k}\overline{*}1)=0
となることが分かる.左辺第2項は,(5.1) の m=0 の場合と (5.2) とにより

\displaystyle \sum_{i=0}^{r-1}A_{m}(\mathrm{k}^{i})B_{0}(\mathrm{k}_{i}\overline{*}1)=\sum_{i=0}^{r-1}A_{m}(\mathrm{k}^{i})B_{0}(\mathrm{k}_{i})B_{0}(1)=-B_{m}(\mathrm{k})B_{0}(1)
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と書き換えられる.同様に第3項は

\displaystyle \sum_{j=0}^{s-1}A_{m}(1^{j})B_{0}(\mathrm{k}\overline{*}1_{j})=-B_{0}(\mathrm{k})B_{m}(1)
となる.これらを第4項

B_{m}(\displaystyle \mathrm{k}\overline{*}1)= \sum_{pq\geq 0,p\dotplus_{q=m}}B_{p}(\mathrm{k})B_{q}'(1)
に加えて,さらに残りの項に (5.2) および(5.1) を適用すると,第2項から第4項までの

和は

p\displaystyle \dotplus_{q^{=m}p}\dotplus_{q=m}\sum_{pq\geq 1}B_{p}'(\mathrm{k})B_{q}'(1)=\sum_{pq\geq 1}(\sum_{i=0}^{r-1}A_{p}'(\mathrm{k}^{i})B_{0}(\mathrm{k}_{i}))(\sum_{j=0}^{s-1}A_{q}'(1^{j})B_{0}(1_{j}))
=\displaystyle \sum^{r-1}\sum_{=0_{p}}^{s-1}\sum_{\dotplus_{q=m}}A_{p}'(\mathrm{k}^{i})A_{q}(1^{j})B_{0}(\mathrm{k}_{i}\overline{*}1_{j})i=0jpq\geq 1

に等しい.したがって,式(5.3) は

\displaystyle \sum_{i}^{r-1}=\sum_{=0}^{s-1}\{A_{m}'(\mathrm{k}^{i}\overline{*}1^{j})+\sum_{qp=m}A_{p}(\mathrm{k}^{i})A_{q}(1^{j})\}B_{0}(\mathrm{k}_{i}\overline{*}1_{j})=0\dotplus
と書き直せる.ここで帰納法の仮定を使うと,  i>0 または j>0 の項については \{\} の

部分が 0 となり,したがって i=j=0 の項も 0 になる.これが示すべき主張に他ならな

い.すなわち命題4.4が証明された.
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