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1 序文

ここでは、実閉体 R の通常の構造 (R, +, \cdot, <) の順序極小拡張構造 \mathcal{N}=

(R, +, \cdot, < , において、J.H.C. Whitehead の定理の同変デファイナブル版
について考察する。順序極小構造は、実数体 \mathbb{R} の順序極小拡張構造 \mathcal{M}=

(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots) に限っても、[10] により、非可算無限個存在することが知ら
れている。

デファイナブル集合デファイナブル写像に関して、[2], [3] などに性質

がまとめられている。また、[11] では、実数体 \mathbb{R} の場合において、順序極小
構造より一般化された形でまとめられている。

ここでは、デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、すべて
\mathcal{N}=(R, +, \cdot, < , で考えるものとする。

2 準備

R を実閉体とする。
構造 \mathcal{N}= (R, (fi), (Lj), (ck)) とは、以下のデータで定義されるものである。

1. 集合 R を \mathcal{N} のunderlying set またはuniverse という。
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2. 関数の集合 {fi | i \in I}、ただし  f_{i} : R^{n_{i}}\rightarrow R, n_{i}\geq 1 。

3. 関係の集合 {Lj |j \in J}、ただしLj \subset R^{m_{j}}, mj\geq 1 。

4. 特別な元の集合 {ck | k \in K} \subset R。各  c_{k} を定数という。

添字集合 I, J, K は、空集合でもかまわない。
f (ゐ) が m 変数関数 (m 変数関係) とは、 f:R^{m}\rightarrow R(L\subset R^{m}) となるこ

とである。
項とは、以下の3つの規則にしたがって得られる有限列のことである。

1. 定数は項である。

2. 変数は項である。

3. f が m 変数関数かつ t_{1} ,
. . . , t_{m} が項ならば、 f(t_{1}, \ldots, t_{m}) は項である。

論理式とは、変数、関数、関係、論理記号、括弧、コンマ、 \exists
,

\forall からなる

有限列で、以下の3つの規則にしたがって得られるものである。

1. 任意の二つの項  t_{1} , t2に対して、 t_{1}=t_{2} と t_{1}<t_{2} は論理式である。

2. L が m 変数関係かつ t_{1} ,
. . .

, t_{m} が項ならば、 L(t_{1}, \ldots, t_{m}) は論理式で
ある。

3.  $\phi$ と  $\psi$ が論理式ならば、 \neg $\phi$,  $\phi$\vee $\psi$ と  $\phi$\wedge $\psi$ は論理式である。  $\phi$ が論理
式かつ  v が変数ならば、 (\exists v) $\phi$ と (\forall v) $\phi$ は論理式である。

 R^{n} の部分集合 X が \mathcal{N} においてデファイナブルとは、論理式
 $\phi$ (  x_{1}, \ldots, x_{n} , yl, . . .

, y_{m} ) と b_{1}, )b_{m}\in R が存在して、  X=\{(a_{1}, . . . , a_{n})\in
 R^{n}| $\phi$ (  a_{1}, \ldots, a_{n} , bl, . . .

, b_{m} ) が \mathcal{N} で成り立つ}となることである。このと
き、 X をデファイナブル集合という。

\mathcal{N}=(R, +, <, \cdots) が順序極小構造 (0‐minimal structure) とは、 R の任
意のデファイナブル集合が点と開区間の有限和となることである。ここで、
開区間とは、 (a, b)_{R}=\{x\in R|a<x<b\}, -\infty\leq a<b\leq\infty を表すものと
する。

実閉体 (R, +, \cdot, <) は、順序極小構造であり、デファイナブル集合全体は、
semialgebraic 集合全体に一致する。

R の位相は、開区間を開基とする位相とする。 R^{n} の位相は、積位相とす
る。このとき、 R^{n} はハウスドルフ空間となる。
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実数係数 Puiseux 級数 \mathbb{R} [X]
\wedge 、すなわち、 \displaystyle \sum践  a_{i}X^{\frac{i}{q}}, k\in \mathbb{Z}, q\in \mathbb{N}, a_{i}\in \mathbb{R}

と表されるもの全体は、実閉体となり、非アスキメデス的である。
実数体 \mathbb{R} 、 \mathbb{R}_{alg}= { x\in \mathbb{R}|x は \mathbb{Q} 上代数的である}は、アルキメデス的

である。
以下の事実が知られている。

定理2.1. (1) 実閉体の標数は 0 である。

(勿可算以上の任意の濃度  $\kappa$ に対して、2  $\kappa$ 個の同型でない実閉体で濃度  $\kappa$

のものが存在する。

定義2.2.  X\subset R_{\backslash }^{n}Y\subset R^{m} をデファイナブル集合とする。連続写像 f :

X\rightarrow Y がデファイナブル写像とは、 f のグラフ (\subset R^{n}\times R^{m}) がデファイナ
ブル集合となることである。

デファイナブル集合 X \subset  R^{n} がデファイナブリーコンパクトと
は、任意のデファイナブル写像 f : (a, b)_{R} \rightarrow  X に対して、極限点

\displaystyle \lim_{x\rightarrow a+0}f(x) , \displaystyle \lim_{x\rightarrow b-0}f(x) が X 内に存在することである。
デファイナブル集合 X\subset R^{n} がデファイナブリー連結とは、 X の二つの

空でないデファイナブル開集合 Y, Z で、 X=Y\cup Z かつ  Y\cap Z=\emptyset となる

ものが存在しないことである。
コンパクトデファイナブル集合は、デファイナブリーコンパクト集合で

あるが、デファイナブリーコンパクト集合は、コンパクト集合とは限らない。
連結デファイナブル集合は、デファイナブリー連結集合であるが、デファイ
ナブリー連結集合は、連結集合とは限らない。たとえば、  R=\mathbb{R}_{a1g} ならば、

[0, 1]_{\mathbb{R}_{alg}}=\{x\in \mathbb{R}_{alg}|0\leq x\leq 1\} は、デファイナブリーコンパクトかつデファ
イナブリー連結であるが、コンパクトでも連結でもない。

定理2.3 ([9]).  R $\beta$ のデファイナブル集合  X に対して、 X がデファイナブリー
コンパクト集合であることと有界閉集合であることは同値である。

コンパクト集合、連結集合の連続写像のよる像が、それぞれ、コンパク
ト集合、連結集合となることのデファイナブル版が以下である。

命題2.4. X\subset R^{n\text{、}}Y\subset R^{m} をデファイナブル集合、 f : X\rightarrow Y をデファ
イナブル写像とする。 X がデファイナブリーコンパクト(デファイナブリー
連結) ならば、 f(X) はデファイナブリーコンパクト(デファイナブリー連結)
である。

例2.5. (1) \mathcal{N}=(\mathbb{R}_{a}lg, +, \cdot, <) とする。 f : \mathbb{R}_{ag}l\rightarrow \mathbb{R}_{ag}l, f(X)=2^{x} は定義さ
れない (12])。
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(2) \mathcal{N}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <) とする。 f:\mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}, f(x)=2^{x} は定義されるが、デ
ファイナブル関数でない。また、正弦関数 h:\mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}, h(x)=\sin x は定義さ
れるが、デファイナブル関数でない。

3 \mathrm{J}.\mathrm{H} .C. Whitehead の定理

G\subset R^{n} がデファイナブル群とは、 G が群であって、デファイナブル集合で
あり、群演算 G\times G\rightarrow G, G\rightarrow G がデファイナブル写像となることである。
G\subset GL(n, R) とならないデファイナブル群が存在することが知られている。

G をデファイナブル群とする。デファイナブル G 集合とは、デファイナ
ブル集合 X と G 作用  $\phi$ :  G\times X\rightarrow X からなる組 (X,  $\phi$) であって、  $\phi$ がデ
ファイナブル写像となるものである。ここでは、 (X,  $\phi$) と書く代わりに X と

書く。
X\subset R^{n}, Z\subset R^{m} をデファイナブル集合とし、 f:X\rightarrow Z をデファイ

ナブル写像とする。 f がデファイナブル同相写像とは、デファイナブル写像
h:Z\rightarrow X が存在して、 f\circ h=i吻かつ ho f=id_{x} となることである。

X, Z をデファイナブル G 集合とする。デファイナブル写像 f : X\rightarrow Z が
デファイナブル G 写像とは、 f が G 写像となることである。デファイナブル
G 写像 f:X\rightarrow Z がデファイナブル G 同相写像とは、デファイナブル G 写
像 h:Z\rightarrow X が存在して、 foh=idz かつ ho f=id_{x} となることである。

デファイナブル G 写像 f, h:X\rightarrow \mathrm{Y} がデファイナブリー G ホモトピック
とは、デファイナブル G 写像 H\times[0, 1]_{R}\rightarrow Y が存在して、任意の x\in X に

対して H(x, 0)=f(x) , H(x, 1)=h(x) となることである。ただし、 [0, 1]_{R}=
\{x\in R|0\leq x\leq 1\} とする。デファイナブル G 写像 f:X\rightarrow Y がデファイ
ナブル G ホモトピー同値写像とは、デファイナブル G 写像 h:Y\rightarrow X が存
在して、 f oh と id_{Y} がデファイナブリー G ホモトピックかつ ho f とidx デ
ファイナブリー G ホモトピックになることである。

J.H.C. Whitehead は、 CW 複体間の弱ホモトピー同値写像は、ホモトピー
同値写像であることを証明した ([13])。その同変版が松本 ([8]) によって証明
された。そのデファイナブル版が Baro とOtero([l]) によって証明された。

定理3.1 (デファイナブル商空間の存在 ([2])). G をデファイナブリーコンパ
クトデファイナブル群、 x をデファイナブル G 集合とする。このとき、 X/G
はデファイナブル集合として存在して、射影  $\pi$ :  X\rightarrow X/G は、全射デファ
イナブリー固有デファイナブル写像である。

定理3.1より、 H がデファイナブリーコンパクトデファイナブル群 G の

デファイナブル部分群ならば、 G/H はデフィナブル集合で、標準的な G 作
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用 G\times G/H\rightarrow G/H, (g, g^{-}H)\mapsto gg'H によって、 G/H はデフィナブル G 集
合となる。

デファイナブル GCW 複体の定義と結果を思い出そう ([6], [4])。

定義3.2 ([6]). G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。
(1) デファイナブル GCW 複体とは、有限 GCW 複体 {X, \{c_{\dot{ $\eta$}}|i\in I\} ) で

あって、以下の3条件を満たすものである。
(a)X の実現 |X| はデファイナブル G 集合である。
(b) 各開 G セル c_{i} の特性写像 f_{\mathrm{c}_{i}} : G/H_{\mathrm{c}_{i}}\times\triangle\rightarrow\overline{c_{i}} はデファイナブル G

写像であり、 f_{c_{i}}|G/H\times Int \triangle :  G/H\times Int \triangle\rightarrow c_{i} はデファイナブル G 同
相写像である。ただし H_{c_{i}} は G のデファイナブル部分群, \triangle は標準的閉単体,
可は  c_{i} の X における閉包、Int \triangle は  $\Delta$ の内部を表すとする。

(c) 各 c_{i} に対して、 \overline{c_{i}}-c_{i} は開 G セルの有限和である。
(2) X, Y をデファイナブル GCW 複体とする。胞体 G 写像 f:X\rightarrow Y

がデファイナブルとは、 f : |X|\rightarrow|Y| がデファイナブルであることである。

G と各標準的閉単体はデファイナブリーコンパクトなので、デファイナ
ブル GCW 複体はデファイナブリーコンパクトである。

G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。群準同型写
像 f : G\rightarrow O_{n}(R) が表現とは、 f がデファイナブルであることである。ただ
し O_{n}(R) は R の n 次直交群とする。 G の表現空間とは、 G の表現から誘導
された直交作用をもつ R^{n} のことである。

定理3.3 ([4]). G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。 X

を G 表現空間の G 不変デファイナブル部分集合とし、 Y を X のデファイナ
ブル閉 G 部分集合とする。このとき、 G の表現空間三内のデファイナブル G

CW 複体 Z と Z のGCW 部分複体 W とデファイナブル G 写像 f : X\rightarrow Z

が存在して、以下の条件を満たす。

1. f は x と Y を Z と W の開 G セルを除いて得られる G 不変デファイナ
ブル部分集合 Z_{1} と W_{1} の上にデファイナブリー G 同相的に写す。

2. 射影 p:Z\rightarrow Z/G はデファイナブル胞体写像である。

8軌道空間 Z/G は p(Z_{1}) と p(W_{1}) を分割する有限単体複体である。

4. Z の各開 G セル c に対して、 p|c : \overline{c}\rightarrow p(\overline{c}) はデファイナブル切断

s:p|(\overline{c})\rightarrow\overline{c} をもつ。ただし \overline{c} は Z における c の閉包を表すとする。

さらに、 X がデファイナブリーコンパクトならば、 Z=f(X) かつ W=f(Y)
が成り立つ。
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系3.4. G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。 X を G

の表現空間の G 不変デファイナブリーコンパクトデファイナブル部分集合と
する。このとき、 X はデファイナブル GCW 複体である。

G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。 X をデファイ
ナブル G 集合、 Y を X のデフィナブル G 部分集合とする。組 (X, Y) がデファ
イナブル G ホモトピー拡張性をもつとは、デファイナブル G 写像 f:X\rightarrow Z
とデファイナブル G ホモトピー F:Y\times[0, 1]_{R}\rightarrow Z で、各 y\in Y に対して

F(y, 0)=f(y) となるとき、デファイナブル G ホモトピー H:X\times[0, 1]_{R}\rightarrow Z
が存在して、各 x\in X に対して H(x, 0)=f(x) かつ H|Y\times[0, 1]_{R}=F とな

ることである。

定理3.5 ([7]). G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。
X をデファイナブル G 集合、 Y を X のデファイナブル閉 G 部分集合とする
と、 (X, Y) はデファイナブル G ホモトピー拡張性をもつ。

通常のホモトピー群と同様にデファイナブルホモトピー群を考えること
ができる ([1])。

以下の結果を得た。

定理3.6 ([5]). G をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とし、  $\phi$ :

(X, A)\rightarrow(Y, B) をデファイナブル GCW 複体対の間のデファイナブル G 写
像とする。 X^{H}, A^{H} と B^{H} が空でなく、誘導写像 $\phi$_{*}:$\pi$_{n}(X^{H})\rightarrow$\pi$_{n}(Y^{H}) と

$\phi$_{*}:$\pi$_{n}(A^{H})\rightarrow$\pi$_{n}(B^{H}) が、 1\displaystyle \leq n\leq\max(\dim X, \dim Y) と X と Y に現れる
アイソトロピー群 H に対して、全単射ならば、  $\phi$:(X, A)\rightarrow(Y, B) はデファ
イナブル G ホモトピー同値写像である。
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