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1 背景

「平均曲率一定曲面 (CMC 曲面)」 はシャボン玉の数学的モデルであり、CMC 曲面の構成方法

の研究は古くから行われてきた。1866年に、K. T. Weierstrass により \mathbb{R}^{3} 内の平均曲率一定零曲

面(極小曲面) に対して、積分型の公式が与えられた。また、 \mathbb{R}^{3} 内の平均曲率がゼロでない一定

曲面に関しては、J. Dorfmeister とF. \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t} 、H. Wu によって、行列分解などを用いた構成理論

(DPW 法[7]) が考案された。CMC 曲面の構成方法はユークリッド空間だけでなく、リーマン空間

形やセミリーマン空間形などでも研究が進んでいる。

一方、「平面的な曲率線をもつ CMC 曲面」 は、有名な例を多く含んでいることが知られており、

H. Wente ([23]) によって発見されたコンパクトCMC 曲面の非自明な例 (Wente ト - ラス Figure

1) もこのクラスに含まれている。また、「平面的な曲率線をもつ極小曲面」 はA. EnneperやL. P.

Eisenhart. \mathrm{J} . C. C. Nitsche などの先行研究 ([8], [9], [16]) により、すでに分類定理が存在し、平

面、Catenoid、Enneper 曲面、Bonnet 曲面に限ることが知られている。

また、近年、Leite (see [14]) によって3次元ローレンッ空間 \mathbb{R}^{2,1} 内の 「平面的な曲率線をもつ

極大曲面」 の分類が与えられた (see Fact2.2)。Leiteの分類によって6つのケースに分類されるこ
とがわかるが、特異点については当論文内では全く触れられていなかった。本論文では、「平面的

な曲率線をもつ極大曲面」 の特異点について解析を行うが、「極大Bonnet型曲面」 以外のケース

については既に先行研究が存在するため、「極大Bonnet型曲面の特異点」 を主に考える。その際、

Theorem 3.1の結果を導出することにより、「極大 Bonnet 型曲面の特異点」 の完全な型判定定理を

与えたことを報告する(see Theorem3.2)。

Fig. 1: Wente  $\dagger$\urcorner- ラス、Delaunay 曲面 (Unduloid)、柱面的バブルトン(left to right)

—共同研究 ([6]) と、寺本 圭佑氏 (神戸大学) との共同研究 ([17\mathrm{D} によ

るものである。
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2 平面的な曲率線をもつ極大曲面

先行研究 [12] 内において、3次元ローレンツ空間 \mathbb{R}^{2,1} 内の空間的な平均曲率零曲面 (極大曲面)
について Weierstrass 型の表現公式が構成された。その後、[21] 内において、ある種の特異点を許

容する形で一般化され、それらは 「極大面」 と呼ばれている :

Fact 2.1 (極大面 [21]).  $\Sigma$\subset(\mathbb{C};z) を単連結領域とする。 g を有理型関数、  $\omega$=\hat{ $\omega$}dz を正則1次

微分形式とし、 (1+|g|^{2})^{2}|\hat{ $\omega$}|^{2}\neq 0 を満たすものとする。そのとき、

f={\rm Re}[\displaystyle \int(-2g, 1+g^{2}, i(1-g^{2})) $\omega$] (2.1)

は、 \mathbb{R}^{2,1} 内の極大面を定める。また、任意の極大面は局所的にこの方法で与えることができる。

ここでは、Leite (see [14]) によって与えられた 「平面的な曲率線をもつ極大曲面の分類定理」 を

紹介する:

Fact 2.2 ([6], [14]). \mathbb{R}^{2,1} の等長変換と相似拡大の自由度を除いて、平面的な曲率線をもつ極大曲

面は、以下の6つのケースに限る。

- 空間的平面 (P) (0,1 dz),

- 極大 Enneper 曲面 (E)(z, 1\mathrm{d}z) ,

- 光的な軸をもつ極大カテノイド (C_{L}) ( \displaystyle \frac{(1-z)}{(1+z)}, -\displaystyle \frac{(1+z)^{2}}{2} dz) と、その同伴族,

- 時間的な軸をもつ極大カテノイド (C_{T}) ( e^{z}, e^{-z} dz),

\bullet 空間的な軸をもつ極大カテノイド(Cs) ( (1-e^{z})/(1+e^{z}), (-1-\cosh z) dz),

\bullet 極大 Bonnet 型曲面 \displaystyle \{(-e^{z}+t, -\frac{e^{-z}}{2} \mathrm{d}z), t>0\}
(B_{S}:t>1, B_{L}:t=1, B_{T}:0<t<1) .

Fig. 2: 空間的平面,極大 Enneper 曲面,光的な軸をもつ極大カテノイド(left to right)
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Fig. 3: 時間的な軸をもつ極大カテノイド,空間的な軸をもつ極大カテノイド,極大 Bonnet 型曲面

(left to right)

また、[6] では、平面的な曲率線をもつ極大曲面が 「連続変形による極大曲面の1変数族」 にな

ることを示した :

Theorem 2.1 ([6]). 平面的な曲率線をもつ極大曲面は、極大性と平面曲率線条件を保つ連続変形

により 「極大曲面の1変数族」 になる。

Fig. 4: 平面的な曲率線をもつ極大曲面と、その連続変形
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3極大 Bonnet 型曲面の特異点

先行研究 [21] 内では、極大面に対し、カスプ的曲面とツバメの尾の Weierstrass データによる判

定法が与えられた。一方で [10] 内では、極大面がジェネリックにフロンタルの特異点をもつことが

示され、カスプ的交叉帽子の Weierstrass データによる判定法が与えられた。

Fact 3.1 ([10], [21]).  $\Sigma$\subset(\mathbb{C};z) を単連結領域とする。 f :  $\Sigma$\rightarrow \mathbb{R}^{2,1} をWeierstrass データ (g,  $\omega$)
によって与えられる極大面とし、 p を f の特異点とする。

(1) f : カスプ辺 at P\Leftrightarrow{\rm Re}[ $\varphi$]\neq 0 and {\rm Im}[ $\varphi$]\neq 0 at P.

(2) f : ツバメの尾 at P\Leftrightarrow{\rm Re}[ $\varphi$]\neq 0, {\rm Im}[ $\varphi$]=0 and {\rm Re}[ $\phi$]\neq 0 at P.

(3) f : カスプ的交叉帽子 at p={\rm Re}[ $\varphi$]=0, {\rm Im}[ $\varphi$]\neq 0 and {\rm Im}[ $\phi$]\neq 0 at p.

ただし、

 $\varphi$:=\displaystyle \frac{g_{z}}{g^{2}\hat{ $\omega$}},  $\phi$:=\displaystyle \frac{g}{g_{z}}(\frac{g_{z}}{9^{2}\hat{ $\omega$}})_{z}

Fig. 5: カスプ辺、ッバメの尾、カスプ的交叉帽子

Remark 3.1. Fact 3.1等を適用することで、Leite の分類結果のうち、「極大 Bonnet 型曲面」 以

外の5つのケースは既に 「特異点の型」 が特定されている (see [10], [21], [13], etc):
空間的平面 :特異点なし、極大Enneper曲面 :カスプ辺とツバメの尾とカスプ的交叉帽子、

光的な軸をもつ極大カテノイドとその同伴族 :錘状特異点と折り目特異点とカスプ辺、

時間的な軸をもつ極大カテノイド:錘状特異点、空間的な軸をもつ極大カテノイド:錘状特異点。

Remark 3. 1より、以下では 「極大 Bonnet 型曲面」 のみを考え、特異点の型判定を考える。まず、

極大 Bonnet 型曲面の Weierstrass データは、

g(z)=-e^{z}+t, \displaystyle \hat{ $\omega$}(z)dz=-\frac{e^{-z}}{2}dz
ただし、 t>0 は定数。また、極大 Bonnet 型曲面は周期的な曲面になるとわかるので、定義域を

\{u\in \mathbb{R}, v\in(0,2 $\pi$)\} に制限する (ただし、 z=u+iv とおいた)。このとき、Fact 3.1を適用する

と、以下の �不完全な
�

結果が得られる :
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Lemma 3.1. f^{t}(u, v) をWeierstrass データ (-e^{z}+t, -\displaystyle \frac{e^{-z}}{2}dz) で与えられる極大 Bonnet 型曲

面とする。定義域 \{u\in \mathbb{R}, v\in(0,2 $\pi$)\} に制限した極大 Bonnet 型曲面の特異点は、以下の表の点

を除いて 「カスプ辺」 になる :

Fig. 7: t=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}}Fig. 6: 0<t<\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}} Fig. 8: \displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}}<t<1

Fig. 9: t=1
Fig. 10: 1<t
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Lemma 3. 1では、既存の判定法 Fact 3.1を適用して、特異点の型判定を試みたが、 t=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}} にお

いて判定不能になる点が2点存在してしまい、不完全な結果になってしまう。この課題の解決のた

め、寺本氏との共同研究による 「カスプ的蝶々」 と「カスプ的 S_{1}^{-} 特異点」 のWeierstrass データ

による判定法を述べる :

Theorem 3.1 ([17]).  $\Sigma$\subset(\mathbb{C};z) を単連結領域とする。 f :  $\Sigma$\rightarrow \mathbb{R}^{2,1} をWeierstrass データ (g,  $\omega$)
によって与えられる極大面とし、 p を f の特異点とする。

(1) f : カスプ的蝶々 at p\Leftarrow\Rightarrow{\rm Re}[ $\varphi$]\neq 0, {\rm Im}[ $\varphi$]=0, {\rm Re}[ $\phi$]=0 and {\rm Im}[ $\Phi$]\neq 0 at p.

(2) f : カスプ的 S_{1}^{-} 特異点 at p\Leftarrow\Rightarrow{\rm Re}[ $\varphi$]=0, {\rm Im}[ $\varphi$]\neq 0_{f}1\mathrm{m}[ $\phi$]=0 and {\rm Re}[ $\Phi$]\neq 0 at P.

ただし、

 $\varphi$ :=\displaystyle \frac{g_{z}}{g^{2}\hat{ $\omega$}} ,  $\phi$ :=\frac{g}{g_{z}}(\frac{g_{z}}{g^{2}\hat{ $\omega$}})_{z} ,  $\Phi$ :=\frac{g}{g_{z}}\{\frac{9}{g_{z}}(\frac{g_{z}}{g^{2}\hat{ $\omega$}})_{z}\}_{z} (3.1)

さらに、Weierstmss データを (g,  $\omega$) から (g, i $\omega$) に取り換える操作で、カスプ的蝶々とカスプ的

S_{1}^{-} 特異点は互いに移りあう。すなわち、ある極大面上のカスプ的蝶々とその共役極大面上のカス

プ的 S_{1}^{-} 特異点は互いに対応し、双対性が存在する。

Fig. 11: カスプ的蝶々

上の定理の証明より、以下の系を得る :

Fig. 12: カスプ的 S_{1}^{-} 特異点

Corollary 3.1 ([17]). カスプ的 S_{1}^{+} 特異点をもつ \mathbb{R}^{2,1} 内の極大面は存在しない。
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Fig. 13: カスプ的 S_{1}^{+} 特異点

Theorem 3. 1の判定法を適用することで、以下の主定理を得る。

Theorem 3.2. f^{t}(u, v) をWeierstrass データ (-e^{z}+t, -\displaystyle \frac{e^{-z}}{2}dz) で与えられる極大 Bonnet 型

曲面とする。定義域 \{u\in \mathbb{R}, v\in(0,2 $\pi$)\} に制限した極大 Bonnet 型曲面の特異点は、以下の表の

点を除いて 「カスプ辺」 になる :

Fig. 14: 0<t<\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}} Fig. 16: \displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}}<t<1
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Fig. 17: t=1
Fig. 18: 1<t
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