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概要

Takens は円周上の拡大写像について,歴史的挙動を示すような初期値全体の集合が相空間上で残留的と

なることを示した.本稿ではこの円周上の拡大写像の統計的性質が,急冷型ランダム微小摂動によって保存

されることを報告する.証明はランダムなMarkov分割を構成することで得られるが,この分割の存在は
(折畳み写像との位相共役に関する) ランダムな設定におけるShubの定理を示すことにより保証される.

この副産物として,円周上のランダム拡大写像の絶対連続でエルゴード的な不変確率測度に関する新しい公

式を得る.

1 はじめに

M をコンパクトで滑らかな Riemann 多様体とする.力学系 f : M\rightarrow M について, x\in M を初期値とす

る軌道が歴史的挙動を示すとは,時間平均

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{j=0}^{n-1} $\varphi$(f^{\mathrm{j}}(x))
が存在しないような連続関数  $\varphi$ :  M\rightarrow \mathbb{R} が見つかることをいう.様々な統計量は対応する観測量の時間平均

として与えられるため,歴史的な挙動を示す初期値の集合が何らかの意味で無視できるかどうかは力学系理論

において自然な問題となる ;典型的には,正規化されたLebesgue測度について測度正の集合となるかどうか
が問われる.Takens は[11] の中で歴史的挙動を示す初期値の集合が測度正になるような頑強な (persistent)

力学系が存在すると予想したが,これは現時点では未解決問題である.この測度論的な歴史的挙動の問題の背

景については [5, 10, 11] を参考にされたい ; Hofbauer‐Keller [6] および Kiriki‐Soma [8] によるTakens 予想

に関する (近年の) 重要な進展も参照いただきたい.

歴史的挙動の研究における別の方向性として,Takens [11] は歴史的挙動を示す初期値の集合が相空間で残

留的か (residual. つまり,位相的な意味で無視不可能か) どうかを考えた.円周上の二重写像について,彼

は記号力学系を用いて歴史的挙動を示す初期値からなる残留的な集合を構成した.記号力学系の方法は任意の
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円周上の拡大写像に適用可能なので,この証明はそのまま円周上の拡大写像に利用することができる (拡大

写像の歴史的挙動に関するさらに別の研究として [4] も参照). 本稿における目標は彼の歴史的挙動に関する

結果 (およびその円周上の拡大写像への一般化) のランダムな設定への拡張 (の報告) である.測度論的な

Takens 予想のランダム版については,Araújo [1] による結果を参照していただきたい ;本稿での位相的な設

定での結果とは逆に,彼はノイズに関する緩やかな仮定の下,ランダムなTakens予想を否定的に解決した.

摂動のない場合と同様,証明の鍵となるのは (ランダムな) Markov 分割である.これは拡大写像の折畳み

写像との位相共役に関するShubの定理のランダム版を示すことで与えられる.この拡張の副産物として,ラ

ンダム拡大写像の唯一つの絶対連続でエルゴード的な不変確率測度 (の密度関数) に関する公式を与える.こ

れは我々の知る限りでは,新公式となっている.

1.1 定義と結果

\mathrm{S}^{1} を \mathrm{S}^{1}=\mathbb{R}/\mathbb{Z} によって与えられる円周とする. \mathscr{C}^{r}(\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) とHomeo (\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) をそれぞれ円周 \mathrm{S}^{1} 上の

\mathscr{C}^{r} 級写像および同相写像全体の空間とし,それぞれ通常の留r および曽0 距離 d_{\mathscr{C}^{r}} ) と d_{\mathscr{C}^{0}} ) が備わっ

ているものとする.ただし r>1 である. (k\in \mathrm{N}, k\geq 1,0\leq $\gamma$\leq 1 で与えられる  r=k+ $\gamma$ について,

 f\in 曽r(Sl, \mathrm{S}^{1} ) は f の k 階微分が  $\gamma$‐Hölderであることを意味する.) \mathcal{F}(\mathrm{S}^{1}) を \mathrm{S}^{1} 上の空でない左閉‐右開区

間全体からなる空間とし,ハウスドルフ距離 d_{H} ) が備わっているものとする. \mathscr{C}^{r}(\mathrm{S}^{1} , \mathrm{S}^{1}) , Homeo (\mathrm{S}^{1} , \mathrm{S}^{1})
および \mathcal{F}(\mathrm{S}^{1}) には Borel  $\sigma$‐代数を考えることとする.

 $\Omega$ を可分完備距離空間であって,Borel  $\sigma$‐代数  B( $\Omega$) を備え,確率測度 \mathbb{P} を持つようなものとする. \mathscr{C}^{r} 級

の写像 fo:\mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathrm{S}^{1} について, \{f_{ $\epsilon$}\}_{ $\epsilon$>0} を  $\Omega$ から曽r (\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) の連続写像の族であって

\displaystyle \sup_{ $\omega$\in $\Omega$}d_{\mathscr{C}^{r}}(f_{ $\epsilon$}( $\omega$), f_{0})\rightarrow 0 as  $\epsilon$\rightarrow 0 (1.1)

を満たすようなものとする.各  $\epsilon$>0 について, f_{ $\epsilon$}( $\omega$, \cdot)=f_{ $\epsilon$}( $\omega$) の記法を用いると,任意の x\in \mathrm{S}^{1} と  $\omega$,  $\omega$'\in $\Omega$

について  f_{ $\epsilon$}( $\omega$, x) と f_{ $\epsilon$}($\omega$', x) の距離は d_{\mathscr{C}^{r}}(f_{ $\epsilon$}( $\omega$), f_{ $\epsilon$}($\omega$')) でおさえられる.それゆえ, f_{ $\epsilon$} :  $\Omega$\times \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathrm{S}^{1} が

連続写像 (特に可測写像) であることがすぐにわかる.簡便さのため, f_{0}.:\mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathrm{S}^{1} を定数関数  $\Omega$\ni $\omega$\mapsto f_{0}

と同一視することにする.

fo を円周上の拡大写像とする.つまり,定数 $\lambda$_{0}>1 があつて \displaystyle \inf_{x}|\frac{d}{dx}f_{0}(x)|\geq$\lambda$_{0} . 拡大写像の性質につい

ては,例えば [7] を参照さ劃たい. k\geq 2 を被\ovalbox{\tt\small REJECT}写像 f_{0} の写像度とする.このとき (1.1) により,  $\epsilon$ が十分小さ

いならば任意の  $\omega$\in $\Omega$ について  f_{ $\epsilon$}( $\omega$) は拡大写像となる.実際, $\lambda$_{0}=\displaystyle \inf_{x}|\frac{d}{dx}f_{0}(x)| として  $\lambda$=($\lambda$_{0}+1)/2
とおけば,  $\lambda$>1 であつて

\displaystyle \inf_{ $\omega$}\inf_{x}|\frac{\partial}{\partial x}f_{ $\epsilon$}( $\omega$, x)|\geq $\lambda$, 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} (1.2)

となる $\epsilon$_{0}>0 が見つかる. $\delta$_{0}<\displaystyle \frac{1}{2}(1-\frac{1}{k}) を正の実数とし,  $\eta$ を正の実数であって

 $\eta$<\displaystyle \min\{1, ( $\lambda$-1)$\delta$_{0}\} (1.3)

を満たすようなものとする.ここで $\epsilon$_{0} は十分小さく

\displaystyle \sup_{ $\omega$\in $\Omega$}d_{\mathscr{C}^{0}}(f_{ $\epsilon$}( $\omega$), f_{0})<\frac{ $\eta$}{2}, 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} (1.4)

が成り立つようなものとする.特に, f_{ $\epsilon$}( $\omega$) は各  $\omega$\in $\Omega$ について写像度  k の \mathrm{S}^{1} の被覆写像となる.

f_{0} は写像度 k\geq 2 の \mathrm{S}^{1} の被覆写像なので,んの不動点 p0\in \mathrm{S}^{1} が存在する.(1.1) と(1.2) , およびfo が

円周上の局所微分同相写像であることから, p_{0} を含むような閉区間 B=B_{ $\epsilon$} であって, 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} のとき任
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意の  $\omega$\in $\Omega$ について  f_{ $\epsilon$}( $\omega$):B\rightarrow f_{ $\epsilon$}( $\omega$)(B) が微分同相写像であって B\subset f_{ $\epsilon$}( $\omega$)(B) となるようなものが (必

要ならば $\epsilon$_{0} を十分小さく取り直すことで) 得られる. $\epsilon$_{0} は

diam (B)\leq$\delta$_{0} (1.5)

がすべての 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} について成り立つほど十分小さいものと仮定する.ただし,diam(B) は \mathrm{S}^{1} の通常の

距離に関する B の直径である.条件 (1.5) から, \mathrm{S}^{1} の点であってしかし B の点ではないものがある.簡単の

ためにこの点を 0 にうつし, \mathrm{S}^{1} の通常の距離に関数する x, y\in B の距離が |x-y| と一致するようにする.

注意.曖昧でない限り,ノイズ強度  $\epsilon$ は表記上からたびたび省略することとする (特にノイズ変数  $\omega$\in $\Omega$ へ

の依存がすでに明示されているとき). 本稿の全体を通して  $\epsilon$_{0} を(1.2), (1.4) および (1.5) が成り立つような

0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} の範囲の上限を表すために (仮にその値が文脈ごとに変化しても) 使用することとする.この規約

は特に定理11で利用されることになる.

 f: $\Omega$\rightarrow 留  r(\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) を可測写像とし,  $\theta$ :  $\Omega$\rightarrow $\Omega$ を ( $\Omega$, \mathbb{P}) 上の測度保存的な同相写像とする (この条件に

ついては定理5の証明の後の注意も参照いただきたい). 簡単のため,さらに \acute{} $\theta$ はエルゴード的であると仮定

する.任意の  n\geq 1 について , f^{(n)}( $\omega$, x) を歪積写像

 $\Theta$( $\omega$, x)=( $\theta \omega$, f( $\omega$, x)) , ( $\omega$, x)\in $\Omega$\times \mathrm{S}^{1}

の n 回合成のファイバー成分とする.ただし  $\theta \omega$ は  $\theta$( $\omega$) を意味する. f_{ $\omega$}=f( $\omega$, f_{ $\omega$}^{(n)}=f^{(n)} ( $\omega$, \cdot) と表記

すると, f_{ $\omega$}^{(n)} の明示的な形は

f_{ $\omega$}^{(n)}=f_{$\theta$^{n-1} $\omega$}\circ f_{$\theta$^{n-2}$\omega$^{\mathrm{O}}}\cdots\circ f_{ $\omega$}.

となっている.さらに,任意の  $\omega$\in $\Omega$ について  f_{ $\omega$}^{(0)}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{S}^{1}} とする. \{f_{ $\omega$}^{(n)}(x)\}_{n\geq 0}=\{x, f_{ $\omega$}(x), f_{ $\omega$}^{(2)}(x), . . .\}
を f の ( $\omega$, x)\in $\Omega$\times \mathrm{S}^{1} からのランダム軌道と呼ぶ.Takens [11] \ovalbox{\tt\small REJECT} こよる摂動のない場合での扱い同様,軌道

の歴史的挙動を定義する.

定義1. (f の) ( $\omega$, x) からの軌道が歴史的挙動を示すとは,経験分布

\displaystyle \frac{1}{n}\sum_{\dot{j}=0}^{n-1}$\delta$_{f_{ $\omega$}^{(j)}(x)}
がどのような円周上の確率測度にも弱‐* 位相で収束しないことを言う.ただし $\delta$_{x} は点 x におけるDirac測度

である.

以下の定理が本稿の主結果となる.

定理2. 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} とする. \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について, \mathrm{S}^{1} の残留的な部分集合 \mathcal{R}^{ $\omega$} が存

在して,任意の x\in \mathcal{R}^{ $\omega$} について f_{ $\epsilon$} の ( $\omega$,\cdot x) からのランダム軌道は歴史的挙動を示す.

2 証明の概略

まず Dowker の定理のランダム版を考えることから証明をはじめる.この定理は (摂動のない力学系の) 歴

史的挙動を示す稠密な軌道が見つかれば,相空間の残留的な部分集合が存在して,その集合の中の任意の点の

軌道が歴史的挙動を示すと主張するものである.この目標のためには,ランダム軌道の歴史的挙動と稠密性
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についてより強い定義が必要になる.混乱がないときは,一度 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} が与えられれば f= 五について

f_{ $\omega$}^{(n)}=f^{(n)}( $\omega$, \cdot) の表記を利用することにする.連続関数  $\varphi$ : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R},  $\omega$\in $\Omega$, x\in \mathrm{S}^{1} および n\geq 1 につい

て,観測量  $\varphi$ の時間平均  B_{n}( $\varphi$; $\omega$, x) を

B_{n}( $\varphi$; $\omega$, x)=\displaystyle \frac{1}{n}\sum_{j=0}^{n-1} $\varphi$\circ f_{ $\omega$}^{(j)}(\acute{x}) .

によって定義する.ある連続関数  $\varphi$ : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R} について B_{n}( $\varphi$; $\omega$, x) が収束しないとき, ( $\omega$, x) からの軌道が

歴史的挙動を示すことに注意していただきたい.

定義3.  f: $\Omega$\rightarrow 留  r(\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) を可測写像とする. X を  $\Omega$ 上の \mathrm{S}^{1} ‐値確率変数とする.

\{X( $\omega$), f_{ $\theta \omega$}-1(X($\theta$^{-1} $\omega$)), f_{ $\theta \omega$}^{(2)}-2(X($\theta$^{-2} $\omega$)), . . .\}
を X の  $\omega$ におけるランダム軌道と呼ぶ.

(  $\omega$ に依存しない) 実数  $\alpha$,  $\beta$ および連続関数  $\varphi$ : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R} が存在して

\displaystyle \lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}B_{n}( $\varphi$; $\omega$, X( $\omega$))< $\alpha$< $\beta$<\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}B_{n}( $\varphi$; $\omega$, X( $\omega$))
が \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$ について成立するとき,  X は歴史的挙動を示すと言う.

以下の命題から,定理2は,その軌道がほとんど確実に稠密で歴史的挙動を示すような X をただーつ見つ

けることに帰着される.

命題4. f: $\Omega$\rightarrow $\zeta$ \mathscr{E}^{r}(\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) を可測写像とする.ある可測写像 X: $\Omega$\rightarrow \mathrm{S}^{1} が存在して, X のランダム軌道

が \mathbb{P} に関してほとんど確実に \mathrm{S}^{1} で稠密であり, X が歴史的挙動を示すと仮定する.このとき, \mathbb{P} に関してほ

とんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について, \mathrm{S}^{1} の残留的な部分集合 \mathcal{R}^{ $\omega$} が存在して,任意の x\in \mathcal{R}^{ $\omega$} について ( $\omega$, x) か

らのランダム軌道は歴史的挙動を示す.

舞明.[9, Proposition 4] を参照していただきたい.

2. 1 Shub の定理と Markov 分割

次の副節で, f_{ $\epsilon$} のランダム Markov 分割に沿ったグラフのコード化を与えるが,これが証明の主要な道具と

なる.この目標のために,拡大写像と,それと写像度を同じくする折畳み写像の位相共役に関するShubの定

理の,以下のランダムな設定への拡張が必要となる.(1.4) より, 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} のとき,� 任意の  $\omega$\in $\Omega$ について

 f_{ $\epsilon$}( $\omega$, \cdot) : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathrm{S}^{1} の写像度は k となることを思い出していただきたい.

定理5. 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} と仮定する.このとき連続写像 (特に,可測写像) h :  $\Omega$\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{o}(\mathrm{S}^{1} , \mathrm{S}^{1}) が存在して,

\mathbb{P} に関してほとんど確実に

h( $\theta \omega$)\circ E_{k}=f_{ $\epsilon$}( $\omega$)\circ h( $\omega$)

を満たす.ただし Ek : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathrm{S}^{1} は E_{k}(x)=kx mod1で定義される k ‐折畳み写像である.

さらに, \mathbb{P}^{2} に関してほとんどすべての ( $\omega,\ \omega$') について

d_{\mathscr{C}^{\mathrm{o}}}(h( $\omega$), h($\omega$'))\leq$\delta$_{0}
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となる.ここで $\delta$_{0} は(1.3) で与えられた定数である.

証明.[9, Theorem 5] を参照していただきたい.

注意.一般にノイズ空間 ( $\Omega$, \mathbb{P}) 上のべース変換  $\theta$ に関する位相的な条件 (本稿では,.  $\theta$ の連続性) は取り除かれる

方が望ましい.これが実際に取り除けるかどうかは,最終的にはランダムな位相共役ん:  $\Omega$\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{o}(\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1})
の可測性が  $\theta$ に連続性を仮定しなくても得られるかどうかに帰着される.しかし現在のところ,  $\theta$ の連続性の

仮定が本質的なものなのか構成上の人工的なものなのかは不明である.

\mathcal{A}=\{0, 1, . . . , k-1\} とする.以下のランダムな Markov 分割に関する命題が必要となる.

定義6. f: $\Omega$\rightarrow \mathscr{C}^{T}(\mathrm{S}^{1}, \mathrm{S}^{1}) を可測写像とし f( $\omega$) をんと表記する.  $\Omega$ 上 \mathcal{F}(\mathrm{S}^{1}) ‐値の , 有限個の確率変数

\{\mathcal{I}_{j}^{(\cdot)}\}_{j\in A} は以下の条件を満たすとき f のMarkov 分割と言われる :

\bullet \mathcal{I}_{j}^{ $\omega$} は任意の j\in \mathcal{A} について, \mathbb{P} についてほとんど確実に空でない左閉ご右開区間,
\bullet \mathrm{S}^{1}\cong[0 , 1 ) の同一視の下, \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について \lfloor\rfloor_{j\in A}\mathcal{I}_{j}^{ $\omega$}=\mathrm{S}^{1},
\bullet 任意の  j\in \mathcal{A} と \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について,  f_{ $\omega$}(\mathcal{I}_{j}^{ $\omega$})=\mathrm{S}^{1} であって f_{ $\omega$} : \mathcal{I}_{j}^{ $\omega$}\rightarrow \mathrm{S}^{1}

は \mathscr{C}^{r} 微分同相写像,

\bullet 任意の  i, i\in \mathcal{A} と \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について, (f_{ $\omega$})^{-1}(\mathcal{I}_{i}^{ $\theta \omega$})\cap \mathcal{I}_{j}^{ $\omega$} は空でない左閉‐

右開区間.

命題7. 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} と仮定する.このとき f_{\mathrm{E}} のMarkov 分割 \{\mathcal{I}_{j}^{(\cdot)}\}_{j=0}^{k-1} が存在して,任意の 0\leq j\leq k-1

について空でない開区間 J' が存在して \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について \mathcal{I}_{j}^{ $\omega$} は J' と交わらない.

証明.[9, Proposition 7] を参照していただきたい.

2.2 グラフのコード化

この副節を通して, 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} を固定し, \{\mathcal{I}_{j}^{(\cdot)}\}_{j=0}^{k-1} を定理7の中の f_{ $\epsilon$} のMarkov 分割とする. s=

(s_{0}, s_{1}, s_{2}, \ldots s_{n-1})\in \mathcal{A}^{n} と  $\omega$\in $\Omega$ について, \mathrm{S}^{1} の部分集合 \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$} を

\displaystyle \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$}=\bigcap_{j=0}^{n-1}(f_{ $\omega$}^{(j)})^{-1}(\mathcal{I}_{s_{\mathrm{j}}}^{$\theta$^{j} $\omega$})
と定義する.

補題8. 任意の n\geq 1, s\in \mathcal{A}^{n} および \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について, \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$} は \mathrm{S}^{1} の空でない左

閉‐右開区間である.さらに,  $\Omega$ から \mathcal{F}(\mathrm{S}^{1}) への写像  $\omega$\mapsto \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$} は可測となる.

証明.[9, Lemma 8] を参照していただきたい.

長さ無限の s= (s_{0} , Sl, . . )\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}} について, \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$} を \displaystyle \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$}=\bigcap_{n\geq 0}\mathcal{I}_{[s]_{n}}^{ $\omega$} , によって定義する.ここで

[s]_{n}=(s_{0}, s_{1}, \ldots, s_{ $\gamma \iota$-1}) である.このとき, f_{ $\omega$} の逆枝は (1.2) より縮小的であるので,補題8から \mathcal{I}_{s}^{ $\omega$} は1

点集合となる.この点を X_{s}( $\omega$) と表記する.このとき,補題8における可測性から,  $\Omega$ から \mathcal{F}(\mathrm{S}^{1}) への写像

 $\omega$\mapsto\{X_{\mathrm{s}}( $\omega$)\} は可測となり,それゆえ写像 X_{s} :  $\Omega$\rightarrow \mathrm{S}^{1} も可測となる.

次の X_{\mathrm{s}} のグラフに関する2つの補題は単純であるが定理2の証明において本質的である.  $\sigma$ : \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}}\rightarrow \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}}

を  $\sigma$( $\omega$)=($\omega$_{1}, $\omega$_{2}, . .  $\omega$=($\omega$_{0}, $\omega$_{1}, \ldots)\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{\mathrm{O}}} によって定義される一方向シフト写像とする.
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補題9. 任意の s\in.\mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}} について, \mathbb{P} についてほとんど確実に

ん(Xs(  $\omega$ )) =X_{ $\sigma$(s)}( $\theta \omega$)

となり,空でない開区間 J' が存在して X_{s}( $\omega$) は \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について  J' と交わら

ない.

証明.[9, Lemma 9] を参照していただきたい.

補題 10. x を \mathrm{S}^{1} の点どし s=s(x)=(s_{0}, s_{1}, \ldots)\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{\mathrm{O}}} を x のEk によるコードとする.つまり;任

意の j\geq 0 について E_{k}^{j}(x)\in I_{s_{j}} . このとき, \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ と  x\in \mathrm{S}^{1} について

h( $\omega$)(x)=X_{s}( $\omega$) となる.ただし h は定理5で与えられた可測写像である.

証明.[9, Lemma 10] を参照していただきたい.

2\cdot.3 不変測度

定理2の証明に移る前の最後の準備として, X_{s''} の軌道が \mathbb{P} についてほとんど確実に稠密であり,

( $\omega$, X_{s''}( $\omega$)) からの軌道に沿った経験分布がほとんど確実に f_{ $\epsilon$} の唯一っの絶対連続でエルゴード的な不変確

率測度に収束するような s'' を見つける必要がある.この目的のために,Arnold [2, Chapter 1] からいくつか

用語を準備する.

f :  $\Omega$\rightarrow C^{\infty}(\mathrm{S}^{1},\mathrm{S}^{1}) を可測写像とする. \mathcal{B}(\mathrm{S}^{1}) を \mathrm{S}^{1} 上の \mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l} $\sigma$‐代数とする.  $\Omega$\times \mathrm{S}^{1} 上の測度  $\mu$ が

 f‐不変であるとは  $\mu$ が歪積写像  $\Theta$( $\omega$, z)=( $\theta \omega$, f( $\omega$, z)) について不変であって周辺分布  $\pi$_{ $\Omega$} $\mu$ (ここで

 $\pi$_{ $\Omega$} :  $\Omega$\times \mathrm{S}^{1}\rightarrow $\Omega$ は  $\Omega$ への射影) が \mathbb{P} と一致することを言う.  $\mu$ が  f‐不変な確率測度であるとき,唯一つ関

数  $\mu$ :  $\Omega$\times B(\mathrm{S}^{1})\rightarrow[0 , 1], ( $\omega$, B)\mapsto$\mu$_{ $\omega$}(B) が存在して,

1.  $\omega$\mapsto$\mu$_{ $\omega$}(B) は任意の B\in B(\mathrm{S}^{1}) について可測,

2. \mathbb{P} に関してほとんど確実に $\mu$_{ $\omega$} は \mathrm{S}^{1} 上の確率測度,

3. \displaystyle \int ud $\mu$=\int ud$\mu$_{ $\omega$}dP が任意の u\in L^{1}( $\mu$) について成立する

ことが知られている.さらに,  $\theta$ は双可測であると仮定していたので,  $\mu$_{ $\omega$} の f( $\omega$) による送出し f( $\omega$)$\mu$_{ $\omega$} はほ

とんど確実に  $\mu \theta \omega$ .と一致することが知られている ([2, Chapter 1  $\mu$ を  $\mu$ の( \mathbb{P} に関する) 条件付き確

率と呼ぶ.

次の唯一つの絶対連続なエルゴード的な不変測度(absolutely continuous ergodic invariant measure, aceip

と略される) に関する定理はBaladi et al. [3] による結果から直ちに導かれる.

定理11. 正の実数 $\epsilon$_{0} が存在して任意の 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} について、  $\Omega$\times \mathrm{S}^{1} 上の f_{ $\epsilon$} ‐不変確率測度 $\mu$^{ $\epsilon$} が存在し,

$\mu$^{ $\epsilon$}() を $\mu$^{ $\epsilon$} の条件付き確率測度とするとぎ $\mu$_{ $\omega$}^{ $\epsilon$} は \mathbb{P} についてほとんど確実に \mathrm{S}^{1} 上の正規化された Lebesgue

測度 m と同値になる.さらに, (\mathbb{P}\times m) に関してほとんどすべての ( $\omega$, x) について

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{j=0}^{n-1} $\varphi$\circ f_{ $\epsilon$}^{(j)}( $\omega$, x)=\int $\varphi$ d$\mu$^{ $\epsilon$} (2.1)

が任意の連続関数  $\varphi$ : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R} について成り立つ.

証明.[9, 定理11] を参照していただきたい.
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定理11は一般には, ( $\omega$, X_{s''}( $\omega$)) が(2.1) における x を X_{s''}( $\omega$) に置き換えた条件を, \mathbb{P} についてほとんど

確実に満たすような s''\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}} が存在することを意味するわけではないことに注意していただきたい.それゆ

えに, X_{s''} の軌道が \mathbb{P} に関してほとんど確実に稠密になるような s�の存在を保証する以下の定理12が必要

となる.

定理12を述べるための用語を準備する. 0\leq $\epsilon$<$\epsilon$_{0} を固定し h=h_{ $\epsilon$} を定理5で与えられた写像とする.

このとき, h: $\Omega$\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{o}(\mathrm{S}^{1} , \mathrm{S}^{ $\iota$}) の連続性より ( $\omega$, x)\mapsto h( $\omega$)(x) は  $\Omega$\times \mathrm{S}^{1} から \mathrm{S}^{1} への連続写像となる.

それゆえ任意の連続関数  $\varphi$ : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R} に関して, $\Phi$_{h}( $\omega$, x)= $\varphi$(h( $\omega$)(x)) , ( $\omega$, x)\in $\Omega$\times \mathrm{S}^{1} で与えられる関

数 $\Phi$_{h}: $\Omega$\times \mathrm{S}^{1}\mapsto \mathbb{R} は連続,特に可測となる.さらに, \Vert$\Phi$_{h}\Vert_{L_{m\times \mathrm{P}}^{1}}\leq\Vert $\varphi$\Vert 曽  0 であり, $\Phi$_{h} が積測度 m\times \mathbb{P}

について可積分関数であることが簡単にわかる.ゆえにFubiniの定理から  $\omega$\displaystyle \mapsto\int$\Phi$_{h}( $\omega$, \cdot)dm は可測とな

る.さらに,  $\varphi$ は任意の連続関数であったので,Riesz の表現定理より \mathrm{S}^{1} 上の確率測度 (h( $\omega$))_{*}m が存在し

て \displaystyle \int$\Phi$_{h}( $\omega$, \cdot)dm=\int $\varphi$ d[(h( $\omega$))_{*}m] が任意の  $\omega$\in $\Omega$ について成立する.(この確率測度は  m の h( $\omega$) による

送出しと呼ばれる.)

定理12. 任意の連続関数  $\varphi$ : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R} について , ( $\Omega$, \mathbb{P}) と (\mathrm{S}^{1}, m) の測度1の集合  $\Gamma$, A が存在して , 任意の

( $\omega$, x)\in $\Gamma$\times A について, s=s(x)\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}} を補題10で与えられた x の E_{k} によるコードとすると

n\displaystyle \mathrm{h}\mathrm{m}\frac{1}{n}\sum_{j=0}^{n-1} $\varphi$\circ f_{ $\omega$}^{(j)}(X_{s}( $\omega$))=\int(\int $\varphi$ d [ (h()) 。
m] )d\mathbb{P}

が成り立つ.

証明.[9, 定理12] を参照していただきたい.

注意.定理12と定理11により (2.1) が成立するような点の集合の幾何に関する情報が得られる.つまり,測

度1の集合 \{( $\omega$, h( $\omega$)(x))|( $\omega$,x)\in $\Gamma$\times A\} は(2.1) (補題10を思い出していただきたい) を満たす点の集合

に含まれている.さらに,これらの結果はただ一つのaceipである $\mu$^{ $\epsilon$} の条件付き確率に関する公式を導く : \mathbb{P}

についてほとんど確実に

$\mu$_{ $\omega$}^{ $\epsilon$}=(h( $\omega$))_{*}m.

2.4 証明の終り

X_{s} が命題4の仮定を満たすような列 s\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{\mathrm{O}}} を構成しよう.Takens [11, Section 4] による扱い同様,こ

の列は周期的な列と唯一つのaceipを生み出す列を適当に組み合わせたものとなる.
s'\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{\mathrm{O}}} を周期的な列とする.簡単のため, s'=(00\ldots) とおく.命題7と補題9により,空でない2つ

の開区間 J\subset J'\subset \mathrm{S}^{1} が存在して,どちらも \mathcal{I}_{0}^{ $\omega$} と (特に, X_{8^{J}}( $\omega$)=X_{(00\ldots)}( $\omega$) と) \mathbb{P} に関してほとんどす

べての  $\omega$ について交わらない.ここで  J\subset J' は真部分集合の意味での包含蘭係である.. 0 : \mathrm{S}^{1}\rightarrow \mathbb{R} を留1

級関数であって

\bullet  $\varphi$ 0 の台は J' に含まれている,

\bullet すべての  x\in J について $\varphi$_{0}(x)=1,
\bullet すべての  x\in \mathrm{S}^{1} について 0\leq $\varphi$(x)\leq 1

となるようなものとする.
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i\geq 0, m\geq 0 を整数とする.このとき正の整数 n_{1}(j, m) が存在して \mathbb{P} についてほとんど確実に

\displaystyle \sup_{t\in A^{m}}\sup_{\overline{t}\in \mathcal{A}^{t\not\in 0}}|B_{n+m}((\cap: $\omega$, X_{\mathrm{t}[s]_{n}\overline{t}}( $\omega$))|\leq\frac{1}{2^{j-1}} (2.2)

が任意の n\geq n_{1}(j, m) について成り立つ.ただし, t=(t_{0}, t_{1}, \ldots, t_{m-1})\in \mathcal{A}^{m}r と \tilde{t}=(\tilde{t}_{0},\tilde{t}_{1}, \ldots)\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}} に

ついて tÍs�]J = (t0, tl, . . . t_{m-1}, s_{0}'\mathrm{s}\'{i}, \ldots, s_{n-1}' , to, tl, . . .) である ( \mathcal{A}^{0} は空集合と解釈する). 実際

B_{n+m}($\varphi$_{0}; $\omega$, x)=\displaystyle \frac{m}{n+m}B_{m}($\varphi$_{0}; $\omega$, x)+\frac{n}{n+m}B_{n}($\varphi$_{0};$\theta$^{m} $\omega$, f_{ $\omega$}^{(m)}(x)) (2.3)

がすべての x\in \mathrm{S}^{1} について成り立つことに注意していただきたい.さらに,もし x\in \mathcal{I}^{ $\omega$} がある t\in \mathcal{A}^{m}
t[s']_{n}

について成り立てぱ, f_{ $\omega$}^{(m+l)}(x)\not\in J' がすべての 0\leq\ell\leq n-1 と \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ につ

いて成り立つ (  f_{ $\omega$}^{(m+\ell)}(x)\in \mathcal{I}_{0}^{$\theta$^{m+l} $\omega$} であり \mathcal{I}_{0}^{$\theta$^{m+\ell} $\omega$}\cap J'=\emptyset なので). ゆえに  B_{n}( $\varphi$ 0;$\theta$^{m} $\omega$, f_{( $\theta$}^{(m)}(x))=0 と

なり,ただちに主張を得る.

一方で,定理11と12およびこれらの定理の後の注意から, \mathbb{P} に関してほとんどすべての  $\omega$\in $\Omega$ について

 B_{n}($\varphi$_{0}; $\omega$, X_{s''}( $\omega$)) が n が無限大となるとき \displaystyle \int$\varphi$_{0}d$\mu$^{ $\epsilon$} に収束するような s''\in \mathcal{A}^{\mathrm{N}_{0}} を見つけることができる.

また (2.3) より,任意の長さ m の列 t\in \mathcal{A}^{m} について, B_{[\frac{n}{2}]+m}( $\varphi$ 0; $\omega$, X_{ts''}( $\omega$)) も \mathbb{P} についてほとんど確実

に \displaystyle \int$\varphi$_{0}d$\mu$^{ $\epsilon$} に収束する.ここで [\displaystyle \frac{n}{2}] は \displaystyle \frac{n}{2} の整数部分である.この考察から,整数 \dot{n}\geq 1, j\geq 0 および幅 \geq 0

について $\Gamma$_{n}(j, m) を

$\Gamma$_{n}(j, m)=\displaystyle \bigcap_{t\in A^{m}}\{ $\omega$\in $\Omega$:|B_{[\frac{n}{2}]+m}( $\varphi$ 0; $\omega$, X_{ts''}( $\omega$))-\int$\varphi$_{0}d$\mu$^{ $\epsilon$}|\leq\frac{1}{2^{j}}\} (2.4)

によって定義するとき,任意の整数 j\geq 0 と m\geq 0 について正の整数 n_{2}(j, m) が存在して

\displaystyle \mathbb{P}($\Gamma$_{n}(j, m))\geq 1-\frac{1}{2^{\mathrm{j}-1}} (2.5)

が任意の n\geq n_{2}(j, m) について成立する.

さらに,すべての j\geq 0 と m\geq 0 に大して,正の整数碗 (j, m) が存在して, \mathbb{P} についてほとんど確実に

\displaystyle \sup_{t\in A^{m}}\sup_{\overline{\mathrm{t}}\in A^{\mathrm{N}}\mathrm{o}}|B_{[\frac{n}{2}]+m}( $\varphi$ 0; $\omega$, X_{ts''}( $\omega$))-B_{[\frac{n}{2}]+m}( $\varphi$ 0; $\omega$, X_{t[s'']_{n}\tilde{t}}( $\omega$))|\leq\frac{1}{2^{j}}
がすべての n\geq\overline{n}_{3}(j, m) について成り立つ.実際,すべての  0\leq i\leq [\displaystyle \frac{n}{2}] について \mathcal{I}_{[s'']_{n-j}}^{ $\omega$} の長さは \mathbb{P} につ

いてほとんど確実に $\lambda$^{-n-j^{-}}\leq  $\lambda$ 一号 +1 以下となる.ゆえに,平均値定理から

|B_{1_{T}^{n}]}($\varphi$_{0};$\theta$^{m} $\omega$, f^{(m)}(x))-B_{[\frac{n}{2}]}\langle$\varphi$_{0};$\theta$^{m} $\omega$, f^{(m)}(y))|\leq$\lambda$^{-} 号 +1\Vert $\varphi$\Vert 望1

が任意の  x\in \mathcal{I}_{ts''}^{ $\omega$} と y\in \mathcal{I}^{ $\omega$} ,, ‐について成り立っ.よって (2.3) ょ りただちに主張が従う.この評価と
t[s'']_{n}t

(2.4) の中の不等式を組み合わせると,任意の m\geq 0 と j\geq 0 について正の整数 n3 (j, m) が存在して

\displaystyle \sup_{t\in A^{m}}\sup_{\overline{t}\in A^{\mathrm{N}_{0}}}|B_{[\frac{n}{2}]+m}( $\varphi$ 0;\dot{ $\omega$}, X_{t[s]_{n}\overline{t}}( $\omega$))-\int$\varphi$_{0}d$\mu$^{ $\epsilon$}|\leq\frac{1}{2^{j-1}},  $\omega$\in$\Gamma$_{n}(j, m) (2.6)

が任意の n\geq n_{3}(j, m) について成り立つことがわかる.

最後に,経験分布

\displaystyle \frac{1}{n}\sum_{j=0}^{n-1}$\delta$_{f_{ $\omega$}^{(j)}(X_{s''}( $\omega$))}
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は定理11と12により, \mathbb{P} についてほとんど確実に

\displaystyle \overline{ $\mu$}^{ $\epsilon$}(A)=\int$\mu$_{ $\omega$}^{ $\epsilon$}(A)d\mathbb{P} for A\in \mathcal{B}(\mathrm{S}^{1})

で定義される滑らかな測度 \overline{ $\mu$}^{ $\epsilon$} に収束するため, X_{s''} は \mathrm{S}^{1} で稠密となることに注意していただきたい.

それでは歴史的挙動を示す軌道をつくるような s を構成しよう.これは

s= ( \mathrm{s}0, . . .

, s_{N_{1}-1}, s_{N_{1}}, \ldots, s_{N_{2}-1}, s_{N_{2}}, . .

の形となっており,各々の (s_{N_{j-1}}, \ldots, s_{N_{j}-1}) は, j が偶数のときはs�のはじめの部分, j が奇数のときは s''

のはじめの部分となっている.各部分の長さ \{\overline{N}_{j}\}_{j\geq 0} (つまり, Nj=N_{j} — N_{j-1} ) は j |こ関して帰納的に選

ばれる : \overline{N}_{1}, \tilde{N}_{2}, \~{N}_{j-1} が与えられたとするとき,暢を n_{1}(j, N_{j-1}) , n_{2}(j, N_{j-1}) , n_{3}(j, N_{j-1}) の最大値

より大きい正の整数とする.ただし珊‐1 =\overline{N}_{1}+\overline{N}_{2}+\cdots+\~{N}_{j-1} であり, -N_{0}=0 である.

$\Gamma$_{0}=\displaystyle \bigcup_{j\geq 1}\mathrm{F}_{\~{N}_{j}}(j, [s]_{N_{j-1}})
とおく.このとき,(2.5) より \mathbb{P}($\Gamma$_{0})=1 であり,(2.6) より

\displaystyle \lim_{n}\sup B_{n}($\varphi$_{0}; $\omega$, X_{s}( $\omega$))\geq\int$\varphi$_{0}d $\mu$>0,  $\omega$\in$\Gamma$_{0}
を得る.また,(2.2) より

\displaystyle \lim_{\mathrm{n}}\inf B_{n}($\varphi$_{0}; $\omega$, X_{s}( $\omega$))\leq 0,  $\omega$\in$\Gamma$_{0}
である.つまり, X_{s} は歴史的挙動を示す.さらに, X_{s''} の軌道は \mathbb{P} についてほとんど確実に稠密であったの

で, X_{s} も \mathbb{P} についてほとんど確実に稠密である.したがって,命題4から定理2が証明された.
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