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1 はじめに

自己適合移動格子スキームとは,特異性のある解を持つ可積分な非線形波動方程式に対して解構造を保つ離

散化を行うことで得られた格子間隔が自動的に調節される構造保存型差分スキームである.WKI 型の Lax ペ

アを持つソリトン方程式はホドグラフ変換と呼ばれる座標変換によってAKNS型の Lax ペアを持つソリトン

方程式に変換されることが知られている [1]. 自己適合移動格子スキーム構築の鍵はホドグラフ変換の離散化

である.非線形波動方程式のホドグラフ変換には保存則が対応しているが,自己適合移動格子スキームにおい

ては離散ホドグラフ変換に対応する離散保存則の保存密度が格子間隔になる [2, 3]. 保存密度を格子間隔にと

ることによって,急激に変位が変化するところで格子問隔が自動的に調節されるからくりとなっている.例え

ば \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathfrak{n} pulse (\mathrm{S}\mathrm{P}) 方程式 (短パルス方程式)

u短 =u+\displaystyle \frac{1}{6}(u^{3})_{XX} (1)

(u は x と t の2変数関数であり, u_{x} は u の x に関する偏微分, u_{t} は t に関する偏微分を表す) に対して自己適

合移動格子スキームが提案され,それが数値計算法として有効であることが示された [2, 3]. SP 方程式は非線

形媒質中を伝播する超短パルスの近似モデルとしてSchmerとWayneによって発見された方程式である [4].

これまで様々な方程式で自己適合移動格子スキームは構成されているが,Humter‐Saxton 方程式などのカスプ

型のソリトン解を持つ方程式に対しては自己適合移動格子スキームを用いた数値計算が成功していない.最

近,カスプ型のソリトン解とブリーザー解を持つmodffied short pulse (\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P}) 方程式

u_{x\mathrm{t}}=u+\displaystyle \frac{1}{2}u(u^{2})_{XX} (2)
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がSakovich によって提案され [5], さらに \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式を2成分拡張した2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式

\left\{\begin{array}{ll}
u_{xt}=u+\frac{1}{2}v(u^{2})_{XX}, & (3)\\
v_{ $\chi$ t}=v+\frac{1}{2}u(1p)_{XX} & (4)
\end{array}\right.
が松野によって提案された [6]. 2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式で u, v を複素関数とし, v=u^{*} (がはu の複素共役) とする

ことで,複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式

u溜 =u+\displaystyle \frac{1}{2}u^{*}(u^{2})_{XX} (5)

が得られる.これを書きかえて

u_{xt}=u+(|u|^{2}u_{X})_{X}-u|u_{X}|^{2} (6)

の形にすることもできる.

本稿では,カスプ型ソリ トン解を持つ \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式,2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式,複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の可積分自己適合

移動格子スキームの構成とそれを用いた数値計算について報告する.

2 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキーム

\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式

u_{x\mathrm{t}}=u+\displaystyle \frac{1}{2}u(u^{2})_{XX} (7)

はホドグラフ変換

X=\displaystyle \int\frac{1}{ $\rho$(x,t)}dx=x_{0}+\int_{x_{0}}^{X}\frac{1}{ $\rho$(\tilde{x},t)}d\tilde{x}, T=t, \frac{1}{ $\rho$}=1+u_{X}^{2} (8)

あるいは

x=\displaystyle \int $\rho$(X, T)dX=X_{0}+\int_{X_{0}}^{\mathrm{X}} $\rho$(\tilde{X}, T)d\tilde{X}, I=T,  $\rho$=\frac{1}{2}\pm\sqrt{\frac{1}{4}-u_{X}^{2}} (9)

の元で,連立非分散方程式(coupled dispersionless system)

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial $\rho$}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(u^{2})=0, & (10)\\
\frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=u(2 $\rho$-1) & (11)
\end{array}\right.
と等価である. X_{0} は積分定数であり左側の境界の位置である.以下でこのことを確認してみよう.

\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式を保存則

(1+u_{X}^{2})_{t}-(u^{2}(1+u_{X}^{2}))_{X}=0 (12)

に変形し,保存密度を

$\rho$^{-1}=1+u_{X}^{2} (13)

とおいてホドグラフ変換を
dX=$\rho$^{-1}dx+$\rho$^{-1}u^{2}dt, dT=dt, (14)

と定める.この式から

\displaystyle \frac{\partial X}{\partial x}=$\rho$^{-1}, \frac{\partial X}{\partial t}=$\rho$^{-1}u^{2}, \frac{\partial T}{\partial t}=1, \frac{\partial T}{\partial x}=0 (15)

となり,微分則

\displaystyle \frac{\partial}{\partial T}=\frac{\partial}{\partial t}-u^{2}\frac{\partial}{\partial x}, \frac{\partial}{\partial X}= $\rho$\frac{\partial}{\partial x} (16)
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が得られる.同じ微分則を与える (8) はホドグラフ変換の積分表示である.

次に \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式を

\displaystyle \frac{\partial}{\partial x}(\frac{\partial}{\partial t}-u^{2}\frac{\partial}{\partial x})u=u.-uu_{x}^{2} (17)

に変形し,これに微分則 (16) を適用すると

\displaystyle \frac{$\theta$^{2}u}{\partial X\partial T}=u(2 $\rho$-1) (18)

が得られる.一方,保存則を  $\rho$ で書き直したものに対して,同じように微分則を用いることで

\displaystyle \frac{\partial $\rho$}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(u^{2})=0 (19)

が得られ,これは X, T に関しての保存則を与える.  $\rho$ は保存密度,  u^{2} は流束である.以上の手続きで得られ

た連立微分方程式系 (18), (19) は,連立非分散方程式

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial $\rho$}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(u^{2})=0, & (20)\\
\frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=u(2 $\rho$-1) & (21)
\end{array}\right.
と呼ばれるソリ トン方程式である.ホドグラフ変換

dx= $\rho$ dX-u^{2}dT, dt=dT (22)

を用いれば連立非分散方程式 (20), (21) から \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式 (7) を導くこともできる.(9) は(22) と同じ微分則を

与えることから,(9) はホドグラフ変換の積分表示であることがわかる.

次に連立非分散方程式 (20), (21) は従属変数変換

 u=\displaystyle \frac{1}{2}\frac{\partial $\phi$}{\partial T},  $\rho$=\frac{1}{2}+\frac{1}{2}\cos $\phi$\sim, (23)

により,それぞれ

\displaystyle \frac{\partial $\rho$}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(u^{2})=0 \Leftrightarrow \frac{\partial}{\partial T}(\frac{1}{2}+\frac{1}{2}\cos $\phi$)+\frac{\partial}{\partial X}(\frac{1}{2}$\phi$_{T})^{2}=.0
\Leftrightarrow $\phi$_{XT} = sin  $\phi$ , (24)

\displaystyle \frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=u(2 $\rho$-1) \Leftrightarrow \frac{\partial^{3} $\phi$}{\partial X\partial T^{2}}=$\phi$_{\mathrm{T}}\cos $\phi$
\Leftrightarrow  $\phi$ x $\tau$=\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}} $\phi$ (25)

となり,sine‐Gordon 方程式に帰着する.従属変数変換

 $\phi$=2i\displaystyle \log\frac{F^{*}}{F} (F :複素関数) (26)

より,sine‐Gordon 方程式の左辺,右辺を以下のように変形する:

$\phi$_{\mathrm{X}}=\displaystyle \frac{\partial^{2}}{\partial X\partial T}(2i\log\frac{F^{*}}{F})=i(\frac{D_{X}D_{T}F^{*}\cdot F^{*}}{F^{*2}}-\frac{D_{X}D_{T}F\cdot F}{F^{2}}) , (27)

sin  $\phi$=\displaystyle \mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}(2i\log\frac{F^{*}}{F})=\frac{e^{i $\phi$}-e^{-i $\phi$}}{2i}=-\frac{i}{2}(\frac{F^{2}}{F^{*2}}-\frac{F^{*2}}{F^{2}}\mathrm{I} . (28)

D_{X} と D_{T} は f\cdot g=(\partial_{X}-\partial_{\mathrm{X}}\cdot)^{m}f(X)g(X')|x^{1}=x で定義される広田の D‐演算子である.(27), (28)から

i(\displaystyle \frac{D_{X}D_{T}F^{*}\cdot F^{*}}{F^{*2}}-\frac{D_{X}D_{T}F\cdot F}{F^{2}}\mathrm{I}=-\frac{i}{2}(\frac{F^{2}}{F^{*2}}-\frac{F^{*2}}{F^{2}}) (29)
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となり,これは

\displaystyle \frac{D_{X}D_{T}F^{*}\cdot F^{*}}{F^{*2}}=C-\frac{1}{2}\frac{F^{2}}{F^{*2}} , (30)

\displaystyle \frac{D_{X}D_{7}F\cdot F}{F^{2}}=C-\frac{1}{2}\frac{F^{*2}}{F^{2}} . (31)

と分離できる.ここで C は定数であるが, C=\displaystyle \frac{1}{2} とすると(30), (31) は双線形形式

\left\{\begin{array}{ll}
D_{X}D_{T}F^{*}\cdot F^{*}=\frac{1}{2}(F^{*2}-F^{2}) , & (32)\\
D_{X}D_{T}F\cdot F=\frac{1}{2}(F^{2}-F^{*2}) & (33)
\end{array}\right.
に帰着する. \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の解は双線形方程式 (32), (33) の解 F, F^{*} を用いて以下のように表される :

u=.\displaystyle \frac{\partial}{\partial T}(\log\frac{F^{*}}{F}) , (34)

x=\displaystyle \int $\rho$(X, T)dX=\int(1-(\log FF^{*})_{X\mathrm{T}})dX=X-(\log FF^{*})_{T}, t=T. (35)

1‐ \grave{}ノリ ト J^{\backslash } 解は

F=1+ie^{ $\eta$},  $\eta$=pX+\displaystyle \frac{1}{p}T+ $\eta$ 0 (36)

と置けばよく,

 u=\displaystyle \frac{1}{p}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h} $\eta$, x=X-\frac{1}{p}e^{ $\eta$}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h} $\eta$ (37)

となる.

Remmld: 従属変数変換  u=f $\epsilon,\ \rho$=1-(\log \mathrm{D}_{XT} を用いると \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式は双線形形式

\left\{\begin{array}{ll}
D_{T}^{2}f\cdot f=2g^{2}, & \text{（}38)\\
D_{X}D_{T}g\cdot f=gf & (39)
\end{array}\right.
に変換される.

双線形方程式 (32), (33) の空間変数 Xについての離散化として以下の半離散双線形方程式を考える :

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{2}{a}D_{T}F_{k+1}^{*}\cdot F_{k}^{*}=\frac{1}{2}(F_{k}^{*}F_{k+1}^{*}-F_{k}F_{k+1}) , & (40)\\
\frac{2}{a}D_{T}F_{k+1}\cdot F_{k}=\frac{1}{2}(F_{k}F_{k+1}-F_{k}^{*}F_{k+1}^{*}) . & (41)
\end{array}\right.
ここで a は差分間隔である.この双線形方程式は N‐ソリ トン解を持つ.(40) の全体を F_{k}^{*}F_{k+1}^{*} で割ると

\displaystyle \frac{2}{a}(\frac{(F_{k+1}^{*})_{T}}{F_{k+1}^{*}}-\frac{(F_{k}^{*})_{T}}{F_{k}}*\mathrm{I}=\frac{1}{2}(1-\frac{F_{k}F_{k+1}}{F_{k}^{*}F_{k+1}^{*}}) (42)

となり,これを変形すると

\displaystyle \frac{4}{a}(\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k}^{*}})_{T}-1=-\frac{F_{k}F_{k+1}}{F_{k}^{*}F_{k+1}^{*}} (43)

が得られる.同様にして (41) より

\displaystyle \frac{4}{a}(\log\frac{F_{k+1}}{F_{k}})_{T}-1=-\frac{F_{k}^{*}F_{k+1}^{*}}{F_{k}F_{k+1}} (44)

が得られる.(43) から (44) を引くと

\displaystyle \frac{1}{a}(2i\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}})_{T}-\frac{1}{a}(2i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}})_{T}=\frac{i}{2}(\frac{F_{k+1}^{*}F_{k}^{*}}{F_{k+1}F_{k}}-\frac{F_{k+1}F_{k}}{F_{k+1}^{*}F_{k}^{*}}\mathrm{I} (45)
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となる.ここで先ほど行った従属変数変換 (23) の離散化である離散従属変数変換

u_{k}=\displaystyle \frac{1}{2}\frac{\partial$\phi$_{k}}{\partial T}, $\rho$_{k}=\displaystyle \frac{1}{2}+\frac{1}{2}\cos(\frac{$\phi$_{k+1}+$\phi$_{k}}{2}) , ￠k=2i\displaystyle \log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}} (46)

を考える.(45) の右辺を変形すると

\displaystyle \frac{i}{2} ( \displaystyle \frac{F_{k+1}^{*}F_{k}^{*}}{F_{k+1}F_{k}}-\frac{F_{k+1}F_{k}}{F_{k+1}^{*}F_{k}^{*}}\mathrm{I}=\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}(\dot{I}\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}}+i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}})=\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}(\frac{$\phi$_{k+1}+$\phi$_{k}}{2}) (47)

となるので,(45) は半離散sine‐Gordon 方程式

\displaystyle \frac{1}{a}(\frac{\partial$\phi$_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial$\phi$_{k}}{\partial T}\mathrm{I}=\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}(\frac{$\phi$_{k+1}+$\phi$_{k}}{2}) (48)

となる.これを T で微分すると

\displaystyle \frac{1}{a}(\frac{\partial^{2}$\phi$_{k+1}}{\partial T^{2}}-\frac{\partial^{2}$\phi$_{k}}{\partial T^{2}})=\frac{1}{2}(\frac{\partial$\phi$_{k+1}}{\partial T}+\frac{\partial$\phi$_{k}}{\partial T})\cos(\frac{$\phi$_{k+1}+$\phi$_{k}}{2}) (49)

となり,従属変数変換 (46) によって u_{k} と $\rho$_{k} の方程式

\displaystyle \frac{1}{a}(\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T})=\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}(2$\rho$_{k}-1) (50)

が得られる.(46)より

$\rho$_{k}=\displaystyle \frac{1}{2}+\frac{1}{2}\cos(i\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}}+i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}}) (51)

であることがわかるが,これを T で微分すると

\displaystyle \frac{\partial$\rho$_{k}}{\partial T}=-\frac{1}{2}((i\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}})_{T}+(i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}})_{T}) sin (ilog \displaystyle \frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}}+i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}})
=-\displaystyle \frac{1}{2}((i\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}})_{T}+(i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}})_{T})(\frac{1}{a}(2i\log\frac{F_{k+1}^{*}}{F_{k+1}})_{T}-\frac{1}{a}(2i\log\frac{F_{k}^{*}}{F_{k}})_{T})
=-\displaystyle \frac{u_{k+1}^{2}-u_{k}^{2}}{a} (52)

となり, $\rho$_{k} の時間発展方程式が得られる.連立微差分方程式系 (50), (52) は半離散連立非分散方程式

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial_{T}u_{k+1}-\partial_{T}u_{k}}{a}=\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}(2$\rho$_{k}-1) , & (53)\\
\frac{ $\delta \rho$_{k}}{\partial T}=-\frac{u_{k+1}^{2}-u_{k}^{2}}{a} & (54\text{）}
\end{array}\right.
である.最後にホドグラフ変換の離散化

 x=xi+\displaystyle \int_{\mathrm{X}}^{X} $\rho$(\tilde{X}, T)d\tilde{X} \Rightarrow x_{k}=X_{0}+\sum_{\triangleleft j-}^{k-1}apj k=1,2, \cdots (55)

を行う.ここで為は左側境界である.また, $\rho$_{k}\equiv p(X_{k}, T) はパラメトリック座標丁, X_{k}=X_{0}+ak での  $\rho$ の値

である.このとき,格子間隔
 $\delta$_{k}:=x_{k+1}-x_{k} (56)

を導入すると,離散ホドグラフ変換から関係式

$\delta$_{k}=a$\rho$_{k} (57)
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が成り立つことがわかる.(57) を用いて半離散連立非分散方程式 (53), (54) における $\rho$_{k} を $\delta$_{k} におきかえると

\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキーム

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T}=\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}(2$\delta$_{k}-a) , & \text{（}58)\\
\frac{\partial$\delta$_{k}}{\partial T}=-(u_{k+1}^{2}-u_{k}^{2}) & \text{（}59)
\end{array}\right.
が得られる. \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキームにおいて格子間隔 $\delta$_{k} は空間離散の保存則 (59) の保存密

度になっている.このことから \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキームは以下の性質を持つことがわかる:

1. u_{k}^{2}-u_{k+1}^{2}<0 の時,すなわち流束 u_{k}^{2} と u_{k+1}^{2} の間の傾きが正の時,格子間隔 $\delta$_{k} は減少する.

2. u_{k}^{2}-u_{k+1}^{2}>0 の時,すなわち流束 u_{k}^{2} と u_{k+1}^{2} の間の傾きが負の時,格子間隔 $\delta$_{k} は増大する.

Remark 2: 双線形方程式 (38), (39) の空間離散化

\left\{\begin{array}{ll}
D_{T}^{2}f_{k}\cdot f_{k}=2g_{k}^{2}, & \text{（}60)\\
\frac{1}{a}D_{T} (g_{k+1} . f_{k}-g_{k}\cdot f_{k+1})=\frac{1}{2}(g_{k}f_{k+1}+g_{k+1}f_{k}) & (61)
\end{array}\right.
を用いても全く同じ自己適合移動格子スキームを構築することができる この方法は多成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自

己適合移動格子スキームを構築する場合にも適用できる.第4章ではこちらの方法を用いて2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程

式の自己適合移動格子スキームの構築を行う.

3 自己適合移動格子スキームを用いた \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の数値計算
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図1: \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算.パラメータはp1 = 2, p2=0.9.

\mathrm{r}=20 における最大振幅周辺での最大相対誤差 maxerr=7.34\times 10^{-3}.
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図2: \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算.パラメータはp1 =2, p2= -0.9.

t=20 における最大振幅周辺での最大相対誤差 maxen=7 .⑳ \times 10^{-3}.

\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキーム (58), (59) を用いた数値計算例を示す.時間発展解法には修正オイ

ラー法を用い,初期値として以下の \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ソリ トン解を与えた :

u=i(\displaystyle \log\frac{F^{*}}{F})_{T}, x=X-(\log FF^{*})_{\mathrm{T}}, t=T, (62)

F=1+ie^{ $\eta \iota$}+ie^{$\eta$_{2}}-(\displaystyle \frac{p_{1}-p_{2}}{p_{1}+p_{2}})^{2}e^{$\eta$_{1}+ $\eta$ \mathrm{z}} , (63)

$\eta$_{j}=p_{j}X+\displaystyle \frac{1}{p_{j}}T+$\eta$_{j}^{0}, j=1,2 . (64)

これは, p_{1} , p2が実の時は2‐カスプソリ トン解となり, p_{1} が複素数で p2が p_{1} の複素共役の時にブリーザー

解になる.

以下の数値計算では,格子点の数を N=8\mathrm{N}D , 空間の刻み幅を a=0.01 , 修正オイラー法の時間刻み幅を

At=0. $\alpha$ \mathrm{n}1 とした.点線が数値解,実線が厳密解,赤の点はメッシュの分布を示す.図1, 図2, 図3に \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P}

方程式の2‐ ソリトン解を初期値として与えた場合の数値計算結果を示す.図1は2‐カスプソリ トンの場合,図

2は正のカスプソリ トンと負のカスプソリ トンの場合,図3は \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式のブリーザーの場合である.数値

解が最も大きく変化しているところでの誤差を調べるため,最大振幅周辺での最大相対誤差maxeffを次式で

評価する:

maxerr :=\displaystyle \max_{k}|\frac{u_{k}^{\mathrm{E}}-u_{k}^{\mathrm{N}}}{u_{k}^{\mathrm{E}}}| for k such that u_{k}>\displaystyle \max_{k}(u_{k}) \mathrm{x}0.9.

ここで謬は数値解, u^{\mathrm{E}} は厳密解とする.
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図3: \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算.パラメータは p_{1} =0.999+0.9i,

p_{2}=0.999-0.9i (ブリーザー解の場合). t=20 における最大振幅周辺での最大相対誤差 maxeff=4.82\times 10^{-3}.

4 2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式と複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキーム

次に, \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式を2成分拡張した2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式

\left\{\begin{array}{ll}
u_{x\mathrm{t}}=u+\frac{1}{2}v(u^{2})_{XX}, & (65)\\
v_{xt}=v+\frac{1}{2}u(v^{2})_{XX} & (66)
\end{array}\right.
を考えよう. u, v を複素関数として, v=u^{*} ( u^{*} は u の複素共役) とすれば,複素 SP 方程式

u_{xt}=u+\displaystyle \frac{1}{2}u^{*}(u^{2})_{xx} (67)

が得られる.複素 SP 方程式は

u_{xt}=u+(|u|^{2}u_{X})_{x}-u|u_{X}|^{2} (68)

と書くこともできる.

2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式 (65), (66) はホドグラフ変換

X=\displaystyle \int\frac{1}{ $\rho$(x,t)}dx=x_{0}+\int_{$\chi$_{\triangleleft}}^{X}\frac{1}{ $\rho$(\tilde{x},t)}d\tilde{x}, T=t, \frac{1}{p}=1+u_{X}v_{x} (69)

あるいは

x=\displaystyle \int $\rho$(X, T)dX, t=T  $\rho$=\frac{1}{2}\pm\sqrt{\frac{1}{4}-u_{X}v_{X}} (70)
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の元で,2成分連立非分散方程式

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial p}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X} (uv)=0, & (71)\\
\frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=u(2p-1) , & (72)\\
\frac{\partial^{2_{\mathcal{V}}}}{\partial X\partial T}=v(2 $\rho$-1) & (73)
\end{array}\right.
と等価である.このことを以下の示す.

2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式 (72), (73) を足し合わせると

(1+u_{X}v_{X}\rangle_{t}-(uv(1+u_{X}v_{\mathrm{x}}))_{X}=0 (74)

となる.この式からホドグラフ変換

dX=$\rho$^{-1}dx+$\rho$^{-1}uvdt, dT=dt, $\rho$^{-1}=1+u_{ $\chi$}v_{X} (75)

を考える.これから

\displaystyle \frac{\partial X}{\partial x}=$\rho$^{-1}, \frac{\partial X}{\partial t}=$\rho$^{-1}uv, \frac{\partial T}{\partial t}=1' \frac{\partial T}{\partial x}=0 (76)

となり,微分則

\displaystyle \frac{\partial}{\partial T}=\frac{\partial}{\partial t}-uv\frac{\partial}{\partial x}, \frac{\partial}{\partial X}= $\rho$\frac{\partial}{\partial x} (77)

が得られる.同じ微分則を与える (69) はホドグラフ変換の積分表示である.

2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式 (72), (74) を

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial}{\partial x}(\frac{\partial}{\partial t}-uv\frac{\partial}{\partial x})u=u-uu_{X}v_{X}, & (78)\\
\frac{\partial}{\partial x}(\frac{\partial}{\partial t}-uv\frac{\partial}{\partial x})v=v-vu_{X}v_{X} & (79)
\end{array}\right.
に変形し,微分則 (77) から

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=(2 $\rho$-1)u, & (80)\\
\frac{\partial^{2_{\mathcal{V}}}}{\partial X\partial T}=(2 $\rho$-1)v & (81)
\end{array}\right.
が得られる.一方,保存則 (74) を  $\rho$ で書き直したものに対して,同じように微分則 (77) を用いることで

\displaystyle \frac{ $\delta \rho$}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(uv)=0 (82)

となり,2成分連立非分散方程式

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial $\rho$}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(uv)=0, & (83)\\
\frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=(2 $\rho$-1)u, & (84)\\
\frac{\partial^{2_{\mathcal{V}}}}{\partial X\partial T}=(2 $\rho$-1)v & (85)
\end{array}\right.
が得られる.ホドグラフ変換

dx= $\rho$ dX-uvdT, dt=dT (86)

を用いれば,2成分連立非分散方程式から2成分 SP 方程式を導くこともできる.(70) は(86) と同じ微分則を

与えることから,(70) はホドグラフ変換の積分表示であることがわかる.
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ここで従属変数変換

u=\displaystyle \frac{g}{f}, v=\frac{h}{f},  $\rho$=1-(\log f)_{XT} (87)

を2成分連立非分散方程式 (83), (84), (85) に適用すると,双線形形式

\left\{\begin{array}{ll}
D_{T}^{2}f\cdot f=2gh, & (88)\\
D_{X}D_{T}g\cdot f=gf, & (89)\\
D_{X}D_{T}h\cdot f=hf & (90)
\end{array}\right.
が得られる.この双線形方程式は N‐ソリトン解を持つ.

この双線形方程式の空間変数 Xを以下のように離散化する :

\left\{\begin{array}{ll}
\text{強．}f_{k}=2g_{k}h_{k}, & (91)\\
\frac{1}{a}D_{T} (gk+1 f_{k}-g_{k} f_{k+1})=\frac{1}{2}(g_{k}f_{k+1}+g_{k+1}f_{k}) , & (92)\\
\frac{1}{a}D_{T} (h_{k+1} f_{k}-h_{k}\cdot f_{k+1})=\frac{1}{2}(h_{k}f_{k+1}+h_{k+1}f_{k}) . & (93)
\end{array}\right.
ここで a は差分間隔である.この半離散双線形方程式も N‐ソリ トン解を持つ.ここで先ほど行った従属変数

変換 (87) の離散化である離散従属変数変換

u_{k}=\displaystyle \frac{g_{k}}{f_{k}}, v_{k}=\frac{h_{k}}{f_{k}}, $\rho$_{k}=1-\frac{1}{a}(\log\frac{f_{k+1}}{f_{k}})_{T} (94)

を用いる.(91) から

(\log f_{k})_{TT}=u_{k}v_{k} (95)

が得られ,これより

(\log f_{k+1}-\log f_{k})_{ $\tau \tau$}=u_{k+1}v_{k+1}-u_{k}v_{k}

\displaystyle \Leftrightarrow-\frac{1}{a}\log(\frac{f_{k+1}}{f_{k}}\mathrm{I}_{TT}=-\frac{u_{k+1}v_{k+1}-u_{k}v_{k}}{a}
\displaystyle \Leftrightarrow\frac{\partial$\rho$_{k}}{\partial T}=-\frac{u_{k+1}v_{k+1}-u_{k^{\mathcal{V}}k}}{a} (96)

となり, $\rho$_{k} の時間発展方程式が得られる.次に (92) を以下のように変形する:

\displaystyle \frac{1}{a}D_{T} (g_{k+1} f_{k}-g_{k} f_{k+1})=\frac{1}{2}(g_{k}f_{k+1}+g_{k+1}f_{k})

\displaystyle \Leftrightarrow\frac{1}{a}\frac{\frac{\partial g_{k+1}}{\partial T}f_{k}-g_{k+1_{\partial}-L^{k}}^{\partial_{k}\partial}\perp_{T\partial T}f_{k+1}+g_{k\frac{\partial f_{k+1}}{\partial T}}}{f_{k}f_{k+1}}=\frac{1}{2}\frac{g_{k}f_{k+1}+g_{k+1}f_{k}}{f_{k}f_{k+1}} (97)

\displaystyle \Leftrightarrow\frac{1}{a}(\frac{\partial s_{\partial^{\frac{k+1}{T}}}}{f_{k+1}}-\frac{g_{k+1\frac{\partial fi* $\iota$}{ $\theta$ T}}}{f_{k+1}^{2}}+\frac{g_{k+1\frac{\partial fi+ $\iota$}{\partial T}}}{f_{k+1}^{2}}-\frac{g_{k+$\iota$_{\dot{\partial}T}^{\partial}}L}{f_{k}f_{k+1}}-\frac{\partial\dot{\partial}\mathrm{r}^{k}\&}{f_{k}}+\displaystyle \frac{g_{k_{\partial T}^{\perp}}^{\partial_{k}}}{f_{k}^{2}}-\frac{g_{k_{\partial T}^{\perp}}^{\partial_{k}}}{f_{k}^{2}}+\frac{g_{k\frac{\partial f_{k*1}}{\partial T}}}{f_{k}f_{k+1}})=\frac{u_{k}+u_{k+1}}{2}
\displaystyle \Leftrightarrow\frac{1}{a} ( \displaystyle \frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}+u_{k+1}(\log\frac{f_{k+1}}{f_{k}}) 丁一 \displaystyle \frac{\partial u_{k}}{\partial T}+u_{k}(\log\frac{f_{k+1}}{f_{k}})_{T} ) =\displaystyle \frac{u_{k}+u_{k+1}}{2}

\displaystyle \Leftrightarrow\frac{1}{a}(\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T})=\frac{u_{k}+u_{k+1}}{2}-\frac{u_{k}+u_{k+1}}{a}(\log\frac{f_{k+1}}{f_{k}})_{T}
\displaystyle \Leftrightarrow\frac{1}{a}(\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T}\mathrm{I}=(2$\rho$_{k}-1)\frac{u_{k}+u_{k+1}}{2} (98)

よって u_{k} の時間発展方程式が得られる.(93) に対して同様の計算を行うと v_{k} の時間発展方程式

\displaystyle \frac{1}{a}(\frac{\partial v_{k+1}}{ $\theta$ T}-\frac{\partial v_{k}}{\partial T}\mathrm{I}=(2$\rho$_{k}-1)\frac{v_{k}+v_{k+1}}{2} (99)
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が得られる.(96), (98), (99) は半離散2成分連立非分散方程式

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial$\rho$_{k}}{\partial T}=-\frac{u_{k+1}v_{k+1}-u_{k}v_{k}}{a} , & (100)\\
\frac{1}{a}(\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T})=(2$\rho$_{k}-1)\frac{u_{k}+u_{k+1}}{2} , & (101)\\
\frac{1}{a}(\frac{\partial v_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial v_{k}}{\partial T})= \text{（}2$\rho$_{k}-1)\frac{v_{k}+v_{k+1}}{2} & (102)
\end{array}\right.
を与える.最後に離散ホドグラフ変換と格子間隔

x_{k}=X_{0}+\displaystyle \sum_{j=0}^{k-1}ap_{j}, $\delta$_{k}:=x_{k+1}-x_{k} (103)

を導入することで,自己適合移動格子スキーム

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial$\delta$_{k}}{\partial T}=- \text{（}u_{k+1}v_{k+1}-u_{k}v_{k}) , & \text{（}104)\\
\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T}=(2$\delta$_{k}-a\text{）} \frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}, & (105)\\
\frac{\partial v_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial v_{k}}{\partial T}=(2$\delta$_{k}-a)\frac{v_{k+1}+v_{k}}{2} & (106)
\end{array}\right.
が導かれる. v_{k}=u_{k}^{*} と置くことで複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキーム

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial$\delta$_{k}}{ $\delta$ T}=-(|u_{k+1}|^{2}-|u_{k}|^{2}\text{），} & (107)\\
\frac{\partial u_{k+1}}{\partial T}-\frac{\partial u_{k}}{\partial T}=(2$\delta$_{k}-a)\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2} & (108)
\end{array}\right.
が得られる.
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5 自己適合移動格子スキームを用いた2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式と

複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の数値計算
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図4: 2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算. u のグラフ.パラメータは

p\mathrm{i}=0.95, p_{2}=1, p_{3}=1.1, p_{4}=1.2, a_{1}=1, a_{2}=2, a_{3}=10, a_{4}=20. t=10 における最大振幅周辺での最大相

対誤差 maxerr=5.95\times 10^{-3}.

2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格子スキーム (104) (105), (106) を用いた数値計算例と複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式

の自己適合移動格子スキーム (107), (108) を用いた数値計算例を示す.時間発展解法は修正オイラー法を用

い,初期値として以下の2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を与えた :

u=\displaystyle \frac{g}{f}, v=\frac{h}{f}, x=X-(\log f)_{T}, t=T, (109)

f=1+\displaystyle \frac{a_{1}a_{3}}{4}b_{\mathrm{i}3}e^{ $\eta \iota$+$\eta$_{3}}+\frac{a_{2}a_{3}}{4}b_{23}e^{ $\eta$ \mathrm{z}+$\eta$_{3}}+\frac{a_{1}a_{4}}{4}b_{\mathrm{i}4}e^{ $\eta \iota$+$\eta$_{4}}+\frac{a_{2}a_{4}}{4}b餌 e^{$\eta$_{2}+$\eta$_{4}}

+\displaystyle \frac{a_{1}a_{2}a_{3}a_{4}}{16}(p_{1}-p_{2})^{2}(p_{3}-p_{4})^{2}\frac{b_{13}b_{23}b_{14}b_{24}}{p_{1}^{2}p_{2}^{2}p_{3}^{2}p_{4}^{2}}e^{$\eta$_{1}+$\eta$_{2}+$\eta$_{3}+$\eta$_{4}} , (110)

g=a_{1}e^{$\eta$_{\mathrm{I}}}+a_{2}e^{$\eta$_{2}}+\displaystyle \frac{a_{1}a_{2}a_{3}}{4}(p_{1}-p_{2})^{2}\frac{b_{13}b_{23}}{p_{1}^{2}p_{2}^{2}}e^{$\eta$_{\mathrm{I}}+ $\eta$ \mathrm{z}+$\eta$_{3}}+\frac{a_{1}a_{2}a_{4}}{4} (p_{1}-p_{2})^{2}\displaystyle \frac{b_{14}b_{24}}{p_{1}^{2}p_{2}^{2}}e^{ $\eta \iota$+$\eta$_{2}+$\eta$_{4}} , (111 )

h=a_{3}e^{$\eta$_{3}}+a_{4}e^{$\eta$_{4}}+\displaystyle \frac{a_{1}a_{3}a_{4}}{4}(p_{3}-p_{4})^{2}\frac{b_{13}b_{14}}{p_{3}^{2}p_{4}^{2}}e^{$\eta$_{1}+$\eta$_{3}+$\eta$_{4}}+\frac{a_{2}a_{3}a_{4}}{4} (p_{3}-p_{4})^{2}\displaystyle \frac{b_{23}b_{24}}{p_{3}^{2}p_{4}^{2}}e^{$\eta$_{2}+$\eta$_{3}+$\eta$_{4}} , (112)

$\eta$_{j}=\displaystyle \frac{p_{j}}{2}X+\frac{2}{p_{j}}T, b_{jl}=(\frac{p_{j}p_{l}}{p_{j}+p_{l}})^{2}, j, l= 1,2,3,4. (113)

以下の数値計算では,格子点の数を N=8000 , 空間の刻み幅を a=0.0225 , 修正オイラー法での時間刻み

幅を  $\Delta$ t=0.0001 とした.点線が数値計算,実線が厳密解,赤の点はメッシュの分布を示す.図4, 図5, 図6,
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図5: 2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算. v のグラフ.パラメータは

p_{1}=0.95, p_{2}=1, p_{3}=1.1, p_{4}=1.2, a_{1}=1, a_{2}=2, a_{3}=10, a_{4}=20. t=10 における最大振幅周辺での最大相

対誤差 maxerr=3.39\times 10^{-3}.

図7に2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算結果を示す.複素 SP 方程式

の2‐ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算結果を図8, 図9, 図10に示す.それぞれ |u|, u の実

部, u の虚部をプロットしたものである.誤差評価には \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の数値計算で用いた maxerr を用いた.

6 まとめ

本稿では,カスプソリ トン解を持つ \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式,2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式,複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の自己適合移動格

子スキームを構築した.自己適合移動格子スキームを用いることでこれまで数値計算が困難であったカスプソ

リ トン解に対して数値計算ができることを示した.
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図7: 2成分 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算. v のグラフ.パラメータは

p\mathrm{i}=0.98, p_{2}=1, p3=1.1, p_{4}=1.122, a_{1} =1, a_{2}=-1, a_{3}=2, a_{4}=-4. t=10 における最大振幅周辺での最

大相対誤差maxerr=4.42\times 10^{-3}.
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図9: 複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算, {\rm Re} u のグラフ.パラメータは

p\mathrm{i}=0.5+0.1i, p_{2}=1+0.3i, p_{3}=p_{1}^{*}, p_{4}=p_{2}^{*}, a\mathrm{i}=a_{3}=\exp(-6) , a_{2}=a_{4}.=\exp(4) . t=6 における最大振幅周

辺での最大相対誤差maxerr=8.69\times 10^{-3}.
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図10: 複素 \mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{P} 方程式の2‐ ソリ トン解を初期値として与えた場合の数値計算. {\rm Im} u のグラフ.パラメータは

p_{1}=0.5+0.1i, p_{2}=1+0.3i, p_{3}=p_{1}^{*}, p_{4}=p_{2}^{l}, a_{1}=a_{3}=\exp(-6) , a_{2}=a_{4}=\exp(4) . t=6 における最大振幅周

辺での最大相対誤差maxerr=7.57\times 10^{-3}.
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