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概要

増大作用素の零点近似について最近得られた結果を報告する。

1 はじめに

E をBanach 空間, A\subset E\times E を m‐増大作用素とする。本稿では, A の零点を近似的

に求めるため,次のようなアルゴリズムに注目する。

\left\{\begin{array}{l}
u, x_{1} \in E,\\
x_{n+1}=$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})J_{$\lambda$_{n}}x_{n} (n\in \mathbb{N}) .
\end{array}\right. (1.1)

ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 ,
1 ] の数列, \{$\lambda$_{n}\} は正の実数列, J_{$\lambda$_{n}} は A のレゾルベント,つまり,

J_{$\lambda$_{n}} =(I+$\lambda$_{n}A)^{-1} である。

m‐増大作用素 A の零点近似については,近接点法 (proximal point algorithm) と呼ば

れる次のアルゴリズムがよく知られている。

\left\{\begin{array}{ll}
x_{1} \in E, & \\
x_{n+1}=J_{$\lambda$_{n}}x_{n} & (n\in \mathbb{N}) .
\end{array}\right. (1.2)

そして,ある仮定のもとで (1.2) により生成される点列 \{x訂は A の零点に弱収束するこ

とが知られている (例えば,[5, 11, 14, 16, 19] を参照)。一方,たとえ E がHilbert空間で

あったとしても,(1.2) により生成される点列は,一般には強収束しないことが知られてい
る (例えば,[4, 6] を参照) 。

上村‐高橋 [8−10] は,[7, 17, 21, 26, 27] などで議論されていた不動点理論の成果と近接点

法を融合させ,ある仮定のもとで (1.1) で生成される点列が強収束することを証明した。

その後,アルゴリズム (1.1) に関する様々な結果が報告された。例えば,[13, Theorem

4.1], [1, Theorem 4 \cdot 3], [24, Theorem 5 \cdot 3] および [20, Theorem 12] は,すべて (1.1) が
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強収束することを主張しているが,これらの結果では,数列 \{$\lambda$_{n}\} が \infty に発散する,また

は,ある実数に収束するといった条件が仮定されている。

本稿では, \{$\lambda$_{n}\} に関するこれらの条件が緩和できること,具体的には, \{$\lambda$_{n}\} について

は 「0 から離れている」 という仮定だけで (1.1) の強収束性が示せることを説明する (定理
3. 1および系3.2)。その後,主結果の凸最小化問題 (問題4. 1) への応用を述べる (系4.2) 。

2 準備

以下, E を実 Banach 空間, \Vert\cdot\Vert を  E またはその共役空間 E^{*} のノルム, \langle x, x^{*} } を

x \in  E における♂ \in  E^{*} の値, \mathbb{N} を正の整数の集合とする。また, E の点列 \{x_{n}\} が

x\in E に収束することを x_{n}\rightarrow x で表す。

E の双対写像 (duality mapping) を J で表す。つまり, J は E から E^{*} への集合値写

像で, x\in E のとき, Jx= \{x^{*} \in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}= \Vert x^{*}\Vert^{2}\} である。

S を E の単位球面,つまり, S = \{x \in E : \Vert x\Vert = 1\} とする。 E のノルム \Vert\cdot\Vert が

Gateaux 微分可能であるとは,すべての  x, y\in S に対して,極限

\displaystyle \lim_{t\rightarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t} (2.1)

が存在するときをいう。 E のノルムが一様に Gateaux微分可能であるとは,各 y \in  S

に対して (2.1) が x に関して一様に収束するときをいう。 E のノルムが Gateaux 微分

可能であることと,双対写像 J が1価であることは同値になることが知られている。

また, E のノルムが一様に Gateaux 微分可能ならば, J は E の有界集合上で一様連続

(norm -\mathrm{t}\mathrm{o}-\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*} ) であることが知られている。詳しくは,[22] を参照するとよい。

C を E の空でない部分集合, T を C から E への写像, \mathrm{F}(\mathrm{T}) を T の不動点の集合

とする。写像 T が非拡大 (nonexpansive) であるとは,すべての x, y \in  C に対して

\Vert Tx-Ty\Vert\leq \Vert x-y\Vert が成り立つときをいう。  K を C の空でない部分集合とし, Q を C

から K の上への写像とする。 Q が C から K の上への retraction であるとは,すべての
x\in K に対して Qx=x が成り立つときをいう。 Q がsunny であるとは,

x\in C,  $\lambda$\geq 0, Qx+ $\lambda$(x-Qx)\in C\Rightarrow Q(Qx+ $\lambda$(x-Qx)) =Qx

が成り立つときをいう。 K が C のsunny nonexpansive retract であるとは, C から K

の上への sunny nonexpansive retraction [15] が存在するときをいう。

A を E から E への集合値写像とする。このとき, A とそのグラフを同一視し, A \subset

 E\times E と表す。 A の定義域を \mathrm{D}(A) で, A の値域を \mathrm{R}(A) で, A の零点の集合を A^{-1}0 で
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表す。つまり, \mathrm{D}(A) = \{x \in E: Ax\neq\emptyset\}, \mathrm{R}(A) =\displaystyle \bigcup_{x\in \mathrm{D}(A)}Ax および A^{-1}0= \{x \in

\mathrm{D}(A) :Ax\ni  0\} である。集合値写像 A\subset E\times E が増大 (accretive) 作用素であるとは,

x, y\in \mathrm{D}(A) , u\in Ax および v\in Ay に対して, \{u-v, j\} \geq 0 となる j \in  J(x-y) が存

在するときをいう。増大作用素 A\subset E\times E が m‐増大であるとは,すべての  $\lambda$>0 に対

して \mathrm{R}(I+ $\lambda$ A)=E が成り立つときをいう.ここで, I は E 上の恒等写像である。

註1 ([3 )Remark 2.4]). E をそのノルムが一様に Gateaux 微分可能な一様凸 Banach 空

間, C を E の空でない閉凸部分集合, A\subset E\times E を増大作用素とし,すべての  $\lambda$>0 に対

して \overline{\mathrm{D}(A)}\subset C\subset \mathrm{R}(I+ $\lambda$ A) が成り立つと仮定する。ここで, \overline{\mathrm{D}(A)} は \mathrm{D}(A) の閉包であ

る。このとき, A^{-1}0 は C のsunny nonexpansive retract であることが知られている。

A \subset  E \times  E を増大作用素, I を E 上の恒等写像,  $\lambda$ を正の数とする。このとき,

(I+ $\lambda$ A)^{-1} は \mathrm{R}(I+ $\lambda$ A) から \mathrm{D}(A) の上への1価写像であることが知られており,写
像 (I+ $\lambda$ A)^{-1} を A のレゾルベント (resolvent) といい, J_{ $\lambda$} で表す。 J_{ $\lambda$} は非拡大であり,

 $\Gamma$(J_{ $\lambda$})=A^{-1}0 となることが知られている ([22] を参照) 。

[2, Lemma 2.5] より,増大作用素のレゾルベントの列は次の性質を持つことがわかる。
次節で述べる主結果 (定理3.1) の証明において,この性質は重要な役割を演ずる。

補助定理2.1. E, C, A を註1と同じとし, \{$\rho$_{n}\} を正の数列とし, A^{-1}0 は空ではなく , あ

る w \in  A^{-1}0 について \Vert z_{n} -  w\Vert - \Vert J_{$\rho$_{n^{Z}}n} -  w\Vert \rightarrow  0 とする。このとき, z_{n-J_{$\rho$_{n^{Z}}n}} \rightarrow  0

である。

3 主結果とそれより導かれる結果

この節では, E をそのノルムが一様に Gateaux 微分可能な一様凸 Banach 空間とする。

次の定理は,本稿の主結果である。

定理3.1 ([3, Theorem 3.1]). C を E の空でない閉凸集合,  A\subset  E\times E を増大作用素,

\{$\alpha$_{n}\} を (0,1] の数列, \{$\lambda$_{n}\} を正の数列とする。 A^{-1}0 は空ではなく,すべての  $\lambda$>0 に

対して \overline{\mathrm{D}(A)}\subset C\subset \mathrm{R}(I+ $\lambda$ A) であり, \displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}$\alpha$_{n}=\infty, $\alpha$_{n}\rightarrow 0 および \displaystyle \inf_{n}$\lambda$_{n}>0 を

仮定する。ここで, \overline{\mathrm{D}(A)} は \mathrm{D}(A) の閉包で, I は E 上の恒等写像である。 u を C の点,点
列 \{x_{n}\} を x\mathrm{i} \in C および n\in \mathbb{N} に対して

x_{n+1}=$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})J_{$\lambda$_{n}}x_{n} (3.1)

で定義する。ここで, J_{$\lambda$_{n}} = (I+$\lambda$_{n}A)^{-1} である。このとき, \{x_{n}\} は Qu に強収束する。
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ここで, Q は C から A^{-1}0 の上への sunny nonexpansive retraction である。

m‐増大作用素のレゾルベントは, E から E への写像であるから,定理3.1より直ちに,

次の系が得られる。

系3.2. E, \{$\alpha$_{n}\}, \{$\lambda$_{n}\} を定理3.1と同じとし, A\subset E\times E を m‐増大作用素とし, A^{-1}0

は空ではないと仮定する。 u を E の点とし,点列 \{x_{n}\} を x\mathrm{i} \in E および n\in \mathbb{N} に対して

(3.1) で定義する。このとき, \{x訂は Qu に強収束する。ここで, Q は E から A^{-1}0 の上

への sunny nonexpansive retraction である。

註2. [10, Theorem 2] と系3.2を大雑把に比較すると, \{$\alpha$_{n}\} については [10, Theorem

2] の方が弱く, \{$\lambda$_{n}\} については系3.2の方が弱い。また,ここでは E が一様凸であるこ

と仮定しているが,[10, Theorem 2] の結論は,それよりも弱い仮定のもとで得られること

が知られている。

系3.2を使うと,次の結果が得られる。このような収束定理は,[28] などで議論されて

いる。

系 3.3_{\bullet} E, A, \{$\alpha$_{n}\}, \{$\lambda$_{n}\} および Q を系3.2と同じとする。 u を E の点とし,点列 \{x_{n}\}
を x_{1} \in  E および n \in \mathbb{N} に対して

x_{n+1}=J_{$\lambda$_{n}}($\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})x_{n})

で定義する。このとき, \{x_{n}\} は Qu に強収束する。

証明. y_{n} = $\alpha$_{n}u+ (1 - $\alpha$_{n})x_{n} とおく と,すべての n \in \mathbb{N} に対して

y_{n+1}=$\alpha$_{n+1}u+(1-$\alpha$_{n+1})x_{n+1}=$\alpha$_{n+1}u+(1-$\alpha$_{n+1})J_{$\lambda$_{n}}y_{n}

となる。よって,系3.2より, y_{n}\rightarrow Qu である。一方,仮定より, x_{n}-y_{n} \rightarrow 0 であるか

ら, x_{n}\rightarrow Qu が示せた。 \square 

註3. [25, Theorem 2] は,系3 \cdot 3と似た結果であるが,その証明は完全でないように思わ

れる。実際,[25, Theorem 2] の証明中の式 (8) が成り立つことは明らかではないだろう。

4 凸最小化問題への応用

この節では,前節の結果を次のような凸最小化問題へ応用する。
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問題4.1.  H を実 Hilbert 空間, f を H から (-\infty, \infty ] への下半連続な真凸関数,つまり,

 f(x)<\infty となる  x\in H が存在し,すべての実数  $\alpha$ に対して \{x\in H:f(x)\leq $\alpha$\} が H の

閉集合で,任意の x, y\in H と  $\lambda$\in(0,1) に対して f( $\lambda$ x+(1- $\lambda$)y) \leq $\lambda$ f(x)+(1- $\lambda$)f(\mathrm{y})
が成り立つとする。このとき,すべての y\in H に対して f(z) \leq f(y) となる z\in H を求

めよ。

この問題の解の集合を \displaystyle \arg\min\{f(y):y\in H\} で表す。

問題4. 1の解を近似するために,ここでは f の劣微分(subdifferential)を使う。 f の劣

微分 \partial f とは, x\in H に対して

\partial f(x)=\{w\in H:f(y)\geq f(x)+\langle y-x, w\}\forall y\in H\}

で定義される H から H への集合値写像である。問題4.1の仮定のもとで, 0 \in \partial f(z)
と z \in \displaystyle \arg\min\{f(y) : y \in H\} が同値である。さらに, \partial f は極大単調作用素 (maximal
monotone operator) であることが知られている ([12] または [18] を参照)。ここで,集合
値写像 A\subset H\times H が単調 (monotone) であるとは,任意の x, y\in \mathrm{D}(A) , u\in Ax, v\in Ay

に対して \{u-v, x-y) \geq 0 が成り立つときをいう。また,集合値写像 A\subset H\times H が極

大単調であるとは, A が単調で,

B\subset H\times H が単調で A\subset B ならば A=B

が成り立つときをいう.集合値写像 A\subset H\times H が m‐増大であることと, A が極大単調で

あることは同値となることが知られている (例えば,[23] を参照) 。

系3.2より,次の結果が得られる。

系4.2. H と f を問題4. 1と同じとし, \{$\alpha$_{n}\} を (0, 1 ] の数列, \{$\lambda$_{n}\} を正の数列とし,問題

4.1の解が存在し, \displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}$\alpha$_{n} = \infty, $\alpha$_{n} \rightarrow  0 および \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}_{n}$\lambda$_{n} > 0 を仮定する。さらに, u を

H の点とし,点列 \{x_{n}\} を x_{1} \in  H および n \in \mathbb{N} に対して

\left\{\begin{array}{l}
y_{n}=\arg\min\{f(z)+\frac{\Vert z-x_{n}\Vert^{2}}{2$\lambda$_{n}} : z\in H\},\\
x_{n+1}=$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})y_{n}
\end{array}\right.
で定義する。このとき, \{x_{n}\} は u からもっとも近い \displaystyle \arg\min\{f(y) :y\in H\} の点に強収

束する。

証明.仮定より, \partial f は m‐増大であり, (\partial f)^{-1}0= \displaystyle \arg\min\{f(y) : y\in H\} であることが
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わかる。 I を H 上の恒等写像とする。すべての n\in \mathbb{N} および x\in H に対して

(I+$\lambda$_{n}(\displaystyle \partial f))^{-1}x=\arg\min\{f(z)+\frac{\Vert z-x\Vert^{2}}{2$\lambda$_{n}} : z\in H\}
であり, H から (\partial f)^{-1}0 の上への sunny nonexpansive retraction は H から (\partial f)^{-1}0 の

上への距離射影であることが知られている ([23] を参照)。したがって,すべての n\in \mathbb{N} に

対して x_{n+1} =$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})(I+$\lambda$_{n}(\partial f))^{-1}x_{n} が成り立ち,系3.2から結論が得られ

る。 口
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