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1 はじめに

タイミングゲームは1950年代から精力的に研究された無限ゲームの一種であり、古典的成果は

Karlin [3] やDresher [1] にまとめられている。これらのモデルでは、プレイヤーの価値関数が連続

であると仮定され、各プレイヤーがより大きな価値を獲得するようなNash 平衡戦略について議論

された。1980年前後には Sakaguchi [5] やTeraoka [9] らによって盛んに研究され、それらのサーベ

イがSaito ら [4] によって与えられている。

プレイヤーの評価関数が連続であれば、Nash平衡解は容易に導かれるが、不連続点をもつ関数

に対してはそれぞれに与えられた問題を解くことで解決しなければならない。2000年代に入って

寺岡北條 [13] は時間につれて価値が増加し、後手プレイヤーは価値が一定率だけ割り引かれる二

人タイミングゲームを提案し、サイレントバージョンとノイジーバージョンでのナッシュ平衡を導

いた。このモデルでは、プレイヤーが同時に行動したときに得られる利得は折半すると仮定してい

た。寺岡北條 [15] では [13] を N 人に拡張し、プレイヤーによって商品が売りに出される度に価

値が一定率割り引かれるモデルを提案した。寺岡北條 [16] と寺岡 北條 [17] では、それぞれ N

人ノイジーゲームとサイレントゲームについての結果を与えている。また、価値関数の一般化につ

いて考察するために、寺岡・北條 [18] は単峰型価値関数をもつ二人サイレントゲームを提案し、寺

岡北條 [19] ではノイジーゲームを扱った。単峰型価値関数は N 人サイレントゲームと3人ノイ

ジーゲームが寺岡 北條 [20] および寺岡林[12] で展開されている。北條 [21] は価値関数の割引

率が一定であるという仮定をより一般化したモデルを提案し、先手の決定に依存した割引率をもつ

二人サイレントゲームについて言及した。寺岡 [11]はそのモデルを N 人に拡張している。特別な

ケースでの具体的な解は [7] や[8] を参照せよ。さらにHohjo[2] では、後手プレイヤーの価値関数

が有限個のシナリオによって確率的に与えられた二人サイレントゲームおよびノイジーゲームにお

ける Nash 平衡について言及された。いずれのモデルにおいてもサイレントゲームでは混合戦略に

よる平衡解の導出に成功しているものの、ノイジーゲームでは  $\epsilon$ ‐平衡解の導出に留まっている。

本稿では、プレイヤーへの価値関数が双峰型である関数に対して、最初の極大点が最大点である

場合および2つ目の極大点が最大点である場合の2つのモデルについてサイレントゲームおよびノ

イジーゲームにおける混合Nash平衡の存在性を示す。

2 タイミングゲーム

寡占状態にある二人のプレイヤー (プレイヤー 1,2) が小豆や大豆のような農作物を同一市場で販

売することを考えている。これらのプレイヤーは次の期には新しい農作物が収穫されるため、1

期間の中で適切な時刻  t\in [0 ,
1 ] に売りに出さなければならない。プレイヤーへの利得関数は区間

[0 ,
1 ] 上で定義された双峰型の価値関数 v(t) で与えられており、一方のプレイヤーが農作物を売り

に出すと価値が rv(t) へと不連続に下落する。ここで、 r は 0 < r < 1 を満たす実数である。す

なわち、農作物を市場に先に投入したプレイヤーの販売時刻が $\tau$_{1} であるならば、そのプレイヤー

の利得は v($\tau$_{1}) となる。その後、後手のプレイヤーが農作物を  0\leq $\tau$_{1} <$\tau$_{2} \leq  1 を満たす時刻 $\tau$_{2}
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に販売したならば、そのプレイヤーへの利得は割引された価値 rv($\tau$_{2}) となる。関数 v(t) は [0 ,
1 ]

上で連続で、 (0,1) 上で微分可能と仮定する。また、 \displaystyle \lim_{t\rightarrow+0}v'(t) > 0_{\backslash } \displaystyle \lim_{t\rightarrow 1-0}v'(t) <0 をみたすと

仮定する。プレイヤーは価値関数 v(t) や下落率 rlこ関して既知であると仮定する。関数 v(t) は

0<m\mathrm{i} <m_{2}<m_{3}<1 を満たす時刻 mi と m3で極大点をとり、時刻 m2で極小点をとる。この

問題において関数 v(t) の最大値をとる時刻は2つの場合が存在する。時刻 m_{1} で関数 v(t) の値が

最大となる場合をモデル (I) 、時刻 m3で最大となる場合をモデル (Ⅱ) と呼ぶことにする。これら

2つのモデルに対して、各プレイヤーは価値と相手の売り出し時刻を考慮して、自分の価値が大き

くなるタイミングを決定したい。

3 定式化

我々はこの問題を単位正方形 [0 ,
1 ] \times [0 ,

1 ] 上で定義された2人非 0 和ゲームとして定式化する。

M_{i}(x, y) をプレイヤー 1が純戦略 x\in[0 ,
1 ] を、プレイヤー 2が純戦略 y\in[0 ,

1 ] を用いたときのプ

レイヤー i の利得関数とする。また、プレイヤー 1や2が混合戦略 (cdfs) F(x) , G(y) を用いたと

きのプレイヤー i の期待利得を以下のように定義する :

M_{ $\iota$}(x, G)=\displaystyle \int_{0}^{1}M_{l}(x, y)dG(y) ; M_{i}(F, y)=\displaystyle \int_{0}^{1}M_{l}(x, y)dF(x)

M_{l}(F, G)=\displaystyle \int_{0}^{1}\int_{0}^{1}M_{l}(x, y)d\mathrm{F}(x)\mathrm{d}G(y)
本モデルにおいて、 M_{i}(x, y) は x=y で不連続な関数となる。

サイレントゲームの場合には、プレイヤーが任意の時刻に行動したとしても相手のプレイヤーに

その情報は伝達しない。すなわち、両プレイヤーとも相手が既に売りに出したのか、まだ出して

ないのか分からず、自分が売りに出したときに初めて生産物の価値を知ることが出来る。従って、

プレイヤー 1が時刻 x に行動し、プレイヤー 2が時刻 y に行動したときのプレイヤー 1への利得

M\mathrm{i}(x, y) およびプレイヤー 2への利得 M_{2}(x, y) は

M_{1}(x, y)= \left\{\begin{array}{l}
v(x) , 0\leq x<y\\
;\\
rv(x) , y\leq x\leq 1
\end{array}\right. M_{2}(x, y)=\left\{\begin{array}{ll}
v(y) , & 0\leq y<x\\
rv(y) , & x\leq y\leq 1
\end{array}\right.
によって与えられる。

一方、ノイジーゲームの場合には、プレイヤーが行動すると相手プレイヤーにその情報が伝達

し、行動したことが知られてしまう。価値関数の値が最大となる時刻にどちらのプレイヤーも行動

していないのであれば、その時刻に行動すればよく、それまでに相手プレイヤーが行動したのであ

れば、割引された価値関数が最大となる時刻まで行動することを待てばよい。従って、Player 1と

Player 2の純戦略をそれぞれ x \in [0 ,
1 ] 、 y \in [0 ,

1 ] とすると、Player 1への期待利得 M_{1}(x, y) と

Player 2への期待利得 M_{2}(x, y) は

M_{1}(x, y)= \left\{\begin{array}{ll}
v\text{（飢），} & 0\leq x<y\\
rv(m_{f}) , & y\leq x\leq 1
\end{array}\right. (1)

M_{2}(x, y)=\left\{\begin{array}{ll}
v(y) , & 0\leq y<x\\
rv(m_{J}) , & x\leq y\leq 1
\end{array}\right. (2)

によって与えられる。ここで、モデル (I) に対して j=1、モデル (II) に対して j=3 である。
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4 解析

2つのモデルは極大点が異なることを除いてほとんど同じ数理モデルで定義できるが、価値関数

の特徴から平衡解は異なる。

4.1 モデル (I)

4.1.1 サイレントゲーム

サイレントゲームにおいて v(0) \leq  rv(m_{1}) の場合を考える。各プレイヤーは純戦略 m1を選ぶ

と割引された価値の中で最大である rv(m1) を得ることができるが、残念なことにこの戦略は平衡

戦略にはならない。しかしながら、プレイヤーがこの戦略を選択すると価値 rv (mi) を確保するこ

とができるため、これ以上の値をもつ戦略に限定して混合戦略のクラスにおける平衡戦略を探究

する。

今、 a を 0\leq a<m_{1} を満たす任意の時刻とし、 \mathrm{F}(t) を区間 (a, m_{1}) 上で確率密度関数 f(t) をも

ち、 \displaystyle \int_{a}^{m_{1}}dF(t) =1 を満たす混合戦略とする。このとき、プレイヤー 1が混合戦略 F(x) を用いて

プレイヤー 2が純戦略 y を用いたときのプレイヤー 2への期待利得 M_{2}(F, y) は

M_{2}(F, y)=\left\{\begin{array}{ll}
v(y) , & 0\leq y\leq a\\
\int_{a}^{y}rv(y)dF(x)+\int_{y}^{m_{1}}v(y)dF(x) , & a<y\leq 1
\end{array}\right.
となる。 a および F(x) を求めるために、恒等子法を適用する。 a<y\leq 1 に対して

\displaystyle \int_{a}^{y}rv(y)dF(x)+\int_{y}^{m_{1}}v(y)dF(x)=k
とおき、 y で微分して整理すると

\displaystyle \frac{v'(y)}{v(y)}=\frac{-\{rf(y)-f(y)\}}{r\int_{a}^{y}f(x)dx+\int_{y}^{m_{1}}f(x)dx} (3)

を得る。(3) 式の両辺を y で積分することにより

\displaystyle \frac{C}{v(y)}=r\int_{a}^{y}f(x)dx+\int_{y}^{m_{1}}f(x)dx (4)

を得る。そこで、 C は積分定数である。 y=a における境界条件より

C=v(a) (5)

を得る。(5) 式を (30) 式に代入すると

\displaystyle \frac{v(a)}{v(y)}=1-(1-r)\int_{a}^{y}f(x)dx (6)

となる。密度関数 f(y) を求めるために、(31) 式の両辺を y で微分して整理すると

f(y)=\displaystyle \frac{v(a)v'(y)}{(1-r)v(y)^{2}} (7)

15



が得られる。(7) 式で表される密度関数 f(y) に対応する分布関数 F(y) は

F(y)=\displaystyle \int_{a}^{y}f(t)dt=\frac{1}{1-r} [1-\frac{v(a)}{v(y)}] , a<y<m_{1} (8)

である。 F(y) の y=a における境界条件 F(a) =0 は常に成り立っている。 y=m_{1} における境界

条件 F (m\mathrm{i})=1 より

F(m_{1})=\displaystyle \frac{1}{1-r} [1-\frac{v(a)}{v(m_{1})}] =1 (9)

でなければならない。これは方程式

v(a)=rv(m_{1}) (10)

を満たす実数 a が区間 [0 , m1) 上に存在するときにのみ成り立つ。以上の議論により、以下の結果

が得られる。

定理1. v(0)\leq rv(m_{1}) と仮定する。 a を方程式 v(a)=rv(m_{1}) の区間 [0, \mathrm{m}_{1}] における最小の解

とし、次のような混合戦略を考える。

F(t)= \left\{\begin{array}{ll}
0, & 0\leq t\leq a\\
\frac{1}{1-r} [1-\frac{v(a)}{v(t)}], & a<t<m_{1}\\
1, & m_{1} \leq t\leq 1
\end{array}\right. (11)

このとき、混合戦略の組 (F, F) は1つのナッシュ平衡点を構成する。この戦略に対応する Player

1,2の期待利得は

v_{ $\iota$}=M_{l}(F, F)=v(a) , i=1, 2 (12)

となる。

証明 (11) 式の混合戦略を用いて区間 a<y<m_{1} に対する M_{2}(F, y) の値を計算すると

M_{2}(F, y) = \displaystyle \int_{a}
ツ

rv(y)dF(x)+
シ

m_{1}v(y)\mathrm{d}\mathrm{F}(x)

= \displaystyle \int_{a}^{y}rv(y)\frac{v(a)v'(x)}{(1-r)v(x)^{2}}dx+\int_{y}^{7n_{1}}v(y)\frac{v(a)v'(x)}{(1-r)v(x)^{2}}dx
= \displaystyle \frac{rv(y)v(a)}{1-r}\int_{a}^{y}\frac{v'(x)}{v(x)^{2}}dx+\frac{v(y)v(a)}{1-r}\int_{y}^{m_{1}}\frac{v'(x)}{v(x)^{2}}dx
= \displaystyle \frac{rv(y)v(a)}{1-r}(\frac{1}{v(a)}-\frac{1}{v(y)}) +\frac{v(y)v(a)}{1-r}(\frac{1}{v(y)}-\frac{1}{v(m_{1})})
= \displaystyle \frac{rv(y)-rv(a)+v(a)}{1-r}-\frac{rv(y)v(a)}{v(a)(1-r)}
= \displaystyle \frac{rv(y)-rv(a)+v(a)-rv(y)}{1-r}
= v(a) (13)

となる。区間 m_{1} \leq y\leq  1 のときも同様にして

M_{2}(F, y)=\displaystyle \int_{a}^{m_{1}}rv(y)dF(x)=rv(y)<rv(m_{1})=v(a) (14)
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を得る。また、区間 0 \leq  y \leq  a においては関数 v(y) の連続性と v'(y) \geq  0 (0 < y \leq a) より

M_{2}(F, y)=v(y) \leq v(a) となる。従って、Player 1が混合戦略 F(x) をとったときのPlayer 2への

期待利得 M_{2}(F, y) が

M_{2}(F, y)\left\{\begin{array}{l}
\leq v(a) , 0\leq y\leq a\\
=v(a) , a<y\leq m_{1}\\
<v(a) , m_{1}<y\leq 1
\end{array}\right. (15)

となることが示せた。このとき、Player 2もPlayer 1と同一の混合戦略 F(y) を用いると、 M_{2} (F, F) =

v(a) が得られる。一方、Player 2が混合戦略 F(y) をとったときのPlayer 1への期待利得 M1 (x, F)
も同様の計算により、

M_{1}(x, F)\left\{\begin{array}{l}
\leq v(a) , 0\leq x\leq a\\
=v(a) , a<x\leq m_{1}\\
<v(a) , m_{1} <x\leq 1
\end{array}\right. (16)

となり、戦略対 (F\mathrm{F}) に対して M_{1}(F, F)=v(a) が得られる。よって、戦略対 (F, F) がナッシュ

平衡点であることが示せた。

4.1.2 ノイジーゲーム

次に、ノイジーゲームにおいて v(0) \leq rv(m\mathrm{i}) の場合を考える。このとき、 v(a)=rv(m_{1}) とな

る最小の a が [0, m_{1} ) 内に存在する。Player 1が純戦略 x を用い、Player 2が純戦略 a を用いたと

きのPlayer 1への期待利得 M_{1}(x, a) を計算すると

M_{1}(x, a)= \left\{\begin{array}{ll}
v(x) <v(a)=rv(m_{1}) , & 0\leq x<a\\
rv(a)<rv(m_{1}) , & x=a\\
rv(ml), & a<x\leq m_{1}\\
rv(x) <rv(m_{1}) , & m_{1} <x\leq 1
\end{array}\right. (17)

となる。同様に、Player 1が純戦略 a を用い、Player 2が純戦略 y を用いたときのPlayer 2への

期待利得 M2 (a, y) を計算すると

M_{2}(a, y)= \left\{\begin{array}{ll}
v(y) <v(a)=rv(m_{1}) , & 0\leq y<a\\
rv(a) <rv(m_{1}) , & y=a\\
rv(ml), & a<y\leq m_{1}\\
rv(y) <rv(m_{1}) , & m_{1} <y\leq 1
\end{array}\right. (18)

となり、(17) 、(18) 式より戦略対 (a, a) はナッシュ平衡点ではない。これは純戦略の戦略対にナッ

シュ平衡点が存在しないことを示している。そこで、混合戦略について考える。プレイヤーは任意
の  $\epsilon$>0 に対して、  v(a+ $\delta$)-v(a)< $\epsilon$ を満たす  $\delta$>0 を選び、区間 (a, a+ $\delta$) 上の一様分布で構

成される混合戦略 G(t) を用いると仮定する。すなわち、

G(t)= \left\{\begin{array}{ll}
0, & 0\leq t<a\\
\int_{a}^{t}(\frac{1}{ $\delta$})ds, & a\leq t\leq a+ $\delta$\\
 1, & a+ $\delta$<t\leq 1
\end{array}\right. (19)
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である。Player 1が混合戦略 G(x) を用い、Player 2が純戦略 y を用いたときのPlayer 2への期待

利得 M2 (G, y) を計算すると

M_{2}(G, y)= \left\{\begin{array}{ll}
v(y) , & 0\leq y<a\\
\int_{a}^{y} [\frac{rv(m_{1})}{ $\delta$}]dG(x)+\int_{y}^{a+ $\delta$} [\frac{v(y)}{ $\delta$}]dG(x) , & a\leq y\leq a+ $\delta$\\
\mathrm{r}\mathrm{v}(\mathrm{m}\mathrm{l}), & a+ $\delta$<y\leq m_{1}\\
rv(y) , & m_{1} <y\leq 1
\end{array}\right. (20)

となる。(20) 式の区間  a\leq y\leq a+ $\delta$ に対する  M_{2}(G, y) は

M_{2}(G, y) = \displaystyle \int_{a}^{y} [\frac{rv(m_{1})}{ $\delta$}] dG(x) +\int_{y}^{a+ $\delta$} [\frac{v(y)}{ $\delta$}] dG(x)
= rv(m_{1}) [\displaystyle \frac{y-a}{ $\delta$}] +v(y) [\frac{a+ $\delta$-y}{ $\delta$}]
\leq  rv(m_{1}) [\displaystyle \frac{y-a}{ $\delta$}] 十 v(a+ $\delta$) [\displaystyle \frac{a+ $\delta$-y}{ $\delta$}]
\displaystyle \leq rv(m_{1}) [\frac{y-a}{ $\delta$}] + [v(a) + $\epsilon$] [\frac{a+ $\delta$-y}{ $\delta$}]
\displaystyle \leq rv(m_{1}) + $\epsilon$ [\frac{a+ $\delta$-y}{ $\delta$}]
\leq rv(m_{1}) + $\epsilon$ (21)

である。従って、

 M_{2}(G, y)\leq rv(m_{1})+ $\epsilon$, 0\leq y\leq 1 (22)

が得られる。一方、不等式

M_{2}(G, y) \displaystyle \geq rv(m_{1}) [\frac{y-a}{ $\delta$}] +v(a) [\frac{a+ $\delta$-y}{ $\delta$}]
= rv(m_{l}) , a\leq y\leq a+ $\delta$ (23)

も得られる。(22) と (23) 式より以下のことが言える。

 rv(m_{1})\leq M_{2}(G, y)\leq rv(m_{1})+ $\epsilon$, a\leq y\leq a+ $\delta$ (24)

 M_{1}(x, G) に対しても同様にして

 rv(m_{1})\leq M_{1}(x, G)\leq rv(m_{1})+ $\epsilon$, a\leq x\leq a+ $\delta$ (25)

が得られる。以上の議論により、次の結果が導かれる。

定理2.  v(0)\leq rv(m_{1}) と仮定する。 a を方程式 v(a)=rv(m_{1}) の区間 [0, m_{1}] における最小の解

とし、任意の  $\epsilon$>0 に対して、  v(a+ $\delta$)-v(a)< $\epsilon$ を満たす  $\delta$>0 を選ぶÛ そして、次のような混

合戦略を考える。

G(t)= \left\{\begin{array}{ll}
0, & 0\leq t<a\\
\int_{a}^{t}(\frac{1}{ $\delta$})ds, & a\leq t\leq a+ $\delta$\\
 1, & a+ $\delta$<t\leq 1
\end{array}\right. (26)
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このとき、混合戦略の組 (G, G) は1つの  $\epsilon$‐ナッシュ平衡点を構成する。この戦略に対応する Player

1, 2の期待利得は

 rv(m_{1})\leq M_{1}(x, G)\leq rv(m_{1})+ $\epsilon$, a\leq x\leq a+ $\delta$ (27)

 rv(m_{1})\leq M_{2}(G, y)\leq rv(m_{1})+ $\epsilon$, a\leq y\leq a+ $\delta$ (28)

を満たす。  $\epsilon$\rightarrow 0 とすると

\displaystyle \lim_{ $\epsilon$\rightarrow 0}M_{\dot{l}}(G, G)=rv(m_{1}) (i=1,2) (29)

であり、これは極限的な意味でのナッシュ平衡点であることを表している。

証明は (20) 式以降 (25) 式までに示した通りである。

4.2 モデル (II)

4.2.1 サイレントゲーム

まず、 v(m\mathrm{i})\geq rv(m_{3})\geq v(0) の場合について考える。 0\leq a<m_{1} <b<m_{3} であるとする。

今、混合戦略

F_{2}(t)= \left\{\begin{array}{ll}
0, & 0\leq t\leq a\\
\int_{a}^{t}f_{1}(s)ds, & a<t<m_{1}\\
\int_{a}^{rn_{1}}f_{1}(s)ds, & m_{1}\leq t\leq b\\
\int_{a}^{m_{1}}f_{1}(s)ds+\int_{b}^{t}f_{2}(s)ds, & b<t<m_{3}\\
1, & m_{3}\leq t\leq 1
\end{array}\right.
に着目する。ここで、 \displaystyle \int_{a}^{m_{1}}f_{1}(s)ds+\int_{b}^{rn_{3}} f2 (s)ds=1 、 f_{1}(t)>0 for a<t<m_{1} 、f2 (t)>0 for

b<t<m_{3} を満たすとする。Player 1が混合戦略乃 (t) を用いて、Player 2が純戦略  y\in [0 ,
1 ] を

用いるときのPlayer 2への期待利得 M_{2}(F_{2}, y) は

M_{2}(F_{2}, y)= \left\{\begin{array}{ll}
v(y) , & 0\leq y\leq a\\
v(y)-(1-r)v(y)\int_{a}^{y}f_{1}(s)ds, & a<y<m_{1}\\
v(y)-(1-r)v(y)\int_{a}^{m_{1}}f_{1}(s)ds, & m_{1}\leq y\leq b\\
(1-r)v(y)\int_{y}^{m_{3}}f_{2}(s)ds+rv(y) , & b<y<m_{3}\\
rv(y) , & m_{3}\leq y\leq 1
\end{array}\right.
となる。今、恒等子法を用いて解くために

M_{2}(F_{2}, y)= const for  y\in (a, m_{1})\cup(b, m3)

とおき、両辺を y で微分すると

0=\displaystyle \frac{dM_{2}(F_{2},y)}{dy}=\left\{\begin{array}{ll}
v'(y)-(1-r)v'(y)\int_{a}^{y}f_{1}(s)ds-(1-r)v(y)f_{1}(y) , & a<y<m_{1}\\
(1-r)v'(y)\int_{y}^{m_{3}}f_{2}(s)ds-(1-r)v(y)f_{2}(y)+rv'(y) , & b<y<m_{3}
\end{array}\right.
すなわち

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{v'(y)}{v(y)}=\frac{(1-r)f1(y)}{1-(1-r)\int_{a}^{y}f1(s)ds}, & a<y<m_{1}\\
\frac{v'(y)}{v(y)}=\frac{(1-r)f_{2}(y)}{r+(1-r)\int_{y}^{m_{3}}f_{2}(s)ds}, & b<y<m_{3}
\end{array}\right.
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を得る。各微分方程式の両辺を y で積分して整理すると

v(y)=\displaystyle \frac{C_{1}}{1-(1-r)\int_{a}^{y}f_{1}(s)ds}, a<y<m_{1} (30)

v(y)=\displaystyle \frac{C_{2}}{r+(1-r)\int_{y}^{rn_{3}}f_{2}(s)ds}, b< ヱ <m_{3} (31)

となる。そこで、 c_{\mathrm{i}}, C_{2} は積分定数である。 y=a における境界条件より C_{1}=v(a) を得る。また、

y=m_{3} における境界条件より C_{2}=rv(\mathrm{m}_{3}) を得る。 a<y<m_{1} において (30) 式を y で微分して

f_{1}(y)=\displaystyle \frac{v(a)v'(y)}{(1-r)v(y)^{2}}
を得る。この密度関数に対応する分布関数は

F_{2}(y) = \displaystyle \int_{a}^{y}f_{1}(s)ds = \frac{1}{1-r}(1-\frac{v(a)}{v(y)}) , a<y<m_{1} (32)

である。これは境界条件乃 (a)=0 を常に満たしている。

一方、 b<y<m_{3} において (31) 式を y で微分して

f_{2}(y)=\displaystyle \frac{rv(m_{3})v'(y)}{(1-r)v(y)^{2}}
を得る。この密度関数に対する分布関数は

F_{2}(_{y}) = a^{m_{1}} f1 (s)ds + \displaystyle \int_{b}
シ

f2 (s)ds

= \displaystyle \frac{1}{1-r}(1-\frac{v(a)}{v(m_{1})}) +\frac{rv(m_{3})}{1-r}(\frac{1}{v(b)}-\frac{1}{v(y)}) , b<y<m_{3} (33)

である。これが分布関数を構成するためには、境界条件として乃 (m_{3})=1 が成り立たなければな

らない。すなわち

\displaystyle \frac{v(a)}{v(m_{1})}=\frac{rv(m_{3})}{v(b)} (34)

を満たす必要がある。

a<t<m_{1} において

M_{2}(F_{2}, y) = v(y)-(1-r)v(y)\displaystyle \frac{1}{1-r}(1-\frac{v(a)}{v(y)})
= v(a)

である。 m_{1}\leq t\leq b においては

M_{2}(F_{2}, y) = v(y)-(1-r)v(y)\displaystyle \frac{1}{1-r} (1-\frac{v(a)}{v(m_{1})})
= \displaystyle \frac{v(a)}{v(m_{1})}v(y)

となる。また、 b<t<m_{3} において

F_{2}(y) = \displaystyle \frac{1}{1-r}(1-\frac{v(a)}{v(m_{1})}) +\frac{rv(m_{3})}{1-r}(\frac{1}{v(b)}-\frac{1}{v(y)})
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= \displaystyle \frac{1}{1-r} (1-\displaystyle \frac{rv(m_{3})}{v(y)})
なので、

M_{2}(F, y) = (1-r)v(y)(1-F_{2}(y))+rv(y)

= (1-r)v(y)\displaystyle \{1-\frac{1}{1-r}(1-\frac{rv(m_{3})}{v(y)})\}+rv(y)
= rv(m_{3})

である。まとめると

M_{2}(F, y)= \left\{\begin{array}{ll}
v(y)\leq v(a) , & 0\leq y\leq a\\
v(a) , & a<y<m_{1}\\
\frac{v(a)}{v(m_{1})}v(y)\leq\max\{v(a), rv(m_{3})\}, & m_{1} \leq y\leq b\\
rv(m_{3}) , & b<y<m_{3}\\
rv(y)\leq rv(m_{3}) , & m_{3}\leq y\leq 1
\end{array}\right.
となる。Player 1はPlayer 2の期待利得 M2 (F2, y) を小さくするような戦略乃を選ぶことによ
り、自身の利得を大きくすることができる。利得の構造が対称的であるので、 v(a) =rv(m_{3}) とな

るような a を定めるであろう。このことから v(m_{1}) =v(b) も定まる。

定理3. v(m_{1})\geq rv(m_{3})\geq v(0) と仮定する。 a を 0\leq a\leq m_{1} を満たす方程式 v(a)=rv(m_{3})
の根、 b を m_{2}\leq b\leq m_{3} を満たす方程式 v(m_{1})=v(b) の根とし、次のような混合戦略を考える。

F_{2}(t)= \left\{\begin{array}{ll}
0, & 0\leq t\leq a\\
\frac{}{}\frac{1}{1-r1-r1}\frac{1}{1-r}[Case] & m_{1}\leq t\leq ba<t<m_{1}b<t<m_{3}\\
1, & m_{3}\leq t\leq 1
\end{array}\right.
このとき、混合戦略の組 (F_{2}, F_{2}) は1つのナッシュ平衡点を構成する。この戦略に対応する Player

1,2の期待利得は

v_{i}=M_{ $\iota$}(F_{2}, F_{2})=rv(m_{3}) , i=1, 2

となる。

証明 Player 1, 2ともに混合戦略乃を用いたときのPlayer 2への期待利得 M2 (F2, F2) は

M_{2}(F_{2}, F_{2}) = \displaystyle \int_{a}^{m_{1}} M_{2}(F_{2,y)} fi (y)dy +
わ

rr$\iota$_{3}

M_{2}(F_{2,y)}f2 (y)dy

= v(a)F_{2}(m_{1})+rv(m_{3})(1-F_{2}(b))
= rv(m_{3})

Player 1の期待利得も同様に得られる。よって、戦略対 (F_{2}, F_{2}) はナッシュ平衡点であることが示

せた。

さらに、 v(m\mathrm{i}) < $\tau$ v(m_{3}) の場合について言及する。この場合にはモデル (I) のサイレントゲー

ムと同一の結果を得ることができる。
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定理4. v(m_{1})<rv(m_{3}) と仮定する。 b を m_{2} \leq b\leq m_{3} を満たす方程式 rv(m_{3})=v(b) の根

とし、次のような混合戦略を考える。

F_{3}(t)= \left\{\begin{array}{ll}
0, & 0\leq t\leq b\\
\frac{1}{1-r}(1-\frac{rv(m_{3})}{v(t)}) , & b<t<m_{3}\\
1, & m_{3}\leq t\leq 1
\end{array}\right.
このとき、混合戦略の組 (F_{3}, F3) は1つのナッシュ平衡点を構成する。この戦略に対応する Player

1, 2の期待利得は

v_{l}=M_{ $\iota$} (F_{3}, F3)=rv(m_{3}) , i=1, 2

となる。

5 最後に

本稿では双峰型価値関数をもつ2人タイミングゲームでのサイレントゲームとノイジーゲームを

扱った。ある条件の下で混合戦略のクラスにおいてナッシュ平衡解の存在性を示した。下落後の価

値関数の最大値と同じ値をもつ時刻が事前に存在するならば、ここで得られた結果はより 一般化す

ることができるであろう。また、別の条件下での平衡の存在性についても興味がある。これらは今

後の課題とする。
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