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特異点を持つ曲面の微分幾何学に関しては既に沢山の文献が出版されている (全てを

挙げることはできないが,例えば,[4, 9, 11, 12, 13, 14, 15] など). 著者は,共同研究 [5]
において,枠を用いた平面フロンタルの微分幾何学の研究を行った.この論文では,その
高次元化に相当する , 枠を用いた特異点を持つ曲面の研究手法についての概要を述べる.
本論文の内容は,高橋雅朋との共同研究 [6] に基づくものである.

1 枠付き曲面の定義と基本定理

1.1 枠付き曲面の定義

U\subset \mathbb{R}^{2} を領域とする.以下,特に断りの無い限り,写像は C^{\infty} 級とする.  $\Delta$=\{(a_{1}, a_{2})\in
 S^{2}\times S^{2}|\langle a_{1_{\dot{\prime}}}a_{2}\rangle=0\}\subset \mathbb{R}^{3}\times \mathbb{R}^{3} とする.但し, \langle , )はユークリッド空間の通常の内積と
する.

定義 LL (x, n, s):U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ が枠付き曲面であるとは, \langle x_{u}, n\rangle=0, \langle x_{v}, n} =0 か

つ \langle n, s)=0 が成り立つことと定義する.

以下では,誤解が生じる恐れの少ない場合は, x のことも枠付き曲面と呼ぶことにする.
 t=n\times $\epsilon$ とおく.このとき, \{n, s,t\} は \mathbb{R}^{3} の正規直交枠場になることに注意する.こ
れを枠付き曲面 (x, n, s) の枠と呼ぶ.

注意1.2. 定義より,枠付き曲面はフロンタルになる.また,局所的にはフロンタルは枠
付き曲面になる.フロンタルに関しては,例えば [1, 2] などを参照.

枠付き曲面 (x, n, s) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ に対して,  U 上の関数 a_{i}, b_{i}, e_{i}, f_{i} 及び g_{i} (i=1,2)
を次のように定義し,枠付き曲面の基本不変量と呼ぶ.

\left(\begin{array}{l}
x_{u}\\
x_{v}
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{ll}
a_{1} & b_{1}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right) \left(\begin{array}{l}
s\\
t
\end{array}\right)
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(_{t_{u}}^{n_{\mathrm{u}}}s_{u}) = (-e_{1}0 -g_{1}e_{1}0 g_{1}f_{1}0) (_{t}^{n}s) \dot{3} (_{t_{v}}^{n_{v}}s_{v}) = (-e_{2}0 -g_{2}e_{2}0 g_{2}f_{2}0) (_{t}^{n}s)
また,上記の行列をそれぞれ \mathcal{G}, \mathcal{F}_{1}, \mathcal{F}_{2} とおき,基本行列と呼ぶ.

例 1.3. カスプ片 x(u, v) = (u, v^{2}, v^{3}) を考える.カスプ片は枠付き曲面になる.実際,
x_{u} (u ) v) =(1,0,0) , x_{v}(u, v)=(0,2v, 3v^{2}) であるから,

n(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{9v^{2}+4}}(0, -3v, 2) , s(u, v)=(1,0,0)
とおけば,(x ) n, s ) は枠付き曲面になる.

t(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{9v^{2}}+4} (0 ) 2_{\text{）}}3v)

となる.基本不変量は下記のようになる.

\left(\begin{array}{ll}
a_{1} & b_{1}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right) = (_{0}^{1} v\sqrt{9v^{2}+4}0) , \left(\begin{array}{lll}
e_{1} & f_{1} & g_{1}\\
e_{2} & f_{2} & g_{2}
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{lll}
0 & 0 & 0\\
0 & -6/(9v^{2}+4) & 0
\end{array}\right).
例1.4. ツバメの尾 x(u, v)=(3u^{4}+u^{2}v, -4u^{3}-2uv, v) を考える.ツバメの尾は枠付き

曲面になる.実際 x_{u}(u, v)=2(6u^{2}+v)(u, -1,0) , x_{v}(u, v)=(u^{2}, -2u_{\dot{J}}1) であるから,

n(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1+u^{2}+u^{4}}}(1, u, u^{2} s(u, v)=\frac{1}{\sqrt{1+u^{2}}}(u, -1_{\mathrm{i}}0)
とおけば, (x, n, s) は枠付き曲面になる.また,

t(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1+u^{2}+u^{4}}\sqrt{1+u^{2}}}(u^{2}, u^{3}, -1-u^{2})
となる.

基本不変量は下記のようになる

\displaystyle \left(\begin{array}{ll}
a_{\mathrm{l}} & b_{1}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right) = (^{(12u^{2}\sqrt{1+u^{2}}}\frac{+2v)u(u^{2}+2)}{\sqrt{1+u^{2}}} -\frac{\sqrt{1+\mathrm{u}^{2}+u^{4}}0}{\sqrt{1+\mathrm{u}^{2}}}) ,

\displaystyle \left(\begin{array}{lll}
e_{1} & f_{1} & g_{1}\\
e_{2} & f_{2} & g_{2}
\end{array}\right) = (^{-\frac{1}{\sqrt{1+u^{2}+u^{4}}\sqrt{1+u^{2}}0}} -\frac{u(2+\mathrm{u}^{2})}{\mathrm{t}^{1+u^{2}+u^{4})\sqrt{1+\mathrm{u}^{2}}}0} \frac{u^{2}}{(1+u^{2})\sqrt{1+u^{2}+u^{4}},0}) .

例1.5. カスプ状交差帽子 x(u, v)=(u, v^{2}, uv^{3}) を考える.カスプ状交差帽子は枠付き曲
面になる.実際, x_{u}(u, v)=(1,0, v^{3}) , x_{v}(u, v)=(0,2v, 3uv^{2}) であから,

n(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4}}(-2v^{3}, -3uv, 2) , s(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{1+v^{6}}}(1,0, v^{3})
とおけば, (x, n, s) は枠付き曲面になる.

t(u, v)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4}\sqrt{1+v^{6}}}(-3uv^{4},2v^{6}+2,3uv)
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である.基本不変量は下記のようになる.

\displaystyle \left(\begin{array}{ll}
a_{1} & b_{\mathrm{l}}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right) = (^{\sqrt{6}}\frac{1+v3uv^{5}}{\sqrt{1+v^{6}}} \frac{v\sqrt{4v^{6}+9\mathrm{u}^{2}v^{2}+4}0}{\sqrt{1+v^{6}}}) ;

\left(\begin{array}{lll}
e_{1} & f_{1} & g_{1}\\
e_{2} & f_{2} & g_{2}
\end{array}\right) = (_{-\frac{06v^{2}}{\sqrt{4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4}\sqrt{1+v^{6}}}} \displaystyle \frac{-\frac{6v\sqrt{1+v^{6}}}{4v^{6}+9_{6}u^{2}v^{2}+46\mathrm{u}(2v-1)}}{(4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4)\sqrt{1+v^{6}}} \displaystyle \frac{9uv^{3}0}{\sqrt{4v^{6}+9\mathrm{u}^{2}v^{2}+4}(1+v^{6})}) .

例1.6. 標準的な交差帽子 f_{CR}(u, v)=(u, v^{2}
,
uv ) を考える.この曲面はフロンタルになら

ないことが知られているが,以下のように,枠付き曲面の像として実現できる (写像 x の構
成に関しては [4] も参照). 写像 x : \mathbb{R}\times \mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}^{3} を, x(r,  $\theta$)=(r\cos $\theta$, r^{2}\sin^{2} $\theta$, r^{2}\cos $\theta$\sin $\theta$)
と定義する.明らかに, x(\mathbb{R}^{2})=f_{CC}(\mathbb{R}^{2}) である.このとき, x が枠付き曲面であること

を示す.実際,

x_{r}(r,  $\theta$) = (\cos $\theta$, 2r\sin^{2} $\theta$, 2r\cos $\theta$\sin $\theta$) ,

x_{ $\theta$}(r,  $\theta$) = ( -r\sin $\theta$, 2r^{2}\cos $\theta$\sin $\theta$, r^{2} (cos2  $\theta$-\sin^{2} $\theta$))

であるから,  n (r )
 $\theta$ ) =\displaystyle \frac{1}{}(-2r\sin^{2} $\theta$, -\cos $\theta$, 2\sin $\theta$)\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1} とおくと,こ

れは単位法ベクトルになる.また,

s(r,  $\theta$) = \displaystyle \frac{1}{\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}}(0,2\sin $\theta$, \cos $\theta$)
t (r )

 $\theta$ ) = \displaystyle \frac{1}{\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1}\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}}(-(3\sin^{2} $\theta$+1 2r\sin^{2} $\theta$\cos $\theta$, -4r\sin^{3} $\theta$)
とおくと, \{n, s, t\} は正規直交枠になり,従って (x, n, s) : \mathbb{R}^{2}\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ は枠付き曲面に

なる.更に,基本不変量は,次のようになる

\displaystyle \left(\begin{array}{ll}
a_{1} & b_{1}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right) = (2^{\frac{2r\sin $\theta$(\sin^{2} $\theta$+1)}{\sqrt{3_{\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{n}^{2} $\theta$+1}}} \frac{-\cos $\theta$\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1}}{\frac{r\sin $\theta$\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1}\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}}{\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}}}) ,

\left(\begin{array}{lll}
e_{1} & f_{1} & g_{1}\\
e_{2} & f_{2} & 92
\end{array}\right) =

(_{\frac{02}{\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1}\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}}} \displaystyle \frac{2r $\theta$+2)\frac{2\sin^{2} $\theta$\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}}{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1\sin $\theta$\cos $\theta$(3\sin^{2}}}{(4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1)\sqrt{3\sin^{2} $\theta$+1}} \displaystyle \frac{4r\sin^{2} $\theta$ 0}{\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1}(3\sin^{2} $\theta$+1)})
1.2 枠付き曲面に対する基本定理

以下では,正則曲面論の基本定理の,枠付き曲面版を示す.まず,枠付き曲面の合同を
定義する.
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定義1.7. 二つの枠付き曲面 (x., n, s (\overline{x},\overline{n}_{:}\overline{s}) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ が合同であるとは,  A \in

 SO(3) と b\in \mathbb{R}^{3} が存在して,次が成立することである :

\overline{x}(u_{;}v)=Ax(u,\cdot v)+b, \overline{n}(u_{\dot{J}}v)=An(u, v) , \overline{s}(u, v)=As(u_{;}v) .

以下, (x, n, s) と (\overline{x},\overline{n}, \overline{s}) の基本行列をそれぞれ (\mathcal{G}, \mathcal{F}_{1}, \mathcal{F}_{2}) ) (\overline{\mathcal{G}},\overline{\mathcal{F}_{1}},\overline{\mathcal{F}_{2}}) とおく.基本

行列は枠付き曲面の合同の不変量である.即ち,次が成り立つ

補題1.8. 枠付き曲面 (x, n, s) と( \overline{x}
) \overline{n}, \overline{s}) が合同ならば, (\mathcal{G}, \mathcal{F}_{1}, \mathcal{F}_{2})=(\overline{\mathcal{G}},\overline{\mathcal{F}_{1}},\overline{\mathcal{F}_{2}}) が成り

立つ.

また,この補題の逆として,以下の定理が成り立つ.

定理1.9 (枠付き曲面の基本定理).( \mathcal{G}, \mathcal{F}_{1} ) \mathcal{F}_{2} ) =(\overline{\mathcal{G}},\overline{\mathcal{F}_{1}},\overline{\mathcal{F}_{2}}) ならば, (x, n, s) と( \overline{x},\overline{n} , 言)
は合同である

1.3 枠の変換による基本不変量の変化

一般に,基本不変量は枠の取り方に依存する.以下では枠の回転と反転による基本不変
量の変化について述べる.枠付き曲面 (x, n, s) を考える.滑らかな関数  $\theta$ :  U\rightarrow \mathbb{R} に対

して, s_{ $\theta$}, t_{ $\theta$} を次のように定義する.

\left(\begin{array}{l}
s_{ $\theta$}\\
t_{ $\theta$}
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$(u,v) & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$(u_{\prime}v)\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$(u,v) & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$(u,v)
\end{array}\right) \left(\begin{array}{l}
s\\
t
\end{array}\right).
こうして得られた \{n, s_{ $\theta$}, t_{ $\theta$}\} は x に沿う枠になる.この枠を, \{n, s, t\} に枠の回転  $\theta$ を施

して得られる枠とよぶ.枠付き曲面 (x, n, s_{ $\theta$}) の基本不変量を (\mathcal{G}^{ $\theta$,}\mathcal{F}_{1,2}^{ $\theta$}\sqrt{}^{ $\theta$}) と記す.直接

計算により,( \mathcal{G}^{ $\theta$}, \mathcal{F}_{1}^{ $\theta$} , 鍔) は (\mathcal{G}, \mathcal{F}_{1}, \mathcal{F}_{2}) を用いて,次のように表せることがわかる.

命題1.10. 次が成り立つ.

\mathcal{G}^{ $\theta$}=\mathcal{G}\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$
\end{array}\right)

\mathcal{F}_{1}^{ $\theta$}= \left(\begin{array}{lll}
0 & e_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$-f_{1}\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}} $\theta$ & e_{\mathrm{l}}\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}} $\theta$+f_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$\\
-e_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$+f_{1}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & 0 & g_{1}-$\theta$_{u}\\
-e_{1}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$-f_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & -g_{1}+$\theta$_{\mathrm{u}} & 0
\end{array}\right) ,

噌 = \left(\begin{array}{lll}
0 & e_{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$-f_{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & e_{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$+f_{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$\\
-e_{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$+f_{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & 0 & g_{2}-$\theta$_{v}\\
-e_{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$-f_{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & -g_{2}+$\theta$_{v} & 0
\end{array}\right)
特に, i=1 , 2に対して,

\left(\begin{array}{l}
e_{i}^{ $\theta$}\\
f_{i}^{ $\theta$}
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$
\end{array}\right) \left(\begin{array}{l}
e_{i}\\
f_{\dot{l}}
\end{array}\right)
となる.
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次に,枠の反転 \{n, s, t\}\mapsto\{-n, s, -t\} による不変量の変化を調べる.変換後の枠を

\{n_{r}, s_{r}., t_{r}\} とおき,この枠での基本不変量を \mathcal{G}^{r} , 君 君とおく.このとき,

であるから,これらを直接代入することにより,下記の命題が成り立つ.

命題1.11. 次が成り立つ.

\mathcal{G}^{r}=\mathcal{G}\left(\begin{array}{ll}
1 & 0\\
0-\mathrm{l} & 
\end{array}\right), \mathcal{F}_{1}^{r}= (e_{1}0 -e_{1}g_{1}0
特に, i=1 , 2に対して,

\left(\begin{array}{l}
e_{i}^{r}\\
f_{i}^{r}
\end{array}\right) = (^{-1}0
となる.

1.4 定義域と値域の座標変換

-f_{1}0g_{1}) , \mathcal{F}_{2}^{r}= \left(\begin{array}{lll}
0 & -e_{2} & f_{2}\\
e_{2} & 0 & -g_{2}\\
-f_{2} & g_{2} & 0
\end{array}\right)
01) \left(\begin{array}{l}
e_{i}\\
f_{i}
\end{array}\right)

ここでは,座標変換による基本不変量の変化の仕方を見る.合成関数の微分公式より,
次の命題が示せる.

命題1.12. (x, n, s):U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲面とし,座標変換 (u, v):V\rightarrow U を (p, q)\mapsto
(u(p, q), v(p, q)) とおく.このとき,座標変換後の枠付き曲面 (x, n, s)-(u, v):V\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$
の基本不変量 (\mathcal{G}, \mathcal{F}_{1}, \mathcal{F}_{2}) は以下で与えられる.

\overline{\mathcal{G}}= \left(\begin{array}{ll}
u_{p} & v_{p}\\
u_{q} & v_{q}
\end{array}\right)\mathcal{G}, (\overline{\frac{e}{e_{2}}1} \overline{\frac{f_{1}}{f_{2}}} \overline{\frac{g_{1}}{g_{2}}}) = \left(\begin{array}{ll}
u_{p} & v_{p}\\
u_{q} & v_{q}
\end{array}\right) \left(\begin{array}{lll}
e_{1} & f_{1} & 91\\
e_{2} & f_{2} & g_{2}
\end{array}\right) .

枠付き曲面という性質は, x の値域の微分同相写像で不変な性質である.即ち,次が成
り立つ.

命題1.13. (x, n, s) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲面とし,  $\Phi$ : \mathbb{R}^{3}\rightarrow \mathbb{R}^{3} を微分同相写像とす

る.このとき, n^{ $\Phi$} ) s^{ $\Phi$} : U\rightarrow S^{2} が存在して, ( $\varphi$\circ x, n^{ $\Phi$}, s^{ $\Phi$}):U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ は枠付き曲面
になる.

2 可積分条件

この節では,枠付き曲面の可積分条件から得られる基本不変量の間の関係について述
べる.
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2.1 可積分条件と基本不変量

三つのベクトルの組

 $\Omega$= \left(\begin{array}{l}
n\\
s\\
t
\end{array}\right)
を考える.連立偏微分方程式

\left\{\begin{array}{l}
$\Omega$_{u}=\mathcal{F}_{1} $\Omega$,\\
$\Omega$_{v}=\mathcal{F}_{2} $\Omega$,
\end{array}\right.
の可積分条件は,

\mathcal{F}_{2,v}-\mathcal{F}_{1,v}=[\mathcal{F}_{1},\mathcal{F}_{2}] (1)

となる.但し, n 次正方行列 A, B\in M(n) に対して, [A, B]=AB-BA とする.この

とき,  $\Omega$ が局所的に一意的に存在する.更に,

\left(\begin{array}{l}
x_{\mathrm{u}}\\
x_{v}
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{ll}
a_{1} & b_{1}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right) \left(\begin{array}{l}
s\\
t
\end{array}\right)
となる x が存在するためには

\displaystyle \frac{\partial}{\partial v}(a_{1}s+b_{1}t)=\frac{\partial}{\partial u}(a_{2}s+b_{2}t) (2)

が必要十分である.(1) を基本不変量を用いて書き直すと,

\left\{\begin{array}{l}
e_{1,v}-f_{192}=e_{2,u}-f_{2}g_{1},\\
f_{1,v}-g_{1}e_{2}=f_{2,u^{-}92}e_{1} \text{）}\\
g_{1,v^{-e_{1}f_{2}=92,u^{-e_{2}f_{1}}}}.
\end{array}\right.
(2) を基本不変量を用いて書き直すと,

\left\{\begin{array}{l}
a_{1,v}-b_{1}g_{2}=a_{2,u}-b_{2}g_{1},\\
b_{1,v}-a_{2}g_{1}=b_{2,u}-a_{1}g_{2},\\
a_{1}e_{2}+b_{1}f_{2}=a_{2}e_{1}+b_{2}f_{1},
\end{array}\right.
が得られる.

また,枠の変換での可積分条件と元の枠での可積分条件の関係は,次のように記述で
きる.

命題2.1. 以下の (i) から (iii) は同値.

(i) \mathcal{F}_{2,u}-\mathcal{F}_{1,v}=[\mathcal{F}_{1}, \mathcal{F}_{2}],
(ii) \mathcal{F}_{2,u}^{ $\theta$}-\mathcal{F}_{1,v}^{ $\theta$}=[\mathcal{F}_{1}^{ $\theta$}, \mathcal{F}_{2}^{ $\theta$}],
(iii) \mathcal{F}_{2,\mathrm{u}}^{r}-\mathcal{F}_{1,v}^{r}=[f_{1}-, \sqrt{2}].
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3 枠付き曲面の曲率

3.1 曲率の定義と性質

正則曲面 x:U\rightarrow \mathbb{R}^{3} に対して,第一基本量及び第二基本量を E, F, G, L, M, N とおく

(正則曲面の微分幾何学に関しては,例えば [7] を参照).即ち,

E = \langle x_{u},  x_{u}\rangle )  F=\langle x_{u}, x_{v}\rangle, G=\langle x_{v}, x_{v}) ,

L = -\{x_{\mathrm{u}}, n_{u}\rangle, M=-\langle x_{u}, n_{v}\rangle, N=-\{x_{v}, n_{v}\rangle.

但し, n は x 曲面の単位法ベクトル田\mathrm{u}\times X_{v}/\Vert x_{u}\times x_{v}\Vert とする.このとき,  x のガウス曲

率 K 及び平均曲率 H は以下のように定義される.

K=\displaystyle \frac{LN-M^{2}}{EG-F^{2}} ) H=\displaystyle \frac{EN-2FM+GL}{2(EG-F^{2})}.
正則曲面 x の基本不変量,ガウス曲率及び平均曲率は,その単位法ベクトル n を用い

て得られる枠付き曲面 (x,n, s) の基本不変量を用いて次のように記述できる.

補題3.1.

E = a_{1}^{2}+b_{1}^{2}, F=a_{1}b_{1}+a_{2}b_{2}, G=a_{2}^{2}+b_{2}^{2},
L = -a_{1}e_{1}-b_{1}f_{1}, M=-a_{1}e_{2}-b_{1}f_{2}, N=-a_{2}e_{2}-b_{2}f_{2}.

可積分条件 x_{uv}=x_{vu} より, M=-a_{1}e_{2}-b_{1}f_{2}=-a_{2}e_{1}-b_{2}f_{1} が成り立つことに注意
する.

上記の補題と直接計算により,次の命題が示せる.

命題3.2.

K=\displaystyle \frac{e_{1}f_{2}-f_{1}e_{2}}{a_{1}b_{2}-a_{2}b_{1}}, H=\frac{-a_{1}f_{2}+b_{1}e_{2}+a_{2}f_{1}-b_{2}e_{1}}{2(a_{1}b_{2}-b_{1}a_{2})}.

J_{F}=\det\left(\begin{array}{ll}
a_{1} & b_{1}\\
a_{2} & b_{2}
\end{array}\right), K_{F}=\det\left(\begin{array}{ll}
e_{\mathrm{l}} & f_{1}\\
e_{2} & f_{2}
\end{array}\right), H_{F}=-\displaystyle \frac{1}{2}\{\det\left(\begin{array}{ll}
a_{1} & f_{1}\\
a_{2} & f_{2}
\end{array}\right) -\displaystyle \det\left(\begin{array}{ll}
b_{1} & e_{1}\\
b_{2} & e_{2}
\end{array}\right)\displaystyle \}
とおくと, K, H は

K=\displaystyle \frac{K_{F}}{J_{F}}, H=\frac{H_{F}}{J_{F}}
とあらわせる.このことを踏まえて,枠付き曲面の曲率 C_{F} を次のように定義する.

定義3.3. 枠付き曲面 (x, n, s) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ に対して,曲率  C_{F} を C_{F}=(J_{F}, K_{F}, H_{F})
と定義する.

注意3.4. 可積分条件 (1) より, K_{F}=g_{1,v}-g_{2,u} が成り立つ.
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正則点の定義より,曲面が点 p\in U の周りで正則であるためには, J_{F}(p)\neq 0 であるこ

とが必要十分である.次の命題は.曲面 (x, n) が点 p\in U の周りでルジャンドルはめ込

みであるための条件を,不変量を用いて判定するものである.

補題3.5. (x, n, s):U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲面とし,  p\in U とする. (x, n) が p の周りで

ルジャンドルはめ込みあるためには. C_{F}(p)\neq 0 が必要十分である.

証明には,可積分条件などを用いる.

注意3.6. 枠の変換による J_{F}, K_{F} 及び H_{F} の変化に関して,次の関係が成り立つ.枠付き曲
面 (x, n, s_{ $\theta$}) の不変量を C_{F}^{ $\theta$}=(J_{F}^{ $\theta$}, K_{F}^{ $\theta$}, H_{F}^{ $\theta$}) とおくと, (J_{F}^{ $\theta$}, K_{F}^{ $\theta$}, H_{F}^{ $\theta$})=(J_{F}, K_{F}, H_{F}) . また,

枠付き曲面侮, n, s_{r} ) の不変量を (J_{F}^{r}, K_{F}^{r}, H_{\underline{F}}^{r})-とおくと, (J_{F}^{r}, K_{F}^{r}, H_{F}^{r})=(-J_{F}, -K_{F}, H_{F}) .

更に,定義域の座標変換  $\varphi$ に対して, (J_{F}, K_{F},\overline{H_{F}})=((\det J_{ $\varphi$})J_{F}, (\det J_{ $\varphi$})K_{F}, (\det J_{ $\varphi$})H_{F}) .

但し, J_{ $\varphi$} は座標変換  $\varphi$ のヤコビ行列,が成り立つ

次に,  s も含めた組 (x, n, s) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ がはめ込みになる条件について考える.そ
の前に,言葉と記号を用意しておく.

定義3 \cdot 7. (x, n, s):U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ が  p\in U の周りではめ込みになっているとき, (x,n, s)
は p\in U の周りで枠付きはめ込であると呼ぶ.

記号 I_{F} を次で定める.

I_{F}= (J_{F}, K_{F}, H_{F}, \det\left(\begin{array}{ll}
e_{1} & g_{\mathrm{l}}\\
e_{2} & g_{2}
\end{array}\right), \det\left(\begin{array}{ll}
f_{1} & g_{1}\\
f_{2} & g_{2}
\end{array}\right), \det\left(\begin{array}{ll}
a_{1} & e_{1}\\
a_{2} & e_{2}
\end{array}\right), \det\left(\begin{array}{ll}
a_{1} & g_{1}\\
a_{2} & g_{2}
\end{array}\right);\det\left(\begin{array}{ll}
b_{1} & g_{1}\\
b_{2} & g_{2}
\end{array}\right))
ここで,後半の行列式は可積分条件に現れる行列式である (第2.1節を参照).また, \det\left(\begin{array}{ll}
a_{1} & e_{1}\\
a_{2} & e_{2}
\end{array}\right) =

-\det\left(\begin{array}{ll}
b_{1} & f_{1}\\
b_{2} & f_{2}
\end{array}\right) であることに注意しておく.

以上のもと,次の補題が成り立つ.

補題3.8. (x, n, s) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲面とする,このとき, (x, n, s) が p\in U の

周りで枠付きはめ込みであるためには, I_{F}(p)\neq 0 であることが必要十分である.

以上をまとめると,次の定理を得る.

定理3.9. (x, n, s) :  U\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲面とする.  p\in U に対して,以下のことが
成り立つ.

(1) x が p の周りで正則であるためには, J_{F}(p)\neq 0 が必要十分である.

(2) (x, n) が p の周りでルジャンドルはめ込みであるためには, C_{F}(p)\neq 0 が必要十分で
ある.

(3) (x, n, s) が p の周りで枠付きはめ込みであるためには, I_{F}(p)\neq 0 が必要十分である.
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3.2 曲率 C_{F} の計算例

この節では,枠付き曲面の曲率 C_{F} の計算例を紹介する.

例3.10. 例1.3のカスプ片を考える.
例1.3の計算結果より,

J_{F}(u, v)=v\sqrt{9v^{2}+4}, K_{F}(u, v)=0 ) H_{F}(u, v)=\displaystyle \frac{3}{9v^{2}+4}.
となる.

例3.11. 例1.4のツバメの尾を考える.

例1.4の計算結果より,

J_{F}=2(6u^{2}+v)\displaystyle \sqrt{1+u^{2}+u^{4}}, K_{F}=0, H_{F}=-\frac{1+5u^{2}+5u^{4}+u^{6}}{2(1+u^{2}+u^{4})(1+u^{2})}
となる.

例3.12. 例1.5のカスプ状交差帽子の像を考える.
例1.5の計算結果より,

J_{F} = v\displaystyle \sqrt{4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4}, K_{F}=\frac{36v^{3}}{(4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4)\sqrt{4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4}},
H_{F} = \displaystyle \frac{3u(1-4v^{6})}{4v^{6}+9u^{2}v^{2}+4}.

となる.

例3.13. 例1.6の交差帽子を考える.

例1.6の計算結果より,

J_{F}(r,  $\theta$) = \displaystyle \frac{r^{2}\{2\sin $\theta$(\sin^{2} $\theta$+1)+\cos^{2} $\theta$+1\}\sqrt{4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1}}{3\sin^{2} $\theta$+1},
K_{F}(r,  $\theta$) = -\displaystyle \frac{2\sin^{2} $\theta$}{(4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1)^{2/3}},
H_{F}(r,  $\theta$) = -\displaystyle \frac{2\cos $\theta$(-3r^{2}\sin^{6} $\theta$+8r^{2}\sin^{4} $\theta$+3r^{2}\sin $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+2)}{(4r^{2}\sin^{4} $\theta$+3\sin^{2} $\theta$+1)(2\sin^{2} $\theta$+1)}.

となる.特に,任意の (r,  $\theta$) に対して C_{F}(r,  $\theta$) \neq (0,0,0) であるから, x はフロントであ

ることがわかる,

4 ルジャンドル曲線の一径数族としての枠付き曲面
この節では,ユークリッド空間内の枠付き曲線に沿ったルジャンドル曲線の1径数族と

して得られる枠付き曲面について考察する.ルジャンドル曲線及び枠付き曲線についての
詳細は,それぞれ文献 [5] 及び [8] を参照してほしい.
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I, J を \mathbb{R} または区間とする.また.e a, x\in \mathbb{R}^{3} に対して, a を原点とする x の直交補空

間を \langle x\}_{a}^{\perp} と記し,特に a=0 のときは, \{x\}^{\perp} と記すことにする.

( $\gamma,\ \nu$_{1}, $\nu$_{2}):I\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲線とし,その曲率を (l, m, n,  $\alpha$) とする.  $\mu$:=$\nu$_{1}\times$\nu$_{2}

とおく.各 u\in I に対して,  $\mu$(u) の直交補空間上の曲線 x(u, \cdot ) : J\rightarrow\langle $\mu$(u)\rangle_{ $\gamma$(u)}^{\perp} を考える.

\{ $\mu$(u))^{\perp} を, $\nu$_{1}(u)\mapsto(1, 0) , $\nu$_{2}(u)\mapsto(0 , 1 ) の同型写像を通して \mathbb{R}^{2} と考えたとき, x(u, )
は \mathbb{R}^{2} 上のフロンタルになっているとする.つまり,ある $\nu$^{L}(u, \cdot):J\rightarrow S^{2}\subset \{ $\mu$(u)\rangle^{\perp} が存

在して, \langle x_{v}(u, v) , $\nu$^{L}(u, v)\rangle=0 が全ての v\in J に対して成り立つとする.ここで,(, } は

\langle $\mu$(u)\rangle^{\perp} に,上記の同型対応から自然に定まる内積とする.つまり, a_{1}=a_{1}$\nu$_{1}(u)+b_{1}$\nu$_{2}(u) ,

a_{2}=a_{2}$\nu$_{1}(u)+b_{2}$\nu$_{2}(u)\in\langle $\mu$(u))^{\perp} に対して, \langle a_{1}, a_{2}\rangle=a_{1}a_{2}+b_{1}b_{2} とする.これは \mathbb{R}^{3} の

ユークリッド内積と等しいので,以後同じ記号を用いることにする.このルジャンドル曲
線 (x (u, \cdot ), $\nu$_{X}(u, \cdot )) の枠を \{$\nu$^{L}, $\mu$^{L}\} , 曲率を (\ell^{L}(u;. ), $\beta$^{L}(u, \cdot )) とおく. $\nu$^{L}=$\nu$_{1}^{L}$\nu$_{1}+$\nu$_{2}^{L}$\nu$_{2}
とおくと, $\mu$^{L}=-$\nu$_{2}^{L}$\nu$_{1}+$\nu$_{1}^{L}$\nu$_{2} となる.

以上の設定の下で,写像 x : I\times J\rightarrow \mathbb{R}^{3} を考える. x(u, v) は,ある関数 x_{1}, x_{2} : I\times J\rightarrow \mathbb{R}

を用いて, x(u, v)= $\gamma$(u)+x_{1} (u ) v ) $\nu$_{1}(u)+x_{2}(u, v)$\nu$_{2}(u) と表せることに注意する.写像

鵬は一般には枠付き曲面にはならない.そこで,次の仮定をする :ある関数  $\theta$ :  I\times J\rightarrow \mathbb{R}

が存在して, n(u, v)=\cos $\theta$(u, v)$\nu$^{L}(u, v)+\sin $\theta$(u, v) $\mu$(u) は \{x_{u}(u, v) , n) =0 を満たす.

また, s(u, v)=-$\mu$^{L} (u ) v ) とおく.構成法より次の命題が成り立つ.

命題4.1. (x, n, s) :  I\times J\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ は枠付き曲面になる.

この枠付き曲面の枠を \{n, s, t\} とおく. t=n\times s=-\cos $\theta \mu$+\sin $\theta \nu$^{L} に注意する.

枠付き曲面の基本不変量を計算すると,次のようになる.

定理4.2. 上記の記号のもと, (x_{j}n, s):I\times J\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ の不変量は,

 a_{1}(u,v) = (x_{1u}(u, v)-x_{2}(u, v)\ell(u))$\nu$_{2}^{L}(u, v)-(x_{2\downarrow 4}(u, v)+x_{1}(u, v)\ell(u))$\nu$_{1}^{L}(u, v) ,

b_{1}(u, v) = \sin $\theta$(u, v)((x_{1u}(u, v)-x_{2}(u,v)\ell(u))$\nu$_{1}^{L}(u, v)+(x_{2\mathrm{u}}(u, v)+x_{1}(u, v)P(u))$\nu$_{2}^{L}(u,v))
-\cos $\theta$(u, v)( $\alpha$(u)+x\mathrm{i}(u, v)m(u)+x_{2}(u, v)n(u)) )

a_{2}(u, v) = -$\beta$^{L}(u, v) ,

b_{2}(u, v) = 0,

e_{1}(u, v) = \sin $\theta$(u, v)(n(u)\mathrm{v}_{1}^{L}(u, v)-m(u)\mathrm{v}_{2}^{L}(u, v))
+\cos $\theta$(u, v) ($\nu$_{1u}^{L}(u, v)\mathrm{v}_{2}^{L}(u, v)-$\nu$_{2\mathrm{u}}^{L}(u, v)$\nu$_{1}^{L}(u ) v)-\ell(u) ),

f_{1}(u, v) = -$\theta$_{u}(u, v)-m(u)$\nu$_{1}^{L}(u, v)-n(u)$\nu$_{2}^{L}(u, v) ,

g_{1}(u, v) = \sin $\theta$(u, v)($\nu$_{2u}^{L}(u, v)$\nu$_{1}^{L}(u, v)-\mathrm{v}_{1u}^{L}(u, v)$\nu$_{2}^{L}(u, v)+P(u))
+\cos $\theta$(u, v)(n(u)v_{1}^{L}(u, v)-m(u)$\nu$_{2}^{L}(u, v)) )

e_{2}(u, v) = -\cos $\theta$(u, v)P^{L}(u, v) ,

f_{2}(u, v) = -$\theta$_{v}(u, v) ,

g_{2}(u,v) = \sin $\theta$(u, v)l^{L} (u )
v).

上記の定理の応用として,ルジャンドル曲線の枠付き曲線に沿った一径数族として得ら
れる枠付き曲面にあらわれる特異点の判定が得られる.
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定理4.3. (x, n, s) :  I\times  J\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ を枠付き曲線  $\gamma$ に沿ったルジャンドル曲線の一径
数族とする.  x(u, 0)= $\gamma$(u) かつ,  $\gamma$ の特異点集台は離散的であると仮定する. (0_{;}0) を

把の特異点とすると,以下が成り立つ.

(A)$\beta$^{L}(0,0)=0 かつ  $\alpha$(0)\neq 0 のとき.

(1) x が (0,0) でカスプ片と A 同値であるためには, $\beta$_{v}^{L}(0,0)\neq 0 かつ \ell^{L}(0,0)\neq 0 で

あることが必要十分である.

(2) x が (0,0) で ツバメの尾と A 同値であるためには, $\beta$_{v}^{L}(0,0) = 0, $\beta$_{vv}^{L}(0,0) \neq
 0, $\beta$_{u}^{L} (0 ) 0) \neq 0 かつ \ell^{L}(0,0)\neq 0 であることが必要十分である.

(3) x が (0,0) でカスプ状交差帽子と A 同値であるためには, $\beta$_{v}^{L}(0,0)\neq 0, \ell^{L}(0,0)=0
かつ (\ell^{L}\circ $\delta$)'(0)\neq 0 であることが必要十分である.

(B)$\beta$^{L}(0,0)\neq 0 かつ  $\alpha$(0)=0 のとき.

(1) x が (0,0) で カスプ片と A 同値であるためには, $\alpha$'(0) \neq 0 かつ $\nu$_{1}^{L}(0,0)m(0)+
$\nu$_{2}^{L}(0,0)n(0)\neq 0 であることが必要十分である.

(2) x が (0,0) でツバメの尾と \mathcal{A} 同値であるためには, $\alpha$'(0)=0, $\alpha$''(0)\neq 0, $\nu$_{1}^{L}(0,0)n(0)-
$\nu$_{2}^{L}(0,0)m(0)\neq 0 かつ $\nu$_{1}^{L}(0,0)m(0)+$\nu$_{2}^{L}(0,0)n(0)\neq 0 であることが必要十分である.

(3) x が (0,0) でカスプ状交差帽子と \mathcal{A} 同値であるためには, $\alpha$'(0)\neq 0, $\nu$_{1}^{L}(0,0)m(0)+
$\nu$_{2}^{L}(0,0)n(0)=0 かつ (($\beta$^{L}($\nu$_{1}^{L}m+$\nu$_{2}^{L}n+$\theta$_{u})+a_{1}$\theta$_{v})\circ $\delta$)'(0)\neq 0 であることが必要十分で
ある.

ここで  $\delta$ は  x の特異曲線である.

証明は,可積分条件や定理3.9と,[3] 及び [10] の判定法を用いる.

定理4.3の系として,次を得る.

系4.4. 設定は定理4.3と同様とする.  $\gamma$ :  I\rightarrow \mathbb{R}^{3} を正則曲線とし, x (u, \cdot ) : J\rightarrow\{ $\mu$(u)\rangle_{ $\gamma$(u)}^{\perp}
が 0\in J で3/2‐カスプと微分同相とする.更に x(u, 0)= $\gamma$(u) と仮定する.このとき,
x : I\times J\rightarrow \mathbb{R}^{3} は (u, 0) の周りでフロントであり, x は (u, 0) でカスプ片と微分同相で
ある.

また,次の定理も成立する.

定理4 \cdot 5.  x : U\rightarrow \mathbb{R}^{3} が 0\in U でカスプ片に微分同相であるとする.このとき,定義域
の 0 の周りでのパラメータ変換  $\phi$ :  I\times J\rightarrow U と,滑らかな写像 (n, s):I\times J\rightarrow $\Delta$ が

存在して, (x\circ $\phi$, n, s):I\times J\rightarrow \mathbb{R}^{3}\times $\Delta$ は正則曲線  $\gamma$ :  I\rightarrow \mathbb{R}^{3} に沿った3/2 カスプの

一径数族になる.

証明には [12] で与えられているカスプ片の標準形を用いる.
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