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Abstract

Frobenius canonical form is a canonical form of a square matrix over a field. An algorithm of

computing it has instability. In this paper, we applied the stabilization techmiques proposed by
Sweedler and the second author to the algorithm, and obtained efficacy for matrices containing
complicated elements.

1 はじめに

一般に,計算機では浮動小数計算が用いられる.これは有限の固定された桁数で計算を行えるので,計算
機と相性が良い.ところが,有限精度の浮動小数は誤差を含むことがある.これによって,あるアルゴリズ
ムは,計算途中で異なる分岐を辿ってしまい,全く正しくない出力を返してしまう.この現象をアルゴリズ
ムの不安定性と呼ぶ.本稿では,有理標準形(Frobenius標準形) を計算するアルゴリズムに対して,Moss
Sweedler と本稿の第二著者によって提案された安定化手法 [4] を適用した.有理標準形は,体上の正方行列
に対する標準形の一種であり,四則演算のみで計算できる.典型的な行列の標準形はJordan標準形である
が,これは一般に体の拡大を必要とする.また,有理標準形はJordan標準形と同程度の情報を持つため,計
算機の観点から,有理標準形を計算するべきである [3].

本稿は次のように構成される.まず,第2節で安定化手法について簡単に復習をする.第3節では,有理
標準形についての復習と,本稿で用いるアルゴリズムについての説明をする.第4節で,計算機実験の結果
について述べ,第5節で本稿をまとめる.
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2 復習

この節では,安定化手法について簡単な復習を行う.簡単のため,次の制限されたクラスのアルゴリズム
だけを考える.より一般的な仮定については [4] を参照されたい.

不連続点 0 の代数的アルゴリズムとは,次の条件を全て満たすアルゴリズムである:

\bullet アルゴリズム中における任意のデータは,すべて多項式環 \mathrm{C}[x\mathrm{i}, x_{ $\nu$}] の中で閉じている.

・ アルゴリズム中の演算は \mathrm{C}[x\mathrm{i}, , x_{ $\nu$}] で閉じている.

・ すべての述語は,不連続点を持つならば 0 のみである.

最後の条件は詳しく述べるべきであろう.述語は R から {true ) false} への写像と定義される.但し, R は

\mathrm{C}[x\mathrm{i}, , x_{ $\nu$}] の部分環である.述語 p が不連続点 0 の述語であるとは, p( $\alpha$) の真偽が  $\alpha$=0 かそうでない

かで変わるときにいう.次の例について考える. R:=\mathrm{R} とし,predを次のように定義する:

poed(x):= \left\{\begin{array}{l}
true (x=4) ,\\
fdse (otherwise).
\end{array}\right.
これは不連続点4の述語である.しかし,これは明らかに次の述語pred� と同値である:

pred'(x):= \left\{\begin{array}{l}
true (x-4=0)\text{）}\\
false (otherwise).
\end{array}\right.
pred� は不連続点 0 の述語である.述語をこのように変換することで,数式処理に使われるアルゴリズムの
大半は,不連続点 0 の代数的アルゴリズムに変換することができる.

不連続点 0 の代数的アルゴリズム A に対して,区間化,区間演算,ゼロ書き換えを施したものを A の安定

化されたアルゴリズムと呼び,Stab( \mathcal{A}) と表す.区間化,区間演算,ゼロ書き換えについては後の小節で詳し

く述べることにし,ここでは主定理を掲載する.この定理の証明及び,より一般的な仮定については [4] を参

照せよ.

定理1 (Shirayanagi‐Sweedler, 1995, [4])
A を不連続点 0 の代数的アルゴリズム, I を \mathcal{A}(I) が正常終了するような入力, \{I_{j}\}_{j} を I の近似列1) とす

る.このとき,安定化されたアルゴリズムStab ( \mathcal{A}) に対して次が成り立つ.ある自然数 N が存在し, k\geq N

ならば,

1. Stab (A)(I_{k}) は正常終了し,

2. Stab(A)(I_{k}) は \mathcal{A}(I) に収束する.

一般に, \mathcal{A}(I_{k}) は必ずしも A(I) へ収束しないことに注意せよ.これは,2節の冒頭で説明したような述語
を含むアルゴリズムを考えれば明白であろう.

1) 簡明のため,本稿では近似列を次のように定義する.入力 I に対して,右 を I のすべての要素を小数 j 桁で近似したものと定義
し,列 \{Ij\}j を I の近似列と呼ぶ.より一般的な仮定は [4] を参照されたい.
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2.1 区間化

区間化とは,アルゴリズムの入力を全て対応する区間に変換することを指す.

まず便宜上,区間について定義する. a , ó, c, d\in \mathrm{R} に対して, b, d\geq 0 を満たすとき, [[a, b][c, d」 ] を区間と

呼ぶ.  $\alpha$=a+b\dot{ $\iota$}\in \mathrm{C} に対して,次を満たす区間を  $\alpha$ の区間と呼び, ( $\alpha$) で表す:

[[a',  $\epsilon$], [b',  $\delta$] where a'\in U(a; $\epsilon$) and b'\in U(b; $\delta$) .

但し, U(x;y) := \{z\in \mathrm{R}| |x-z| \leq y\} とする.典型的には,  $\epsilon$= $\delta$=10^{-j} とする.このとき, ( $\alpha$) は精度 j

の区間と呼ぶ.

I を A の入力とする.このとき, I のすべての成分をある精度の区間にすることを区間化と呼ぶ.本稿で

用いる複素数に対する区間は通常のものではない.この区間は,実部と虚部とを分けることによって,通常
の区間よりも多くの情報を持つことがでぎる.則ち,実部と虚部とを分けてゼロ書き換えを行える.ゼロ書

き換えは後の小節で説明する.また,複素数に対する通常の区間は [1] を参照されたい.

2.2 区間演算

区間化の後,入力がすべて区間になっているため,アルゴリズムを進める際,元の演算に対応するような区間
同士の演算が必要となる.これが区間演算である.今,arithを \mathrm{C} 上の二項演算とする.複素数 $\alpha$_{1}=a\mathrm{i}+b\mathrm{i}i,

$\alpha$_{2} = ai + ó2i に対して,対応する区間をそれぞれ ($\alpha$_{1}) = [ [a_{1}', $\epsilon$_{1}] , [bí, $\delta$_{1} ($\alpha$_{2}) = [[a_{2}', $\epsilon$_{2}], [b_{2}', $\delta$_{2}]] とする.

このとき,arith に対する二項区間演算 itarith を以下のように定義する:

itarith (( $\alpha$), ( $\beta$))

:=[[f_{\Re}(a_{1}', b_{1}', a_{2}', b_{2}'), f_{ $\epsilon$}(a_{1}', b_{1}', $\epsilon$_{1}, $\delta$_{1}, a_{2}', b_{2}', $\epsilon$_{2}, $\delta$_{2})], [f_{\Im}(a_{1}', b_{1}', a_{2}', b_{2}'), f_{ $\delta$}(a_{1}', \mathrm{b}_{1}', $\epsilon$_{1}, $\delta$_{1}, a_{2}', b_{2}', $\epsilon$_{2}, $\delta$_{2})]].

但し, f\Re\in U(\Re(ar\mathrm{i}th( $\alpha$,  $\beta$));f_{ $\epsilon$}) , f\Im\in U(\Im(arith( $\alpha$,  $\beta$));f_{ $\delta$}) を満たす.ここで, \Re( $\alpha$) は  $\alpha$ の実部, \Im( $\alpha$) は

 $\alpha$ の虚部をそれぞれ表す.簡明のため,  f\Re, f_{ $\epsilon$} , fi, f_{ $\delta$} の引数は省略した.  f\Re , fg は四変数関数で,aí,  b_{1}', a_{2}', b_{2}'
によって定まり, f_{ $\epsilon$}, f_{ $\delta$} は八変数関数で, a_{1}' ) bí, $\epsilon$_{1}, $\delta$_{1}, a_{2}', b_{2}', $\epsilon$_{2}, $\delta$_{2} によって定まる.

2.3 ゼロ書き換え

安定化手法はゼロ書き換えという処理を持つ.これは,他の区間法には無いもので,安定化手法の大きな
特徴である.ゼロ書き換えとは,不連続点 0 の述語の直前に,区間内に 0 が含まれれば,その区間を零区間

に書き換えることである.ゼロ書き換えを説明する前に,通常の述語から,引数に区間を持つような述語へ
拡張する方法について述べる.  $\alpha$=a+bi を複素数,  $\alpha$ の区間を ( $\alpha$)=[[a',  $\epsilon$], [b',  $\delta$ \mathrm{J}] ) \mathrm{C} 上の一引数述語を

predicate とする.このとき,複素数区間上の述語砿predic te を次のように定義する.

it‐predicate (( $\alpha$)) := predicate (a'+b'i) .

このようにすれば,区間引数の述語を定義することができる.引数が複数個存在する述語も同様に定義でき
る.次にゼロ書き換えを定義する.不連続点 0 の述語を評価する前に,その述語の引数に対して,次の写像
ZF を施すことをゼロ書き換えを施すという.複素数  $\alpha$=a+ 腕に対して,その区間を ( $\alpha$)=[[a',  $\epsilon$], [b',  $\delta$]]
と表す.このとき,

ZF(( $\alpha$)):= \left\{\begin{array}{ll}
[[a',  $\epsilon$], [b',  $\delta$]] & (|a'|-> $\epsilon$ and |b'|> $\delta$) ,\\
{[}[a',  $\epsilon$], [0, 0]] & (|a'| > $\epsilon$ and |b'|\leq $\delta$) ,\\
{[}[0, 0], [b',  $\delta$]] & (|a'| \leq $\epsilon$ and |b'|> $\delta$) ,\\
{[}[0, 0][0, 0]] & (|a'| \leq $\epsilon$ and |b'| \leq $\delta$) .
\end{array}\right.
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3 有理標準形

この節では,有理標準形乃至Frobenius標準形について復習する.有理標準形は一般の体上で定義できる
が,本稿では \mathrm{C} 上で議論を進める.尚,以下の定義や定理は,一般の体上でも成り立つ.有理標準形を定義
する前に数学的な準備を行う.

定義2 (companion 行列と最小多項式)
n 次正方行列 C がcompanion であるとは, C が次の構造を持つときである.

C= \left\{\begin{array}{lllll}
0 & 0 & \cdots & 0 & a_{0}\\
1 & 0 & \cdots & 0 & a_{1}\\
0 & 1 & \cdots & 0 & a_{2}\\
 &  & \ddots &  & \\
0 & 0 & \cdots & \mathrm{l} & a_{n-1}
\end{array}\right\}
.

.

但し, a_{0}, a_{n-1} はいずれも複素数である.また, C に付随する最小多項式  $\phi$(t) を

 $\phi$(t) :=t^{n}-a_{n-1}t^{n-1}-\cdots-a_{1}t-a_{0}

とする.

次の定理が有理標準形について述べている.証明や詳細な情報については [2] を参照されたい.

定理3 (有理標準形の存在と一意性)
A を \mathrm{C} 上の n 次正方行列とする.このとき,次を満たす C が一意的に存在する.

C=PAP^{-1}, C=\displaystyle \bigoplus_{i=1}^{r}C_{\dot{l}}, $\phi$_{i+1}(t)|$\phi$_{i}(t) for 1\leq i\leq r-1.

但し, r はある自然数, P は正則行列, C_{i} はcompanJon 行列,  $\phi$i(科は  C_{i} に付随する最小多項式である. C を

A の有理標準形乃至 Frobenius 標準形と呼ぶ.

3.1 アルゴリズム

有理標準形を計算するアルゴリズムはいくつか存在する [3], [5]. しかし,これらは次の基本的なアルゴリ
ズムがベースとなっている.従って,私たちは基本的なアルゴリズムに対して安定化手法を適用する.アル

ゴリズムは以下のステップで実行される.尚,このアルゴリズムは [2] からの引用である.

アルゴリズム 1

Input: n 次正方行列 A

Output: A のFrobenius 標準形 C

1. flag := true, l:=1, m:=1 , lst := E:=A

2. E の第 l 列中で, e_{i}i (E の第 (i , í) 成分) が非零になるような i を第 l+1 行から第 n 行の中から選ぶ.

if そのような i が見つからない then go to 5..

3. E の第 l+1 行と第 i 行を入れ替え,同時に第 l+1 列と第 i 列を入れ替える.その後  $\alpha$:=ei+1,l と

し,E の第 l+1 行を  $\alpha$ で割り; 同時に第  l+1 列を  $\alpha$ 倍する.
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4. for  i=1
, 2, \cdots, l, l+2, \cdots, n do

 $\alpha$:=e_{i}i とし, E の第 i 列から第1 + 1列を  $\alpha$ したものを引き,同時に第  l+1 列に第 i 列を  $\alpha$ 倍

したものを加える.

その後,  l:=l+1, m:=m+1 とし,go to 2..

5. if lst の成分の和が nthen return, E_{-}

else if flag=true then

m をlst に加え, flag:=false, l:=l+1, m:=1 とし,go to 2..

else

I. E の第 l 列中で, e_{i}i が非零になるような i を第1行から第 l-m 行の中から選ぶ.

if そのような i が見つからない then go to 6..

II. 今, lst= [m\mathrm{i}, \cdots, m_{r}] と仮定する.また,ao := 0, a_{i} := m_{1}+\cdots+m_{i} とする.このとき,

a_{\mathrm{p}-1}<i\leq a_{p} を満たす p を見つけられる.

if m_{\mathrm{p}}\leq m then

E の第 a_{p-1}+1 行と第 a_{r}+1 行を入れ替え,同時に第 a_{p-1}+1 列と第 a_{r}+1 列を入れ替

える.その後, m_{p}, m_{\mathrm{p}+1\text{）}}m_{r} をlst から取り除き, l:=m_{0}+m_{1}+\cdots+m_{p-1}+1
2),

m:=1 , もし lst=[] ならばflag:=true とし,go to 2..

III. for j=1 , 2, \cdots

,  m_{p}-m do

 $\alpha$:=e_{a_{J},-j+1,l} とする.

for k=1 , 2, ) m do

E の第 l-k+1 列から第 a_{\mathrm{p}}-j-k+1 列の  $\alpha$ 倍を引き,同時に第  a_{p}-j-k+1 行に

第 l-k+1 行の  $\alpha$ 倍を加える.

 E の第 l 列中で,eqĩ が非零になるような q を第 a_{p}-r+1 行から第 a_{\mathrm{p}} 行の中から選ぶ.

if そのような q が見つからない then

m を醜に加え, l:=1+1, m:=1 とし,go to2..

IV. E の第 a_{p-1}+1 行と第 a_{r}+1 行を入れ替え,同時に第 a_{p-1}+1 列と第 a_{r}+1 列を交換する.そ

の後, m_{p},
\cdots

,  m_{r} を lst から取り除き, l :=m0+\cdots+m_{p-1}+1.�
m:= 1 , もし lst= [] ならば

flag :=true とし,go to 2..

6. lst=[m_{1}, \cdot\cdot , m_{r}] と仮定する.このとき, E は次の形をしている.

E= \left\{\begin{array}{llllllll}
C_{1} &  &  &  &  & *\vdots & \cdots & *\\
 & \ddots &  &  &  & \vdots & \vdots & *\\
 &  & C_{r} &  & * & \vdots & \vdots & *\\
 &  &  & C_{r+1} & * & \vdots & \vdots & *\\
 &  &  &  &  & \vdots & \vdots & \\
 &  &  &  & * & \cdots & \cdots & *
\end{array}\right\} ,

2)_{m0}:=0 と定義する.
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但し, C_{i} はコンパニオン行列,空欄は適当な零行列, * は適当な行列である.今, $\phi$_{r} (の, $\phi$_{r+1}(t) をそれ

ぞれ, C_{r}, C_{r+1} の付随する最小多項式とする.

if $\phi$_{r+1}(t)|$\phi$_{r}(t) then

m を1st に加え, l:=l+1, m:=1 とし,go to 2..

else

E の第 m_{1}+\cdots+m_{r}+1 列を第 m_{1}+\cdot+m_{r-1}+1 列に加え,同時に,第 m_{1}+\cdots+m_{r-1}+1

行を第 m_{1}+\cdots+m_{r}+1 から引く.その後, l:=m_{1}+\cdots+m_{r}+1, m:=1 とし,go to 2..

このアルゴリズムは基本変形のみで計算されでいることに注意せよ.また,述語の不連続点も 0 に限るの

で,このアルゴリズムは不連続点 0 の代数的アルゴリズムである.上記のアルゴリズムをefrobで表す.

4 計算機実験

私たちは,不安定なアルゴリズムであるefrobに対して,計算機を用いて比較実験を行った.詳細な設定
は以下の通りである.

\bullet 環境: \mathrm{i}\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}27 (Late 2013), CPU: Intel Core \mathrm{i}5(3.4\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}) , 物理メモリ: 8\mathrm{G}\mathrm{B}.

\bullet 言語: Maple18, Python3.5.

\bullet 使われた関数:

- Maple の組み込み関数 (FrobeniusForm) \rangle

一 自作の厳密関数(efrob),
一 自作の近似関数3) (ffrob),
一 自作の安定化された関数14) (itfrobB),
一 自作の安定化された関数  25 ) (itfrob -\mathrm{C} ).

\bullet 入力行列はすべて,多重固有値を持つとする.6)

\bullet 浮動小数を用いる場合,精度桁は500桁で行う.

・ これらの関数に対して,出力の正当性,CPU 時間 , 総メモリ使用量の観点から比較実験.

3) この関数は,まず入力を浮動小数近似してから efrob を走らす関数である.
4) この関数は,実数 ‐b の区間を用いた安定化された関数である.そのため,虚数の含まれるような入力に対しては,計算することが

できない.

5) この関数は,複素数上の区間を用いた安定化された関数である.勿論,入力がすべて実数成分でも走るが,無駄な処理が多くなっ
てしまう.

6) これは,入力行列の特性多項式が (t- $\alpha$)^{n} の形を持つことを意味する.このとき,行列の構造が不安定になる.この問題は,行列
の構造安定性問題として,古典的に研究されている [2].
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4.1 実数かつ代数的数

本小節では,特性多項式が (t-2^{1/17})^{n} となる行列に対して実験を行った.今回は実験の精度を高めるた

めに,各次の行列に対して,10侭の行列を用い,それらの出力の平均値をとった.表1, 2が結果である.ま

ず,表中にある,invalid は出力があったが,それが正当でないことを表す. >1000 は1000秒経っても出力が

返らなかったことを表す.no‐data は,何らかの原因で,対応するデータが存在しないことを表す.miss は,

精度桁不足で処理が途中で止まってしまったことを表す.まず,計算速度について考察する.比較的小さい
行列,則ち,3次から5次の行列では,Mapleの組み込み関数が最も速く,メモリ効率も良い.しかし,それ以
上の大きさの行列になると,急激に遅くなっていることがわかる.従って,Mapleの組み込み関数は,比較的
小さい行列に対して最適化されていることがわかる.自作の厳密関数は行列が大きくなるにつれて時間がか

かっている.そして,13次以降から,急激に遅くなっている.これは,計算量の問題もあるが,内部で係数膨
張が起きていると示唆する.安定化手法を用いた関数はいずれも高速に計算することができている.只,実
数上では,実数に特化した方が効率的であることがわかる.素朴な浮動小数近似は,高速に計算できていた
が,今回の実験では不当な出力を返していた.次に,メモリの使用量であるが,これらは計算速度とほぼ同様
の結果になっている.

表1: \mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{U} 時間 (\sec) , \mathrm{Q}(2^{1/17})
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表.2: 総メモリ使用量 (\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{B}) , \mathrm{Q}(2^{1/17})
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4.2 虚数かつ代数的数

本小節では,特性多項式が (t-13^{1/7}i)^{n} となる行列に対して実験を行った.今回の実験も精度を高めるた

めに,各次の行列に対して,10個の行列を用い,それらの出力の平均値をとった.表3, 4が結果である.ま

ず,Maple の組み込み関数は,3次乃至4次の行列については非常に高速に計算することができた.しかし,5

次から途端に遅くなり,6次以降は1000秒以上の時間がかかった.素朴な近似は4.1節と同様であった.ま

た,実数に特化して安定化された関数(itfrob」{) は対応していないため,実験できなかった.安定化された

関数は,いずれも自作の厳密関数よりも高速に計算することができ,メモリ使用量の観点からも優れていた.

9次以降の行列は,いくつかは生成することができたが,10種類生成することができなかった.これは,今回
用いた計算機の性能が低かったためであると考えられる.

表3: CPU 時間 (\sec) , \mathrm{Q}(13^{1/7}, i)

4.3 Python

本節では,Python を用いた計算機実験の結果について報告する.Python はオブジェクト指向型スクリプ

ト言語 (軽量言語) である.元来,Pythonのようなスクリプト言語は,サーバーの管理などの短いプログラ
ムを書くために使われてきたが,近年では,多様な場面で使われている.例えば,クラウドストレ -\backslash ジである

「Dropbox」 のアプリケーションや google 社の 「YouTubeJ はPython を用いて書かれている.

さて,本稿では,数式処理システムではない7) Python に対して,有理標準形を計算するアルゴリズム

表4: 総メモリ使用量 (\sec) , \mathrm{Q}(13^{1/7}, i)

7) Python はSymPy というライブラリーを持っている.これを用いればPython 上で記号処理を行えるが,今回の研究では使用し
ていない.尚,正確な浮動小数を使用するために,Decima1モジュールを用いたことに注意せよ.
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efrob を実装し,正しく計算することができるかを報告する.
まず,次のような行列を計算した.

A:= \left\{\begin{array}{lllll}
3 & 3 & -4 & 4 & -3\\
0 & -6 & -6 & 0 & 2\\
2 & 4 & 1 & 2 & -3\\
1 & 7 & 4 & 2 & -3\\
7 & 4 & -4 & 5 & -7
\end{array}\right\} .

この行列の有理標準形は

[ 00001 00001 -4-1002
となり,Python 上で計算できた.次に,

\displaystyle \frac{1}{7}A= [ 2/73/71/701 -6/74./74/73/71 41
を計算した.もちろん,これは,行列 A のスカラー倍であるから

\left\{\begin{array}{lllll}
0 & 0 & 2/7^{3} & 0 & 0\\
1 & 0 & -1/7^{2} & 0 & 0\\
0 & 1 & -4/7 & 0 & 0\\
0 & 0 & 0 & 0 & 2/7^{2}\\
0 & 0 & 0 & \mathrm{l} & -3/7
\end{array}\right\}
となるはずだが,実際には,

\left\{\begin{array}{lllll}
0 & 0 & 0 & 0 & -1\\
1 & 0 & 0 & 0 & -11/7^{2}\\
0 & 1 & 0 & 0 & 1/7^{2}\\
0 & 0 & 1 & 0 & 8/7^{4}\\
0 & 0 & 0 & 1 & -4/7^{5}
\end{array}\right\}
の近似か,無限ループに陥った.これは,微小な誤差のために,アルゴリズムはゼロ判定を誤り,結果として,
まったく異なる構造の行列を返してしまったと考えられる.一方,安定化手法を用いたところ,精度50桁以

上で,正しい行列の構造に収束した.

5 おわりに

本稿では有理標準形を求めるアルゴリズムに対して,安定化手法を用いた計算の高速化を行った.その結

果,次が得られた.
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\bullet 安定化手法を用いた関数は,計算速度,メモリ使用量ともに厳密な関数より優れていた.

\bullet 素朴な浮動小数近似を用いた関数は,計算速度,メモリ使用量ともに優れていたが,今回のような多重
固有値を持つ行列に対しては正当な出力を返さなかった.

\bullet 実数上では,itfrob‐R の方が itfrob-C より優れていた:

・ 数式処理システムでなくとも,安定化手法を用いれば,十分大きい精度のもとで,正当な出力を返す.

本稿では,整数成分行列や有理成分行列は対象としていない.これは,これらの行列を計算するときには,
モジュラー計算 [3] などの優れた計算法を用いればよいからである.安定化手法は,これらの計算法では対
処できないような行列で,かつ各成分が複雑であるようなものに対して威力を発揮できるはずである.

また,今後の課題として次が挙げられる.

1. 本稿で用いられたアルゴリズムの精度桁問題の肯定的解決.

. 2. 区間有理標準形の正当性判定法.

1. について説明する.主定理 (定理1) によって,ある有限の N が存在し,それ以上の精度であれば,安定化
された関数の出力は常に正当であることが保証されている.しかし,そのような N を計算する手法は,まだ
確立していない.このような N を求める問題を精度桁問題とよぶ.この問題が解決すれば,安定化手法は

非常に使いやすくなる.また,2. については,出力として表れた行列が,正当なものかを判定する手法のこ

とである.この判定法があれば,不 \pm^{\underline{ $\iota$}}\backslash J な出力を検出することができる.もし,不当ならば,それは精度桁が足
りていないことを意味するので,より高い精度で計算することにより,いつかは正当な出力が返るのである.

今後は,これらの問題の解決に勤しみたい.
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