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Abstract

Ideal membership and extended ideal membership problems are considered in rings of convergent
power series. It is shown that the problems for zero‐dimensional ideals in the local rings can be solved

in polynomial rings. New algorithms are given to solve the problems in the local rings. The key of

the algorithms is the use of ideal quotients in polynomial rings.

1 はじめに

本稿では,収束罧級数環でのイデアル所属問題と拡張イデアル所属問題を効率よく解くための方法につ

いて述べる.

イデアル所属問題と拡張イデアル所属問題は,多くの分野に現れる重要な問題であるが,収束幕級数

環.(local ring) では,Mora の tangent cone アルゴリズムとスタンダード基底を用いる方法が有名であり

[3, 6, 10, 11] により紹介されている.ここでは,収束幕級数環のイデアル所属問題拡張イデアル所属問題

をイデアル商を用いることにより多項式環の問題と捉え,グレブナー基底を用いて解く方法を紹介する.

ここで扱う問題と結果を明確化するために,  F を s 個の多項式 f_{1} , f2, . .

., f_{s}\cdot\in \mathbb{C}[x_{1}, x2, . .., x_{n}] の集合

とし, \mathrm{V}(F)=\{x\in \mathbb{C}^{n}|f\dot{i}(x)=f_{2}(x) =\cdot:\cdot=f_{s}(x)=0\} とする.ここで, \mathrm{V}(\mathrm{F}) は原点 O を孤立した共

通ゼロ点として持つと仮定する.収束罧級数環 \mathbb{C}\{x_{1}.\cdot, . . ., x_{n}\} において F が生成するイデアルを \langle F\rangle_{\{0\}},
多項式環 \mathbb{C}[x_{1}, . . . , x_{n}] において F が生成するイデアルを \langle \mathrm{F}\rangle で表す.このとき,多項式  h が \langle F\rangle_{\{O} ) に属

しているかどうかを判定する方法について述べる.これが本稿で取り扱うイデアル所属問題である.もし,

 h\in {  F\rangle (  O } であれば,

h=q_{1}f_{1}+q_{2}f_{2}+\cdots+q_{s}f_{s}

となる q_{1}, q_{2} ,
. . .

, q、 \in \mathbb{C}\{x_{1}, x2, . . ., x_{n}\} が存在するが,これら q_{1} , q2, . . ,
, qs を求める方法,すなわち,拡

張イデアル所属問題についても述べる.
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本稿を通して,記号  x を n 変数 x_{1} ,
. . .

, x_{n} の省略形とし, \mathbb{C}[x] を多項式環, \mathbb{C}\{x\} を収束幕級数環とす

る.自然数の集合 \mathrm{N} はゼロを含むとずる.

2 イデアル所属問題

イデアル所属問題を考える. \mathbb{C}^{n} の原点 O の開近傍を Xとし, F を s 個の多項式 f_{1}, f_{2} ,
. . .

, f_{s}\in \mathbb{C}[x] の

集合とする.ここでは,これら s 個の多項式は \{x\in X|f_{1}(x)=f_{2}(x)=\cdot\cdot:=f_{s}(x)=0\}=\{0\} を満たす

と仮定する.また, \mathcal{I}_{O}=\langle f_{1} ,
. . .

, f_{s}\rangle_{\{O\}} を局所環 \mathbb{C}\{x\} で  f_{1}\rangle f2, . . .

,  f_{s} により生成されるイデアルとし,

I=\langle f_{1} ,
. . .

, f_{s}\} を多項式環 \mathbb{C}[x] で f_{1}, f_{2} ,
. . .

, f_{s} により生成されるイデアルとする.また,局所環 \mathbb{C}\{x\} の

極大イデアル \{x_{1}, x_{2} , . . .

,  x_{n}\rangle を \mathrm{m} で表す.このとき,次が成り立つ.

補題1多項式 h\in \mathbb{C} 国に対し,次は同値である.

(i) h\in \mathcal{I}_{O}\subset \mathbb{C}\{x\},

(ii) g\not\in \mathrm{m} となる9が必ずイデアル商 I : \langle h\rangle\subset \mathbb{C}[x] に存在する.

この補題より,局所環でのイデアル \mathcal{I}_{O} のイデアル所属問題は次のように解くことができる.

Algorithm 1.

入力: f_{1}, f_{2} ,
. . .

, f_{s} : \{x\in X|f_{1}(x)=f_{2}(x)=\cdots=f_{s}(x)=0\}=\{O\} を満たす \mathbb{C}[x] の多項式,

h : \mathbb{C}[x] の多項式.

出力:  h\in \langle f_{1} ,
. . .

, f_{s}\rangle_{\{O\}} もしくは  h\not\in \langle f_{1} ,
. ..

, f_{s})_{\{0\}} の判定.

1.  Q\leftarrow 多項式環 \mathbb{C}[x] でイデアル商 \langlefi, . . .

,  f_{s}\rangle : \langle h } の基底を計算する.

2. もし, Q \#_{\leftarrow}^{\leftrightarrow}g(O) \neq  0 となる g が存在すれば, h \in \langle f_{1} ,
.. .

, f_{s})_{\{O\}} である.存在しなければ, h \not\in

\langle f_{1} ,
. . .

, f_{s}\rangle_{\{O\}} である.

多項式環でのイデアル商 \langle f_{1} ,
. . .

,  f_{s}\rangle : \langle h\rangle の基底はグレプナー基底を用いることで計算可能である ([2]).

例2多項式  f=x^{3}y+xy^{4}+x^{2}y^{3} \in \mathbb{C}[xy] は原点に孤立特異点を持つ. -\partial 1 =3x^{2}y+y^{4}+2xy^{3}, \displaystyle \frac{\partial f}{\partial y} =

x^{3}+4xy^{3}+3x^{2}y^{2} より生成されるイデアル \displaystyle \langle_{\partial x}^{4\partial},\frac{\partial f}{\partial x}\rangle (  O } \subset \mathbb{C}\{x, y\} のイデア)1/所属問題を考える.

多項式 h\mathrm{i}=x^{5}+y^{8} が(器, \displaystyle \frac{\partial}{\partial}x $\zeta$\}_{\{0\}} に所属するかどうかを Algorithm 1を使って判定する.まず,イデアル

商{ \displaystyle \frac{\partial}{\partial}\angle, \partial[\rangle : \langle h_{1}\rangle\subset \mathbb{C}[x, y] の基底を計算する.全次数辞書式項順序 (x\succ y) で計算すると, \langle_{\partial x}^{\partial} ,  4\partial\partial x\rangle : \{h\mathrm{i}\rangle
のグレブナー基底  G は

G=\{g_{1}=35y-121, g_{2}=245x+1331\}

となる.ここで, g_{1}(0,0)=-121\neq 0 より, h_{1}\displaystyle \in\{\frac{\partial f}{\partial x}, \displaystyle \frac{\partial f}{\partial x})_{\{0\}} であることがわかる.

次に, h_{2}=x^{4}+y^{7} についてみる.イデアル商 \displaystyle \langle\frac{\partial}{\partial}\angle_{)}x1\partial\partial x ) : \langle h_{2}\rangle\subset \mathbb{C}[x, y] の基底を計算する.全次数辞書

式項順序 (x\succ y) で計算すると, \langle 霧,霧 \rangle : \langle h_{2}.\rangle のグレブナー基底  G' は

G'= \{g3=7x+11y, g_{4}=35y^{2}-121y\}

である. g_{3}(0,0)=g_{4}(0,0)=0 であるので, h_{2}\not\in\in\langle_{\overline{\partial}x}^{\partial}1, \displaystyle \frac{\partial}{\partial}L\rangle であることがわかる.I

局所環でのイデアル所属問題として,論文 [3, 6, 10, 11] で紹介されている局所環でのイデアル所属問題

を解く方法は,先ず  f_{1} ,
. . .

, f_{s} で生成されるイデアルのスタンダード基底 G を計算し,その後 h を G で割

り (Mora の tangent cone アルゴリズム), その割り算の余りが 0 ならば所属, 0 で無いならば所属してな
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いと判定するものである.ここでは,この方法を従来の方法と呼ぶこととする.従来の方法とAlgorithm1

の大きな違いは,従来の方法は全ての計算を局所環で行うものであるが,Algorithm 1は局所環の問題を多

項式環における計算のみで解くことにある.一般に多項式環での計算は,局所環での計算より計算量が小

さいことから Algorithm 1は効率的であると考えられる.

従来の方法と Algorithm 1を計算機代数システム SINGULAR に実装し計算時間を比較した.使用した計

算機は PC [ \mathrm{O}\mathrm{S} : Windows7 (64\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}) , CPU: Intel(R) Core i7‐2600 @ 3. 4\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z} , RAM: 8\mathrm{G}\mathrm{B} ] である.表1の

数値は CPU 秒を表し, >1九は1時間以上を表している.また,表1の計算実験ではすべて  h\in \langle \mathrm{F}\rangle であ

る.実験で使用した多項式は次である.従来の方法の項順序は局所全次数辞書式項順序 (x, y, z) を使用し,

Algorithm 1では (大域) 全次数辞書式項順序 (x, y, z) を使用した.

g_{1}=(y^{4}+xz^{3}+\cdot x^{3})^{2}+y^{8}. +8xy^{7} )

g_{2}=(y^{13}+x^{3})^{2}+3y^{14}-2x^{3}y^{20},
g3=(x^{2_{y}}+x^{2}z+x^{2}y+y^{4}+z^{4})^{3}+2x^{3}y^{2}z,
g_{4}=(x^{3}+yz^{2}+xy^{9}+y^{14})^{2}+xy^{2.9},
g_{5}=(x^{2}z+yz^{2}+y^{5}+y^{3}z)^{2}+z^{5}+x^{6}y+x^{3}y^{2}z^{2},
g_{6}=(y^{4}+xz^{3}+x^{3})^{2}+x^{5}+y^{5}z^{4},
97^{:}(x^{4}+x\mathrm{z}^{3}+x^{3})^{2}+y^{8}+\mathrm{z}^{9}+8xy^{7},
g_{8}=(y^{4}+xz^{3}+x^{3})^{2}+x^{5}+y^{5}z^{4}+x^{2}y^{3}z^{3}.

表1から分かるようにAlgorithm 1は従来の方法と比べ効率的である.この計算実験を詳しく解析する

と,問題 4\sim 8 において従来の方法は \langle F\rangle のスタンダード基底計算に時間がかかっている.実際この問題の

場合1時間以上経過してもスタンダード基底は出力されない.従来の方法では,このスタンダード基底計

算が多大に計算効率に影響を及ぼしている.しかし,Algorithm 1はイデアル商の計算を多項式環で行って

いるのでスタンダード基底計算は必要ない.Algorithm 1の計算のメインはグレブナー基底計算であり,グ

レブナー基底計算はスタンダード基底計算と違って,多くの計算テクニックを使うことができるので効率的

である.

3 拡張イデアル所属問題

拡張イデアル所属問題を考える.前章と同様に, \mathbb{C}^{n} の原点 O の開近傍を X として, F を s 個の多項式

f_{1}, f_{2} ,
. . ,

, f_{s}\in \mathbb{C}[x] の集合とし,これら s 個め多項式は \{x\in X|f_{1}(x)=f_{2}(x)= =f_{s}(x)=0\}=\{O\}
を満たすと仮定する.また, \mathcal{I}_{O}=.\langle fi ,

. . .

, f_{s}\rangle_{\{O\}} を局所環 \mathbb{C}\{x\} で f_{1}, f_{2} ,
. . .

, f_{s} により生成されるイデァ
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ルとし, I=\langle f_{1} ,
. . .

, f_{s}\} を多項式環 \mathbb{C}[x] で fi , f2, . . .

, f_{s} により生成されるイデアルとする.今, \mathfrak{m} によ

り局所環 \mathbb{C}\{x\} における極大イデアル \langle x_{1} ) x_{2} ,
. . .

,  x_{n}\rangle を表す.

もし,多項式  h\in \mathbb{C}[x] がイデアル \mathcal{I}_{O} に所属していれば, q_{1}, q_{2} ,
. .

:, qs\in \mathbb{C}\{x\} が存在し

h=q_{1}f_{1}+q_{2}f_{2}+\cdots+q_{s}f_{s}

と表すことができる.このq1 , q2, . . .

, q_{\mathrm{s}} を効率的に求めるアイデアは,前章と同様に多項式環でのイデア

ル商の計算である.すなわち,補題1の形を変えると次となる.

補題3 \cdot 多項式  h\cdot\in \mathbb{C} 国を幕級数とみなしたとき,んはイデアル \mathcal{I}_{O}=\langle f_{1} , f2, . . .

, f_{s}\rangle_{\{O\}} \subset \mathbb{C}\{x\} に属すと

する.このとき,多項式 g であり

(i) g\not\in \mathrm{m},

(ii) 9\in I:\langle h\}

を満たすものが存在する.ただし, I:\langle h) =\{g\in \mathbb{C}[x] |gh\in I\} である.

補題より, gh は多項式 p_{1}, p_{2} ,
. . .

, p_{r}\in \mathbb{C}[x] により

gh=p_{1}f_{1}+p_{2}f_{2}+\cdots+psfs

と表すことができる.ここで,条件9 (O)\neq 0 から q_{i}=^{\underline{p_{i}}} (i=1,2, \ldots

)  s) とすると,これは \mathbb{C}\{x\} の元と

なる.つまり,多項式 g, p_{1}, p_{2} ,
. . .

, p_{s} が得られれば,拡張イデアル所属問題は次のように解くことが可能
である

h=\displaystyle \frac{p_{1}}{g}f_{1}+\frac{p_{2}}{g}f_{2}+\cdots+\frac{p_{s}}{9}f_{s}.
この分母 g はイデアル商から計算可能であり,多項式 p_{1} ) p_{2} ,

. . .

, p_{s} は拡張グレブナー基底アルゴリズム

(Chapter 5 [1] ) または gh, f_{1} ,
. . .

, f_{s} のsyzygy から計算可能である.拡張グレブナー基底アルゴリズムと

syzygy 計算は本質的に同じなので,ここでは syzygy を用いた方法を紹介する.

Algorithm 2.

入力 : f_{1} , f2, . . ,

, f_{s} : \mathbb{C}[x] の多項式で \{x\in X|fi(x)=f_{2}(x)=\cdots=f_{s}(x)=0\}=\{0\} を満たす.

h : h\in\langle f_{1} ,
. .

., f_{s}\rangle_{\{O\}} \subset \mathbb{C}\{x\} となる \mathbb{C}[x] の多項式.(項順序は固定する)
出力: qi, . . .

, qs : h=q_{1}f_{1}+\cdots+qsfs を満たす収束罧級数.

1.  Q\leftarrow 多項式環 \mathbb{C}[x] において,イデアル商 \langle f_{1} ,
. . .

, f_{s} } : \langle h\rangle の基底を計算する.

2.  g\leftarrow Q から g(O)\neq 0 となる9をとる.

3. \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{z}\leftarrow gh, f_{1} ,
. . .

, f_{s} より生成される syzygy 加群の POT 項順序 [3, 6] に関するグレブナー基底 Syz
を計算する.

4. (c_{0}, c_{1}, \ldots;c_{s})\leftarrow \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{z} から第一成分がゼロでない定数である元 (co, cl, . . .

, c_{s} ) をとる.

5. 各 i\in\{1, . . . , s\} において, p_{i}=-\displaystyle \frac{c_{i}}{c_{0}} とする.

6. 各 i\in\{1, \cdots, s\} において, q_{i}=\underline{p_{i}} とする.
g

(注意) syzygy 加群のグレブナー基底計算は計算機代数システム SINGULAR と \mathrm{R}|\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}|\mathrm{r} にすでに実装され

ており計算可能である.また,  gh\in \langle f_{1} ,
, . .

, f_{S} ) \subset \mathbb{C}[x] であるので, gh, f_{1} ,
. . .

, f_{s} のsyzygy 加群のグレブ
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ナー基底の元の中には必ず第一成分がゼロでない定数のものが存在する.

このアルゴリズムは,局所環 \mathbb{C}\{x\} での問題が多項式環 \mathbb{C}[x] で計算可能であることを示している画期的

なものである.

例4多項式 f = x^{4}y+y^{8}+x^{2}y^{5} で定義されている N_{25} 特異点を考える.このとき, h = x^{7} は \mathcal{I}_{ $\Phi$} =

\langle_{\partial x}^{1}\partial, \displaystyle \frac{\partial f}{\partial y}\}_{\{O\}} \subset \mathbb{C}\{x, y\} に所属している.多項式環 \mathbb{C}[x, y] での辞書式項順序 x \succ  y におけるイデアル商

\langle_{\overline{\partial}x}^{\partial}1, \partial\overline{\partial}y1\}:\{x^{7}\rangle の基底は \{9y-32, 9x^{2}+16y^{3}\} である. g=9y-32 とし, (9y-32)x^{7}, 4\displaystyle \partial\partial x'\frac{\partial}{\partial}\angle y の syzygy 7\mathrm{J}\mathrm{D}

群の POT に関するグレブナー基底は次となる.

\{(2,128y^{6}+88\check{x}^{2}y^{3}+5x^{4}, -32xy^{4}-64x^{3}-2x^{3}y) ,

(2, 128y^{6}-40y^{7}+88x^{2}y^{3}-25x^{2}y^{4}, -32xy^{4}+10xy^{5}-64x^{3}+18x^{3}y)\}.
ここで,2つのベクトルの第一成分は共にゼロでない定数であるのでどちらのベクトルをとっても問題なく

拡張イデアル所属問題を解くことができる.ここでは,1つ目のベクトルをとる.そのとき, x^{7} は \mathbb{C}\{x, y\}
において,次のように表すことができる.

x^{7}=\displaystyle \frac{128y^{6}+88x^{2}y^{3}+5x^{4}}{-2(32-9y)} . \displaystyle \frac{\partial f}{\partial x}+\frac{-32xy^{4}-64x^{3}-2x^{3}y}{-2(32-9y)}\cdot\frac{\partial f}{\partial y}.
I

局所環 \mathbb{C}\{x\} において, h, f_{1}, f_{2} ,
. .

., f_{s} のsyzygy 加群のスタンダード基底を計算し,同様の変形をする

ことにより拡張イデアル所属問題を解くことは可能である.この方法をここでは従来の方法と呼ぶことに
する.

著者は Algorithm 2を計算機代数システム SINGULAR に実装し,従来の方法 (SINGULAR 利用) と比較

した.使用した計算機は前章同様に PC [OS: Windows7 (64\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}) , CPU: rntel(R) Core i7‐2600 @3. 4\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z},
RAM: 8\mathrm{G}\mathrm{B}] である.表2の数値は CPU 秒を表し, >20m は20分以上を表している.表2の問題では,
すべて h \in \langle \mathrm{F}\} である.実験で使用した多項式は表2の次に書かれている f_{1}, f_{2} ,

. . .

, f_{8} である.従来の

方法は項順序は局所全次数辞書式項順序侮, y , z) を使用し,Algorithm 2では (大域) 全次数辞書式項順序

(x, y, z) を使用した.

表2: 拡張イデアル所属問題

f_{1}=(y^{4}+xz^{3}+x^{3})^{2}+y^{8}+z^{\mathrm{g}}+8xy^{7},
f_{2}=(y^{13}+x^{3})^{2}+3y^{14}-2x^{3}y^{20},
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f_{3}=(x^{3}+xz^{2}+xy^{3}+zy^{3})^{3}+xz^{8}+4xy^{12},
f_{4}=(x^{5}+y^{7})^{2}+3y^{14}+3x^{10}y^{5}-2xy^{14},
f_{5}=(x^{2}+yz^{2}+y^{5}+y^{3}z)^{2}+z^{5}+x^{6}y+x^{3}y^{2}z^{2},
f_{6}=(x^{2}y+z^{4}+y^{5})^{2}+x^{5}+y^{5}z^{4}+x^{2}y^{3}z^{3},
f_{7}=(y^{4}+xz^{3}+x^{3})^{2}+x^{5}+y^{5}z^{4},
f_{8}=(y^{4}+xz^{3}+x^{3})^{2}+x^{5}+y^{5}z^{4}+x^{2}y^{3}z^{3}.

表2から分かるようにAlgorithm 2は従来の方法と比べ効率的である.計算実験の結果を詳しく解析す

ると,問題4∼8において従来の方法は syzygy 加群のスタンダード基底計算に時間がかかっている.実際

20分以上経過してもスタンダード基底は出力されない.イデアル所属問題の場合と同様にこ従来の方法は,

syzygy 加群のスタンダード基底計算が多大に計算効率に影響を及ぼしている.しかし,Algorithm 2はイデ

アル商の計算を使うことで,多項式環での syzygy 加群のグレブナー基底の計算に持ち込んでいる.グレブ

ナー基底計算はスタンダード基底計算と違って,多くの計算テクニックを使うことができるので Algorithm2
は前章の Algorithm 1と同様に効率的である.

4 拡張について

前章までの仮定として,多項式 fi, f_{2} ,
. . .

, f_{s} は孤立した共通ゼロ点を原点に持つとした (i.e., \{X \in

 X|fi(X) =f2 (x) = = f_{s}(x) = 0\}\cdot= \{O\}) . しかしながら,原点でなくとも孤立した共通ゼロ点を

持てば同じような議論は可能である.
\mathbb{C}^{n} の点 A = (\mathrm{a}\mathrm{i}, \ldots, a_{n}) の開近傍を X として, F を S 個の多項式 fi, f_{2} ,

. . .

, f_{s} \in \mathbb{C}[X] の集合で, こ

れら S 個の多項式は \{X \in X_{A}|fi(X) = f2(x) = = f_{s}(x) = 0\} = \{A\} を満たすと仮定する.また,

\mathbb{C}\{X - a\} = { f/9|\dot{f}, g \in \mathbb{C}[x\mathrm{J}, g(a) \neq  0, a = (a_{1}, . . . a_{n}) \in \mathbb{C}^{n}\} とし, \mathcal{I}_{A} = \{fi ,
. . .

7 fs\rangle_{\{A\}} を局所環

\mathbb{C}\{x-a\} で fi, f_{2} ,
. . .

, f_{s} により生成されるイデア) \triangleright とし,  I = \langle fi ,
. . .

,  f_{s}\rangle を多項式環 \mathbb{C}[X] で fi, f_{2} , . . .

, f_{s}

により生成されるイデアルとする.また,局所環 \mathbb{C}\{x-a\} の極大イデア) \triangleright \langle x\mathrm{i} -a_{1} ) x_{2}-a_{2)}\ldots,  x_{n}-a_{n}\rangle
を \mathrm{m}_{A} で表す.このとき,次が成り立つ.

補題5 多項式 h\in \mathbb{C}[x] を罧級数とみなしたとき, h がイデアル \mathcal{I}_{A}=\langle f_{1}, f_{2} ,
. . .

, f_{s}\rangle_{\{A} ) に属すとする.こ

のとき,

(i) g\not\in \mathrm{m}_{A},

(ii)  9\in I:\langle h\rangle

を満たすものが存在する.

Algorithm 1とAlgorithm 2と同様に,イデアル商  I : \langle h\rangle の基底を計算し,点  A でゼロになるものが存

在するかどうかをチェックすれば,あとは同じ方法でイデアル所属問題と拡張イデアル所属問題を解くこと
ができる.

Algorithm 1とAlgorithm 2は,多項式 f_{1} , f2, .. . , f_{s}, h がパラメータを含む場合に対しても自然に拡張

できる.

パラメータ付きグレブナー基底計算アルゴリズムは論文 [5, 7, 8, 9, 13, 15, 16] で紹介されており,計算

機にも実装されている.このパラメータ付きグレブナー基底を使うことによって,パラメータ付きイデアル

商の計算が可能となるので,Algorithm 1はパラメータ付きの場合に簡単に拡張可能である.しかし,効率
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的なパラメータ付きスタンダード基底計算方法,パラメータ付きMoraのtangent cone アルゴリズムは現

存しないので,従来の方法をそのままパラメータ付きに拡張することはすくなくとも現時点では極めて困

難であると思われる.
パラメータ付き syzygy 計算アルゴリズムは論文 [12] により紹介されていると共に実装も存在する.この

ことより,Algorithm 2はパラメータ付きの場合に簡単に拡張可能である.しかしながら,従来の方法は先

に述べたイデアル所属問題と同じ理由により,今現在は簡単には拡張出来ない.
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