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Abstract

For a given real univariate polynomial  f and given two distinct real numbers z_{1} and z_{2} , we

consider a problem of finding the nearest real univariate polynomial \tilde{f} with z_{1} and z_{2} as zeros. Here,
the distance between f and \tilde{f} is measured by the 2‐norm of the vector of coefficients of \tilde{f}-f.

1 はじめに

最近接多項式とは、観測データや計算の誤差などから係数がずれ、本来の性質を満たさなくなった多項式

を、性質を満たす最も近い多項式に復元したものである。注目する性質は、与えられた点で 0 になる [3] 、

重複零点を持つ [4] 、二つの多項式の GCD が1次以上 [1] などがあげられる。また、二つの多項式が互いに

素なら係数の微小な変動に対しても互いに素である性質が保たれる。どのくらいの変動までなら互いに素

であるか興味があるが、その限界は最近接多項式までの距離である。本稿では与えられた点で 0 になると

いう性質に注目し、最近接多項式までの距離と最近接多項式の構成について零点を一つ指定した場合から

二つの場合へ拡張する。本稿の構成は以下の通りである。第2章では先行研究である Stetter の定理 (零点
を一つ指定した場合) について説明し、第3章ではStetterの定理を、零点を二つ指定した場合に拡張する。

最後にまとめと今後の課題を述べる。

2 零点を一つ指定した場合

この章では主に先行研究であるStetterの定理について説明する。定理を説明する前に、双対ノルムや零

点を一つ指定した場合の最近接多項式などを定義していく。

2.1 最近接多項式

Vを高々 n 次の1変数複素係数多項式のなす線形空間 (n+1 次元の複素線形空間) とし、与えられた多

項式を  f\in  V とする。また、 \Vert f\Vert は  f の係数ベクトルのノルムとする。このとき、零点を一つ指定した場

合の最近接多項式を次のように定義する。
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定義1 (零点を一つ指定した場合の最近接多項式)
 f\in V とする。 z\in C と Vのノルム \Vert\cdot\Vert に対し、 \overline{f}(z)=0 かつ \Vert\overline{f}-f\Vert が最小となる  f^{\sim}\in V を f の最近

接多項式という。

定義2 (双対ノルム)
\Vert. \Vert を  C^{n+1} のノルム、  v\in  C^{n+1} とする。以下の \Vert \Vert^{*} を \Vert. \Vert の双対ノルムと呼ぶ。

\displaystyle \Vert v^{T}\Vert^{*} :=\sup_{u\in C^{n+1},u\neq 0}\frac{|v^{T}u|}{\Vert u\Vert}=\sup_{u\in C^{n+1},||u\Vert=1}|v^{T}u|
また、双対ノルムの双対ノルムは元のノルムになる。元のノルムが p ノルム \Vert\cdot\Vert_{p} のとき、双対ノルムは q

ノルム \Vert\cdot\Vert_{q} となる。ただし、 p と q の関係は以下の通りである。

\displaystyle \frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1 (1\leq p, q\leq\infty)
なお、 1/\infty=0 、  1/0=\infty とみなす。

2.2 Stetter の定理

 a = (a_{0} , al, . . .
, a_{n} ), x = (1, x, x^{2} )x3, . . .

, x^{n})^{T} とする。与えられた多項式を f(x) = \displaystyle \sum_{j=0}^{n}ajx^{j} =

ax\in V とし、以下の多項式を考える。

\displaystyle \tilde{f}(x)=\sum_{j=0}^{n}(aj+ $\Delta$ a\mathrm{j})x^{j}=\overline{a}x\in V
ただし. \grave{} ã = (a_{0}+ $\Delta$ a_{0}, a_{1}+ $\Delta$ a_{1}, \ldots, a_{n}+ $\Delta$ a_{n}) とする。

定理3 (Stetter の定理 [3])
f\in V、定数 z(\in C) が与えられたとき、 \overline{f}(z)=0 ならば以下の評価式が成り立つ。

\displaystyle \Vert $\Delta$ a^{\mathrm{T}}\Vert^{*}\geq \frac{|f(z)|}{\Vert z||}
ただし、  $\Delta$ a=( $\Delta$ a_{0},  $\Delta$ a_{1}, \ldots,  $\Delta$ a_{n}) 、 z=(1, z, z2, . . . , z^{n})^{T}\in C^{n+1} とし 、 \tilde{f} と  $\Delta$ a_{0},  $\Delta$ a_{1} ,

. . . ,  $\Delta$ a_{n} は上

記の通りである。

証明は [2] を参照のこと。

3 零点を二つ指定した場合

この章では Stetter の定理を、零点を二つ指定した場合へ拡張した時の最近接多項式の構成方法と最近接

多項式までの距離について考えていく。また、第2章では複素係数多項式で考えていたが、以下では実係数

多項式で考えていく。
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3.1 最近接多項式

Stetter の定理では任意のノルムであったものを2ノルムに限定し、零点を二つ指定した場合に不等式を

拡張する。 V を高々 n 次の実係数1変数多項式全体のなす線形空間 (n+1 次元の実線形空間) とし、与え

られた多項式を f\in V とする。また、 \Vert f\Vert は  f の係数ベクトルのノルムとする。このとき、零点を二つ指

定した場合の最近接多項式の定義は以下の通りである。

定義4 (最近接多項式の定義 (零点を二つ指定した場合) )
f\in V とする。 z_{1}, z_{2} \in R (z_{1} \neq z_{2}) と V のノルム \Vert. \Vert に対し、 \overline{f}(z_{1}) =\overline{f}(z_{2})=0 かつ \Vert\overline{f}-f\Vert が最小と

なる \tilde{f}\in V を f の最近接多項式という。

Stetter の定理では一般のノルムであったが、以降は2ノルムで考えていく。

f(x)=a_{n}x^{n}+\cdots+a\mathrm{i}x+a0, g(x)=b_{n}x
篇

+\cdots+b_{\mathrm{i}}x+b_{0}\in V

に対し、 f と g の内積は以下のように定義する。

( \mathrm{a} 0, .. .

, a_{n} ). (b0, \cdots , b_{n})=a_{0}b_{0}+a_{1}b_{1}+\cdots+a_{n}b_{n}

このとき、

\Vert f\Vert_{2}= (ao, . ..

, a_{n}). (ao, . . .

, a_{n} ).

指定された二つの零点を z_{1}, z_{2}\in R(z_{1}\neq z_{2}) とし、二つの零点 z_{1} 、 z_{2} を持つような高々 n 次の実係数1変数

多項式全体 (n-1 次元の実線形空間) を V とする。V2を V_{1} の直交補空間とする。このとき V=V_{1}\oplus\grave{V}_{2}
と直和分解で表すことができる。 f\in V は

f=f_{1}+f_{2} (f_{1} \in V_{1}, f_{2}\in V_{2})

と一意に書ける。このとき、 f_{1} が z_{1} ) z_{2} を零点とする f の最近接多項式であり、最近接多項式までの距離

が \Vert f_{1}-f\Vert_{2}= \Vert f_{2}\Vert_{2} となる。

3.2 前処理

f2が求まれば、最近接多項式と最近接多項式までの距離を求めることができる。そのまま計算を行うと、
次数 n に依存する面倒な計算になるため、前処理を行う。 f(x) を (x-z_{1})(x-z_{2}) で割り、商を q(x)、剰

余を sx+t とすると、

f(x)=(x-z_{1})(x-z_{2}).q(x)+sx+t

となる。このとき、 f(z_{1})=sz_{1}+t, f(z_{2})=sz_{2}+t より、 s と t が求まる。

s=\displaystyle \frac{f(z_{1})-f(z_{2})}{z_{1}-z_{2}}, t=-\frac{z_{2}f(z_{1})-z_{1}f(z_{2})}{z_{1}-z_{2}}.
(x-z\mathrm{i})(x-z_{2})q(x) \in  V\mathrm{i} であるから、 sx+t=g\mathrm{i}+g_{2} (g\mathrm{i}\in V\mathrm{i}, g2\in V_{2}) と分解すると、 g_{2}=f2 で

あることがわかる。よって g2を求めることができれば、最近接多項式までの距離を求めることができ、さ
らに f_{1} =f-g_{2} を計算することができる。以下、多項式とその係数ベクトルを同一視する。Vの基底を

\{1, x, x^{2}, . . . , x^{n}\} ととる。 W を高々 n-2 次の実係数1変数多項式の全体とし基底を \{1, x, x^{2}, \cdots, x^{n-2}\}
ととる。このとき、相異なる二つの実数 z_{1} 、z2を零点に持2ような高々 n 次の実係数1変数多項式の全体
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V_{1} は W と 同型であ る。 W \ni  h \mapsto (x - z_{1})(x - Z2)h \in  V_{1} は同型写像であるので、 V1 の基底 と して

\{v_{1}, v_{2}, . . . , v_{n-1}\} を次のよ う に と る。

v_{i} = ((x - z_{1} ) (x - z_{2})x^{i-1} の係数ベク ト) \triangleright )

 V_{2} の基底と して \{v_{n}, v_{n+1}\} を採用する。 v_{n)} v_{n+1} は v_{1} ,
. . . \rangle v_{n-1} と直交するような基底である。 v_{n} =

(s_{0_{?}} . . . , s_{n}) とお \ovalbox{\tt\small REJECT} と、 v_{1\}} . . .

, v_{n-1} と v_{n} との内積は以下の通り である。

v_{1}\cdot v_{n}=s_{2}-(z_{1}+z_{2})s_{1}+z_{1}z_{2}s_{0}=0,

v_{2}\cdot v_{n}=s_{3-}(z_{1}+z_{2})\mathrm{s}_{2}+z_{1}z_{2}s_{1}=0 )

v_{n-1} v_{n} = s_{n} — (Z1 + Z2)\mathrm{s}_{n-1} + Z1 z2 s_{n-2} = 0.

s_{0} = 0, s_{1} = 1 を第一式に代入する と s_{2} が決ま る。次に s_{1}, s_{2} を第二式に代入する と S3が決ま る。以下同

様にして順番に 砺 まで決ま った結果は以下の通り である。

v_{n} = (0,1, \displaystyle \frac{z_{1}^{2}-z_{2}^{2}}{z_{1-Z_{2}}}, . \cdots , \frac{z_{1}^{n}-z_{2}^{n}}{z_{1-Z_{2}}}) (1)

また、 v_{n+1} = (t_{0}, . . . , t_{n}) とお \langle と、  v_{1_{?}} . . .

, v_{n-1} と v_{n+1} との内積は以下の通り である。

T)1 v_{n+1} = t_{2} - (z_{1} + Z2)t_{1} + z_{1}z_{2}t_{0} = 0,

v2 v_{n+1} =t3 — (Z1 + Z2) t2 + Z1z2t1 = 0,

v_{n-1} v_{n+1} = t_{n} - (Z1 + Z2)t_{n-1} + Z 1 z_{2}t_{n-2} = 0.

t_{0} = -1, t_{1} = 0 から始めて、 v_{n} と同様に して v_{n+1} が決ま る。

v_{n+1} = (-1, 0, z_{1}z_{2}, \displaystyle \frac{z_{1}z_{2}(z_{1}^{2}-z_{2}^{2})}{z_{1-Z_{2}}}, . . .

) \displaystyle \frac{z_{1}z_{2}(z_{1}^{n-1}-z_{2}^{n-1})}{z_{1-Z_{2}}}) (2)

作り方から v_{n} と v_{n+1} は線形独立であ り、砺 の基底と直交する基底となる。

3.3 最近接多項式の構成

剰余 sx + t の係数ベク トルを \{v_{1}, . . . , v_{n+1}\} の線形結合で表現する と以下の式になる。

(t, S, 0, . . . , 0) = \mathrm{c}_{1}v_{1} + + c_{n-1}v_{n-1} +C_{n}V_{n} +c_{n+1}v_{n+1}

f の最近接多項式 f_{1} は f_{1} =c_{1}v_{1}+\cdots+c_{n-1}v_{n-1} =f-(c_{n}v_{n}+c_{n+1}v_{n+1}) を計算すれば求まり、最

近接多項式 f_{1} までの距離は \Vert c_{n}v_{n}+c_{n+1}v_{n+1}\Vert_{2} を計算すれば求まる。最近接多項式までの距離が Stetter

の定理の |f(z)|/\Vert z\Vert に当たるので、この距離を求める。

以下の式の両辺と  v_{n}, v_{n+1} の内積をとる。

(t, s, 0, . . . , 0) = c_{1}v_{1} + +c_{n-1}v_{n-1} + c_{n}v_{n} + c_{n+1}v_{n+1}
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すると次の連立方程式が得られる。

s=\mathrm{c}_{n}(v_{n}\cdot v_{n})+c_{n+1}(v_{n+1}\cdot v_{n}) ,

-t=c_{n}(v_{n}\cdot v_{n+1})+c_{n+1}(v_{n+1}\cdot v_{n+1}) .

これを解くと

c_{n}=\displaystyle \frac{(v_{n+1}\cdot v_{n})s+(v_{n}\cdot v_{n})t}{(v_{n+1}\cdot v_{n})^{2}-(v_{n}\cdot v_{n})(v_{n+1}\cdot v_{n+1})} , (3)

\displaystyle \mathrm{c}_{n+1}=-\frac{(v_{n+1}\cdot v_{n+1})s+(v_{n+1}\cdot v_{n})t}{(v_{n+1}\cdot v_{n})^{2}-(v_{n}\cdot v_{n})(v_{n+1}\cdot v_{n+1})} . (4)

v_{n} . 砺などを計算するために、 z_{1} や z_{2} に関する等比級数を次のように X_{n}, Y_{n}, Z_{n} で表す。

X_{n}=z_{1}^{2}+z_{1}^{4}+\displaystyle \cdots+z_{1}^{2n}=\frac{z_{1}^{2}-z_{1}^{2(n+1)}}{1-z_{1}^{2}}
Y_{n}=-2(z_{1}z_{2}+z_{1}^{2}z_{2}^{2}+\displaystyle \cdots+z_{1}^{n}z_{2}^{n})=-2z_{1}z_{2}\frac{(1-z_{1}^{n}z_{2}^{n})}{1-z_{1}z_{2}}
Z_{n}=z_{2}^{2}+z_{2}^{4}+\displaystyle \cdots+z_{2}^{2n}=\frac{z_{2}^{2}-z_{2}^{2(n+1)}}{1-z_{2}^{2}}

次に v_{n}\cdot v_{n} などを X_{n}, Y_{n}, Z_{n} で表すと以下のようになる。

v_{n}\displaystyle \cdot v_{n}=\frac{(z_{1}-z_{2})^{2}+(z_{1}^{2}-z_{2}^{2})^{2}+(z_{1}^{3}-z_{2}^{3})^{2}+\cdots+(z_{1}^{n}-z_{2}^{n})^{2}}{(z_{1}-z_{2})^{2}}=\frac{X_{n}+Y_{n}+Z_{n}}{(z_{1}-z_{2})^{2}} (5)

v_{n+1}\displaystyle \cdot v_{n+1}=1+z_{1}^{2}z_{2}^{2}+\frac{z_{1}^{2}z_{2}^{2}(z_{1}^{2}-z_{2}^{2})^{2}+\cdots+z_{1}^{2}z_{2}^{2}(z_{1}^{n-1}-z_{2}^{n-1})^{2}}{(z_{1}-z_{2})^{2}}
=1+\displaystyle \frac{z_{1}^{2}z_{2}^{2}(X_{n-1}+Y_{n-1}+Z_{n-1})}{(z_{1}-z_{2})^{2}} (6)

v_{n}\displaystyle \cdot v_{n+1}=\frac{z_{1}z_{2}(z_{1}-z_{2}).(z_{1}^{2}-z_{2}^{2})+\cdots\dotplus z_{1}z_{2}(z_{1}^{n-1}-z_{2}^{n-1})(z_{1}^{n}-z_{2}^{n})}{(z_{1}-z_{2})^{2}}

=\displaystyle \frac{z_{1}z_{2}(z_{1}X_{n-1}+z_{2}Z_{n-1}+\frac{(z_{1}+z_{2})Y_{n-1}}{2})}{(z_{1}-z_{2})^{2}} (7)

ここで、Mathematica を用いて以下の式を計算した。

\Vert c_{n}v_{n}+c_{n+1}v_{n+1}\Vert_{2} (8)

これは最近接多項式までの距離のことだったので、零点を二つ指定した場合へStetterの定理を拡張するこ

とができた。ただし、計算結果は非常に見づらい式で出力されたため、まず、 n=2 , 3, 4の計算から距離の

予想式を立てた。

|z_{1}-z_{2}|\sqrt{\frac{\sum_{i=0}^{n}(z_{2}^{i}f(z_{1})-z_{1}^{i}f(z_{2}))^{2}}{\sum^{n}\sum_{i}^{n-j}(z_{1}^{i}z_{2}^{i}(z_{1}^{\mathrm{j}}-z_{2}^{j}))^{2}}} (9)

予想式 (9) と Mathematica を用いて計算した式 (8) が等しいことをMathematica を用いて確認した。とこ

ろで、式(5)、(6)、(7) では等比級数の公式を利用したため分母に 1-z_{1} 等があるが、式(9) では等比級数

の公式ではなく \displaystyle \sum 記号を用いて表したため不都合な式は現れない。

以上をまとめると、以下の定理になる。
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定理5

 f\in  V_{\mathrm{s}} 定数 z_{1} \neq z_{2} (\in R) が与えられたとき、. \overline{f}\in  V 、 \overline{f}(z_{1}) =\overline{f}(z_{2})=0 ならば以下の不等式が成り

立つ。

\Vert\tilde{f}-f\Vert_{2}\geq|z_{1}-

さらに、等号を成立させる多項式 f が存在する。

定理6

最近接多項式 \tilde{f} を求めるには式 (1)、(2)、(3)、(4) から以下を計算すれば良い。

\overline{f}=f-(c_{n}v_{n}+\mathrm{c}_{n+1}v_{n+1})

4 おわりに

Stetter の定理を、実係数1変数多項式かつ零点が実数かつ2ノルムの場合で零点を二つ指定した場合に

拡張した。

今後の課題をいくつか述べる。まずStetterの定理では、複素係数1変数多項式かつ任意のノルムという

条件の下、零点を一つ指定した場合の最近接多項式について扱っている。しかし、本稿では2ノルムの場

合と条件を厳しく した上で零点を二つ指定した場合へStetterの定理を拡張したため、複素係数や任意のノ

ルムの場合にも拡張することが課題としてあげられる。また、計算を簡単にするために二つの零点が異な

る場合のみを考えたため、重複零点の場合に拡張することが残っている。さらに、Stetter の定理では f(z)
と z= (1, z , z2, . . .

, z^{n} ) で最近接多項式までの距離が簡潔に表せているが、定理5では複雑な式であるので

これを簡潔に表すことが望まれる。例えば、 z_{1}=(1, z_{1}, z_{1}^{2}, \ldots, z_{1}^{n}) 、 z_{2}=(1, z_{2}, z_{2}^{2}, \ldots, z_{2}^{n}) とすると、根

号内の分子は \Vert f(z_{1})z_{2}-f(z_{2})z_{1}\Vert_{2}^{2} と簡潔に表せるが、分母は分子とは違って簡潔な表示になりそうもな

い。最後に、本稿で扱ったのは零点を二つ指定した場合であったが、三つ以上指定した場合がどうなるかも

興味がある。
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