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1 はじめに

以下, k を標数 p>0 の代数的閉体とする. G を有限群とし,その位数は k の標数 p で割
りきれるものとする.

目標は群環 kG のブロック . イデアルのコホモロジー環をそのブロックのdefect 群のコホ

モロジー環からの適当な写像の像として表わすということである.この度,新たに位数 p^{3},
指数 p のextraspecial p‐群

p_{+}^{1+2}=(a, b|a^{p}=b^{p}=[a, b]^{p}=1, [[a, b], a]=[[a, b], b]=1\}
をdefect 群とするブロック . イデアルについて結論が得られた.なお,他の extraspecial p‐

群 (指数 p^{2} またはランク 3以上) については,Stancu [14] により,これらをdefect 群にも
つブロック イデアルについては解決されている.

2 ブロック ・イデアルのコホモロジー環

一般に, p‐部分群 P とその中心化群 C_{G}(P) のブロックべき等元 e の組 (P, e) をsubpair
とよぶ. k[PC_{G}(P)] のブロック イデアル k[PC_{G}(P)]e の G への Brauer 対応が B であると

き, (P, e) を B ‐subpairとよぶ. (P, e) が B‐subpairであり,さらに P が B のdefect 群のと
き, (P, e) をSylow B ‐subpairとよぶ.

以下, B を kG のブロック イデアルとし, S をその defect 群とする. S_{ $\gamma$} をlocal pointed

group とする.

j \in  $\gamma$ をとると, \mathrm{B}\mathrm{r}_{S}(i) \in  kC_{G}(S) は 0 でなく原始的べき等元である.よって,直既約

kC_{G}(S) 加群 kC_{G}(S)\mathrm{B}\mathrm{r}_{S}(i) は kC_{G}(S) の (ただひとつの) ブロック イデアル kC_{G}(S)e に属

する.こうして, S_{ $\gamma$} に対して Sylow B ‐subpair (S, e) が定められる.今後,この e を e_{S} と書
くことにし, S_{ $\gamma$} は (S, e_{S}) に属するという.

部分群 Q \leq  S に対して (Q, e_{Q}) \leq (S, e_{S}) を満たす subpair (Q, e_{Q}) がただ一つ存在する.
そこで,defect 群 S の部分群を object とし, Q, R\leq S に対して x\in G で X(Q, e_{Q})\leq(R, e_{R})
をみたすものが引き起こす共役写像 c_{x} : Q \rightarrow  R;a \mapsto  xa をmorphism Q \rightarrow  R として圏

\mathscr{F}_{S_{ $\gamma$}}(B) を定義し,これを Brauer 圏とよぶ.
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定義2.1(Linckelmann [4]) いままでの記号の下で,ブロック B のコホモロジー環を次のよ
うに定義する.  $\zeta$\in H^{*}(S, k) が条件

(S) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{R^{g}} $\zeta$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{R} $\zeta$ \forall Q, R\leq S\forall g such that g(Q, e_{Q})\leq(R, e_{R})

をみたすとき,  $\zeta$ は \mathscr{F}_{S}, (B)‐stableであるという. H^{*}(S, k) の部分集合

H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$})= {  $\zeta$\in H^{*}(S, k)| $\zeta$ は \mathscr{F}_{S_{ $\gamma$}} (B)‐stable}

を B の ( S_{ $\gamma$} によって定められる) コホモロジー環とよぶ.

注意 conjugation family の理論により,安定条件 (S) は

(\mathrm{S}(Q)) \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{Q^{g}} $\zeta$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{Q} $\zeta$ \forall Q\leq S\forall g\in N_{G}(Q, e_{Q})

と同値である.

ここで,記号を定める.一般に,部分群 H\leq G と L\leq N_{G}(H) に対して

H^{*}(H, k)^{L}=\{ $\zeta$\in H^{*}(H, k)|^{x} $\zeta$= $\zeta$\forall x\in L\}

とおく.この記号を用いれば安定条件 \mathrm{S}(Q) は \mathrm{r}_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{Q} $\zeta$} \in H^{*}(Q, k)^{N_{G}(Q,e_{Q})} 」 と表現される.

また,一般に subpair (P, e) に対して N_{G}(P, e)/PC_{G}(P) を I_{G}(P, e) と書くことにする.

さて, ik\mathrm{G}i は B のsource 多元環とよばれている. ikGi は B と多くの環論的性質を共有
している. ikGi を (kS, kS) ‐両側加群とみて次の基本定理が得られる.

定理2.1 (Linckelmann \rangle 今までの記号の下で  $\zeta$\in H^{*}(S, k) について

 $\zeta$\in H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$})\Rightarrow$\delta$_{S} $\zeta$\in HH^{*}(kS) は ks^{ikGi}kS‐stableである.

この逆が成り立つ.

定理2.2 \langleSasaki[11]) 今までの記号の下で  $\zeta$\in H^{*}(S, k) について

$\delta$_{S} $\zeta$\in HH^{*}(kS) (は ks^{ikGi}kS‐stableである \Rightarrow $\zeta$\in H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$}) .

3 source 多元環と trace 写像,transfer 写像

source 多元環 ik\mathrm{G}i は (kS, kS)‐両側加群として, kG=\oplus k[SxS] の直和因子であるから,

ある部分集合 \mathscr{X}\subseteq S\backslash G/S により

ks^{ikGi_{kS}\simeq\bigoplus_{SxS\in \mathscr{X}}k[SxS]}
と直和分解される.この分解により (kS, kS)‐両側加群 ik\mathrm{G}i が定めるHochshildtコホモロ

ジー環の transfer 写像 t_{ikGi} : HH^{*}(kS) \rightarrow  HH^{*}(kS) のdiagonal embedding $\delta$_{S} : H^{*}(S, k) \rightarrow
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 HH^{*}(kS) を通しての H^{*}(S, k) への制限 t : H^{*}(S, k)\rightarrow H^{*}(S, k)

H^{*}(S, k)HH^{*}(kS)\underline{$\delta$_{S}}

t\downarrow \mathrm{Q} \downarrow t_{ikG_{l}}
H^{*}(S, k)\rightarrow HH^{*}(kS)$\delta$_{S}

は

t:H^{*}(S, k)\displaystyle \rightarrow H^{*}(S, k); $\zeta$\mapsto\sum_{SxS\in \mathscr{X}}$\alpha$^{s_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{S\mathrm{n}^{X}s^{x}} $\zeta$}}
と表わされる.定理2.1, 2.2に鑑み,次を予想している.

予想 {\rm Im} t=H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$}) が成り立つ.

例3.1 N_{G}(S, e_{S}) がBrauer 圏 \mathscr{F}_{S_{ $\gamma$}}(B) における fusion を統制する場合は予想が成り立つ.例

えば,次の場合が該当する.

(1) S が G の正規部分群である.
(2) S が可換である.

(3) S がexponent p^{2} , 位数 p^{3} のの extraspecial p‐群
(4) S がランク 3以上の extraspecial p‐群 (Stancu [14])
(5) B のhyper focal subgroup が巡回群である (Watanabe [16, Theorem 3])

S がextraspecial の場合は指数 p , 位数 p^{3} の場合だけが N_{G}(S, e_{S}) がfusion を統制しない.

ikGi は次のように直和分解されることが知られている :

ikGi\displaystyle \simeq\bigoplus_{gSC_{G}(S)\in J_{G}(S)}k[Sg]\oplus N.
ここで, N はいくつかの x \in  G\backslash N_{G}(S) による k[SxS] の直和,と表わされる.従って,

transfer 写像 t は  $\zeta$\in H^{*}(S, k) を次のように写像する :

 $\zeta$\displaystyle \mapsto\sum_{gSC_{G}(S)\in I_{G}(S)}g $\zeta$+ ( $\chi$, x\in G\backslash N_{G}(S) , の形の和).

x\in G\backslash N_{G}(S) による k[SxS] が ik\mathrm{G}i の直和因子として現れるかどうかを判定し,直和因

子に同型ならばその重複度を求めることが課題である.

この課題のために次は基本的である.

命題3.1 (例えば, \mathrm{K}\ddot{\mathrm{u}}| shammer, Okuyama and Watanabe [2]) k[SgS] が ikGi の直和因
子に同型であるとする. P=S^{g}\cap S, Q=S\cap^{g}S とおく. (P, e_{S}) , (Q, e_{Q})\leq(S, e_{S}) について

g(P, e_{P})=(Q, e_{Q}) .

つまり,subpairs のfusion のあり様を調べることにより,source 多元環の直和因子につい
ての情報が得られる.
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4 source 多元環の加群構造

定義4.1 一般に,有限群 G の部分群 H について

(1) p| |H|

(2) \forall x\in G\backslash H H\cap^{\mathrm{X}}H は p^{r}‐群

が成り立つとき, H は G において strongly p‐embeddedであるという.

G がstrongly p‐embeddedな真部分群を含むとき, G の任意の p‐部分群に対してそれを含
むstrongly p‐embeddedな真部分群が存在する.

定義4.2 subpair (T, f) について

(1) (T, f) はself‐centralizing ( T は k[TC_{G}(T)] のblock k[TC_{G}(T)]f のdefect 群) であり
(2) N_{G}(T, f)/TC_{G}(\mathrm{T}) がstrongly p‐embedded proper subgroup をもつ

が成り立つとき, (T, f) はessenfial であるという.このときAut T (は p‐群ではない.

essential subpairs は実に本質的である.すなわち,Linckelmann [5] により

定理4.1 \mathscr{F}= { (T, e_{T}) \leq (S, e_{S}) | (T, e_{\mathrm{T}}) はessential} \cup\{(S, e_{S})\} Iは conjugation family で
ある.

さらに,次の重要な定理が成り立つ.

定理4.2 (Okuyama and Sasaki [7]) (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) をessenfial とする. M\leq N_{G}(T, e_{T})

を N_{S}(T)C_{G}(T) を含み, M/TC_{G}(T) < N_{G}(T, e_{T})/TC_{G}(T) がstrongly p‐embedded proper

subgroup であるようにとる.このとき,任意の x\in N_{G}(T, e_{T})\backslash M に対して k[SxS] は ik\mathrm{G}i

の直和因子に同型であり,重複度は p を法として1に合同である.

例4.1 ブロック B がテイム表現型ならば,essential なsubpairs が特定され,前節の予想は成立
することが確認される.この場合, S の自己同型群は2‐群であるから, N_{G}(S, e_{S})/SC_{G}(S) は

自明である.さて,例えば,defect 群 S が二面体群のとき,essential subpair はfour‐group T で

N_{G}(T, e_{T})/C_{G}(T)\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)\simeq S_{3} のときに限る. S に含まれる four‐group の S における共役
類のひとつの代表系を {To, T_{1} } とする.subpairs (T_{0}, e_{T_{0}}) , (T_{1}, e_{T_{1}}) はともにessential である場

合を考える. N_{G}(T_{j}, e_{T_{j}})/C_{G} (乃) のstrongly embedded subgroup は N_{S}(T_{j}, e_{T_{J}})C_{G} (乃)/CG (乃)
であり, x_{J}\in N_{G} (T_{j}, e_{T_{j}})\backslash N_{S}(T_{j}, e_{T_{J}})C_{G}(T_{j}) をとると

ikGi\simeq l_{1}k[Sx_{1}S]\oplus l_{2}k[Sx_{2}S]\oplus Z
と直和分解される.ここで, l_{1}, l_{2} は重複度を表わし,ともに奇数である. Z の直和因子が

導く transfer 写像は 0 写像である.よって, ik\mathrm{G}i が導く transfer 写像は Kawai -\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}[1] で構

成した trace 写像と一致し,その像はブロックのコホモロジー環である.すなわち,予想が

成り立つことが確かめられた.
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以下,本節ではこの定理の証明の概略を述べる.まず,両側加群 k[PxP] の同型について

次は基本である.

補題4.3 (Sasaki [13, ProposItIon 3]) P\leq G を p‐部分群とする. x, y\in G について

kPk[PxP]_{kP}\simeq kPk[PyP]_{kP}

\Leftrightarrow\exists z\in C_{G}(P^{x}\cap P) P^{X}\cap P=P^{xz}\cap P, PyP=PxzP.

このとき, P\cap^{x}P=P\cap^{xz}P であり, P\cap^{X}P と P\cap^{y}P は P で共役である.

以下,記号は定理4.2のものである.さらに, R = N_{S}(T) , L = RC_{G}(T) = C_{G}(T)R と
おく.

x\not\in M であり, M/TC_{G}(T) がIG (T, e_{T}) において strongly p‐embeddedであることなどを
使って次が確かめられる.(以下ではこれを使う場面を具体的には示すことはできませんが,

基本なのです)

Stepl R\cap^{x}L=R\cap^{x}R=S\cap^{x}S=S^{x}\cap S=T.

j = \mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(i) \in (kC_{G}(T)) とおく. T \triangleleft  R であるから, j は R‐不変である. kG が p‐
permutation k[G\times G]‐加群であることから, N=N_{G}(T, e_{T}) とおくと

(k[S\times S] ‐加群 k[SxS1 の ikGi における重複度)

= (k[R\times R] ‐加群 k[RxR] の jkNj における重複度)

であることがわかる.さらに,補題4.3により, k[RxR] は N\backslash LxL で生成される k[R\times R]-

部分加群の直和因子としては現れない.よって

Step 2次の等式が成り立つ.

(k[S\times S] ‐加群 k[SxS] の ik\mathrm{G}i における重複度)

= (k[R\times R] ‐加群 k[RxR] の jk[LxL]j における重複度).

従って, jk[LxL]j について調べればよい. L = RC_{G}(T) であることから, jk[LxL]j =

kR\otimes_{kT}jk[TC_{G}(T)]xj\otimes_{kT}kR であることが確かめられ,さらに,ある可逆元 $\theta$_{x}\in kC_{G}(T)e_{T}

により, Xj=^{$\theta$_{X}}j であることが確かめられる.このことから

Step 3 jk[LxL]j=kR\otimes_{kT}jk[TC_{G}(T)]xj\otimes_{kT}kR であり, k[T\times T] ‐加群 jk[TC_{G}(T)]xj は
jk[TC_{G}(T)]jx に同型である.

ここまででは (T, e_{T}) がself‐centralizing であることを使ってこなかった.これは

Step 4 k[T\times T] ‐加群 jk[TC_{G}(\mathrm{T})]j は kT のいくつかの直和に同型である.重複度は p を
法として1に合同である.重複度を m とおく : m\equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) .
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を示すのに使われる.以上をまとめて結論を得る.すなわち,Step 4から  jk[TC_{G}(T)]xj\simeq

 jk[TC_{G}(T)]jx\simeq\oplus kTx であるから

m 個

kR\otimes_{kT}jk[TC_{G}(T)]xj \otimes_{kT}kR \simeq kR\otimes_{kT} (_{m}\oplus_{ $\iota$\otimes}kTx) \otimes_{kT}kR \simeq m(\otimes\oplus k[RxR].
よって

(k[S\times S] ‐加群 k[SxS] の ikGi における重複度)

= (k[R\times R] ‐加群 k[\mathrm{R}xR] の jk[LxL]j における重複度)

= (k[R\times R] ‐加群 k[RxR] の kR\otimes_{kT}jk[TC_{G}(T)]xj\otimes_{kT}kR における重複度)

= (k[R\times R]-7]\mathrm{I} 群 k[RxR] の \oplus k[RxR] における重複度) =m\equiv  1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) .
m 個

Step 4に関して一般的な命題を述べよう.

命題4.4 (P, e) と (T, f) をともにself‐centralizing なsubpair とし, (T, f)\leq(P, e) と仮定す
る. P_{ $\gamma$} を (P, e) に属する (一意的な) local pointed group とする.  i\in $\gamma$ を任意の原始的べ
き等元とし,  j=\mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(i)\in kC_{G}(\mathrm{T}) とおく.

このとき, k[T \times T] ‐加群 jk[TC_{G}(T)]j は kT のいくつかの直和に同型であり,その重複
度は p を法として1に合同である.

この命題の証明の概略 (T, f) はself‐centralizing であるから, (T, f) に属する local pointed

group は一意的でそれを乃と表わすと, j=\mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(i) は  $\delta$ に含まれる直交する原始的べき等元
 j_{1} , . .. ji を用いて

j=\mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(i)=\mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(j_{1})+\cdots+\mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(j_{l})

と表わされる.Puig [9, Proposition 3.5] により,上の l について l\equiv\pm 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) (この事実
が最も肝心なこと) である.さらに, \mathrm{B}\mathrm{r}_{T} (ji), .. ., \mathrm{B}\mathrm{r}_{T}(j_{l}) は k[TC_{G}(\mathrm{T})] のブロック イデ
アル k[TC_{G}(T)]f のsourde べき等元であるということから結論を得る. \square 

ikGi の直和因子の同型問題について次が分かる. H =N_{G}(S, e_{S}) とおき,さらに M_{0} =

H\cap N=N_{H}(T)=N_{H}(T, e_{ $\tau$}) とおく.

RC_{G}(S) は M_{0} で正規でありその指数は p と互いに素である.よって M_{0}/C_{G}(S) における

p‐補群 E_{0}/C_{G}(S) (E_{0}\leq M_{0}) をとることができる. E_{0}S=M_{0} である.部分群 E \leq H を

E_{0} を含み E/C_{G}(S) が H/C_{G}(S) における p‐補群となるものをとる. ES= H である.左

剰余類 gE_{0} \subset  E の完全代表系をひとつ固定し, [E/E_{0}] \ni  1 とする.このとき, [E/E_{0}] は

gE_{0}S\subset H の完全代表系でもある.

命題4.5上の記号の下で次が成り立つ.
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(1) x, y\in N\backslash M について, k[SxS]\simeq k[SyS]\Leftrightarrow k[RxR]\simeq k[RyR] . これは, y\in RxL の
ときしかもそのときに限って成立する.

(2) 代表元 g, h\in[E/E_{0}] と x, y\in N\backslash M について k[SgxS]\simeq k[ShyS]\Leftrightarrow[g=h,  k[SxS]\simeq

 k[SyS]].

\mathscr{X} を両側剰余類 RxL\subset N の完全代表系とし, \mathscr{X}_{0}\subset \mathscr{X} を

N\displaystyle \backslash M=\bigcup_{x\in \mathscr{X}_{0}}RxL
となるようにとると

系4.6 source 多元環 ik\mathrm{G}i は各  g\in [E/E_{0}] と各 x\in \mathscr{X}_{0} に対して k[SgxS] に同型な直既約な

k[S\times S]‐直和因子をもつ.その重複度は k[SxS] の重複度と同じである.

これらの命題における両側加群の同型は次の議論に基づく. P \leq  G を p‐部分群とし,
j \in(kG)^{P} を任意のべき等元とする.元 g\in N_{G}(P) の i への作用がある可逆元 $\theta$_{g}\in U((kG)^{P})
による作用と一致する,すなわち g_{j=^{$\theta$_{g}}i} と仮定する.このとき

$\eta$_{g}=$\theta$_{g}^{-1} gi=i$\theta$_{g}^{-1}g\in ikGi

は ikGi の可逆元で,その逆元は $\eta$_{g}^{-1} =g^{-1}$\theta$_{g}i=ig^{-1}$\theta$_{g} である.さらに,

$\eta$_{9}u=gui, u^{$\eta$_{8}}=u^{g}i (u\in P)

が成り立つ.これから

命題4.7 (1) 写像

$\Phi$_{g}:gikGi\rightarrow ikGi;g $\sigma$\mapsto$\eta$_{g} $\sigma$ ( $\sigma$\in ikGi) ,

$\Psi$_{g}:ikGi\rightarrow gikGi; $\tau$\mapsto g$\eta$_{g}^{-1} $\tau$ ( $\tau$\in ikGi)

は k[P\times P]‐加群の同型である; $\Phi$_{g}^{-1}=$\Psi$_{g}.
(2) 写像

$\Phi$_{g}' : ikGig\rightarrow ikGi; $\sigma$ g\mapsto $\sigma \eta$_{g} ( $\sigma$\in ikGi) ,

$\Psi$_{g}' : ikGi\rightarrow ikGig; $\tau$\mapsto $\tau \eta$_{g}^{-1}g ( $\tau$\in ikGi)

は k[P \times P] ‐加群の同型である; $\Phi$_{g^{-1}}' =$\Psi$_{g}'.

系4.8上と同じ記号を用いる.任意の x\in G について k[P\times P]‐加群 gk[PxP] と k[PgxP]
は同型である.特に k[P\times P] ‐加群 k[PxP] が ikGi の直和因子に同型ならば, k[PgxP] も

そうであり, k[PxP] と同じ重複度をもつ.
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これまでに登場した部分群とその包含関係をまとめると次のようになる.

C_{\langle}

\mathrm{Z}(S)
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5 extraspecial p‐群を defect 群とするブロック イデアル

以後,ブロック B のdefect 群 S は位数 p^{3} , 指数 p のextraspecial p‐群 p_{+}^{1+2}=(a, b|a^{p}=

b^{p}=[a, b]^{p}=1, [[a, b], a]=[[a, b], b]=1\rangle とする.  c=[a, b]=aba^{-1}b^{-1} とおく.

この群上の fusion system はRuiz‐Viruel [10] により完全に分類されている.以下の議論で
は,Ruiz‐Viruel の議論の初めの部分 (特に,essential subpairs に関する部分) は共通のもの
があるが,分類の結論に依存しているわけではない.

まず, P, Q \leq  S が (p, p) 型ならば,これらは S で正規であるから, (P, e_{P}) , (Q, e_{Q}) \leq

(S, e_{S}) が G で共役ならば, N_{G}(S, e_{S}) で共役であることに注意する.このゆえに,subpair の

融合が容易に解析できる.また, P\leq S が巡回群ならば (P, e_{P})\leq(S, e_{S}) はessentialでない.

本節では,subpair (P, e_{P}) に対して N_{G}(P, e_{P}) を単に N_{P} と書くことにする.

5.1 essential subpairs

命題5.1 (1) P\leq S が (p, p) 型ならば I_{G}(P, e_{P})\mathrm{I}ま \mathrm{G}\mathrm{L}(2, p) に自然に埋め込まれ, SC_{G}(P)/C_{G}(P)

は I_{G}(P, e_{P}) のSylow p‐部分群である.
(2) P \leq  S を (p, p) 型とする. N_{N_{P}}(SC_{G}(P)) = (N_{P}\cap N_{S})C_{G}(\mathrm{P}) である. M_{P} = (N_{P} 口

N_{S})C_{G}(P) とおく. N_{1_{G}(P,e_{P})}(SC_{G}(P)/C_{G}(P))=M_{P}/C_{G}(P) である.さらに,  C_{G}(P)\cap

 N_{S}=PC_{G}(S) である.

(3) (P, e_{P})\leq(S, e_{S}) がessential \Leftrightarrow N_{P}\not\leq N_{S} . このとき M_{P}/C_{G}(P)\leq I_{G}(P, e_{P}) はstrongly

p‐embeddedである.

(4) (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) がessential ならば I_{G}(T, e_{T})\geq \mathrm{S}\mathrm{L}(2, p) . 従って,ある x_{T}\in N_{T}\backslash M_{T}

で x_{T^{2}}\in M_{T} となるものがある.さらに |N_{T}:M_{T}|=p+1 であり, s\in S\backslash T をとると

N_{T}=M_{T}\displaystyle \cup(\bigcup_{j=0}^{p-1}s^{j}x_{T}M_{T}) .

また, M_{T}=\displaystyle \bigcup_{vSC_{G}(S)\in(N_{T}\cap N_{S})/SC_{G}(S)}\bigcup_{zT\in C_{G}(T)/T}vzS . 以後 , 上の s\in S\backslash T をひとつ固定し

て用い s_{T} と書く.

従って

(^{*}) N_{T}\displaystyle \backslash M_{T}=\bigcup_{j=0}^{p-1}s_{$\tau$^{j}}x_{T}M_{T}.
(T, e_{T})\leq(S, e_{S}) がessential のとき,関係する部分群の包含関係は (一般の場合は前節のよ

うに複雑であったが) 次のとおり簡単である. (E, E_{0} は省略したが [E/E_{0}] は N_{S}/(N_{T}\cap N_{S})

の完全代表系である)
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x_{T}

c

C_{G}(

\{c

5.2 ソース多元環の加群構造

)p+1
M_{T}

N_{G}(T, e_{S})

N_{G}(S, e_{S})

g

(T, e_{T}) \leq (S, e_{S}) をessential とし,  x $\tau$ \in  N_{T}\backslash M_{T} をこれまでと同様にとる.どの x \in

 N_{T}\backslash M_{T} も (^{*}) により, j(0\leq j\leq p-1) , vSC_{G}(S)\in(N_{T}\cap N_{S})/SC_{G}(S) , cT\in C_{G}(T)/T,
s'\in S により, x=s^{j}x_{T}vcs' と表わされる.定理4.2, 補題4.3により次が得られる.

定理5.2 (1) x \in N_{T}\backslash M_{T} に対し k[SxS] は ik\mathrm{G}i の直和因子に同型であり,その重複度は

p を法として1に合同である.

(2) x\in N_{T}\backslash M_{T} に対してある v\in N_{T}\cap N_{S} により k[SxS]\simeq k[Sx_{T}vS] となる.

さらに,系4.8により

定理5.3 x\in N_{T}\backslash M_{T} とする.任意の g\in N_{S}\backslash N_{S}\cap N_{T} に対して k[SgxS] も ik\mathrm{G}i の直和

因子に同型であり,その重複度は k[SxS] の重複度と一致する.
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定義5.1 両側剰余類 SgS について写像 t_{SgS} : H^{*}(S, k)\rightarrow H^{*}(S, k) を

t_{SgS} :  $\zeta$\mapsto \mathrm{t}\mathrm{r}^{S} re \mathrm{s}_{S\cap 9S^{g}} $\zeta$

により定義する.  ikGi が導く t:H^{*}(S, k)\rightarrow H^{*}(S, k) は t_{SgS} の和である.

t_{SgS} :  H^{*}(S, k)\rightarrow  H^{*}(S, k) が 0 写像でないとき, SgS (または k[SgS] ) (は nontfivial transfer

condition (NTC) をみたすという (ことにする) .

さて, g\in G について k[SgS] は ik\mathrm{G}i の直和因子に同型であるとする. P=S^{g}\cap S, Q=

S\cap^{g}S とおき, (P, e_{P}) , (Q, e_{Q})\leq(S, e_{S}) とする. P (従って, Q も) が巡回群ならば, t_{SgS}
は 0 写像である.よって, SgS がNTC をみたすならば P (従って, Q も) は巡回群でない.

命題3.1により, g(P, e_{P})=(Q, e_{Q}) であるから, g による共役写像は P 上では N_{S} の元に

よる共役写像と,essential subpair のnormalizer の元による共役写像との合成として表され
る.これを用いて解析することにより次が得られる.

命題5.4上と同じ記号の下で, P (従って, Q も) は巡回群でないとする.

(1) (P, e_{P}) がessential でなければ ((Q, e_{Q}) もessential でなく) , g\in Ns.

(2) (P, e_{P}) がessential とする ((Q, e_{Q}) もessential であり, g\not\in Ns である). k[SgS] がNTC
をみたすならば, \exists w \in  N_{S}, \exists v \in  N_{P}\cap N_{S} により SgS= Swx_{P}vS であり, k[SgS] \simeq

 k[Swx_{P}vS]\simeq wk[Sx_{P}vS] . 重複度は p を法として1に合同である.

これらの直和因子の同型問題については,命題4.5は次のようになる.

命題5.5 (1) g, h\in G\backslash N_{S} について k[SgS], k[ShS]\mathrm{I}ま ik\mathrm{G}i の直和因子に同型であり, (S\cap

 gS, e_{S\cap gS}) ,

(S\cap^{h}S, e_{S\cap^{h}S})\leq(S, e_{S}) はともにessential subpairs で,NTC をみたすと仮定する.この
とき, k[SgS]\simeq k[ShS] ならば S\cap^{g}S=S\cap^{h}S であり,かつ S^{g}\cap S=S^{h}\cap S.

(2) (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) をessential とする. v, v'\in N_{T}\cap Ns について

(kS, kS)‐両側加群として k[Sx_{T}vS]\simeq k[Sx_{T}v'S]\Leftrightarrow vSC_{G}(S)=v'SC_{G}(S) .

(3) (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) をessential とし, x_{T}\in N_{T}\backslash M_{T} をこれまでと同様にとる.  w(N_{S}\cap N_{T})\in

 N_{S}/(N_{S}\cap N_{T}) , vSC_{G}(S)\in I_{G} (S , es) に対して (kS, kS)‐両側加群 wk[Sx_{P}vS] は ik\mathrm{G}i の
直和因子に同型であり,その重複度は p を法として1に合同である.

N_{S}=\displaystyle \bigcup_{ $\alpha$}w_{ $\alpha$}(N_{T}\cap N_{S}) とすると

w_{ $\alpha$}k[Sx_{T}vS]\simeq w_{ $\beta$}k[Sx_{T}v'S]\Leftrightarrow $\alpha$= $\beta$, vSC_{G}(S)=v'SC_{G}(S) .

8をessential subpair (T, e_{T})\leq (S, e_{S}) の共役類の完全代表系とする. (T, e_{T}) \in\'{a} に対し
て, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{T} を剰余類 w(N_{T}\cap N_{S})(w \in N_{S}) の完全代表系とする.このとき,集合 \{^{X}(T, e_{T}) |

(T, e_{T})\in \mathscr{E}, x\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{R}'\} はessential subpairs の全体のなす集合である.よって
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定理5.6 B のsource 多元環 ik\mathrm{G}i は (kS, kS)‐加群として

ikGi\displaystyle \simeq\bigoplus_{gSC_{G}(S)\in N_{S}/SC_{G}(S)}k[gS]

\displaystyle \oplus(\oplus\bigoplus_{\mathscr{V}_{T}}\oplus m_{R}^{ $\alpha,\ \beta$,v}k[Sw_{ $\beta$}w_{ $\alpha$}x_{R}vw_{ $\beta$}^{-1}S])
\oplus Z

と直和分解される.上の直和分解において, k[gS], k[Sw_{ $\beta$}w_{ $\alpha$}x_{R}vw_{ $\beta$}^{-1}S] は互いに同型でな

い.また, k[Sw_{ $\beta$}w_{ $\alpha$}x_{R}vw_{ $\beta$}^{-1}S] の重複度を m_{R}^{ $\alpha,\ \beta$,v} とした. m_{R}^{ $\alpha,\ \beta$,v}\equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) である.

Z の直和因子はその引き起こすtransfer 写像は 0 写像である.

5;3 \mathrm{T}\mathrm{r}_{s}^{B} : H^{*}(S, k)\rightarrow H^{\cdot}(G, B;S_{r}) の構成

定理5.6により ik\mathrm{G}i が導く H^{*}(S, k) のtransfer 写像は  $\zeta$ \in H^{*}(S, k) を

 t: $\zeta$\displaystyle \mapsto\sum_{(T,e_{T})\in}\ovalbox{\tt\small REJECT} w_{ $\alpha$},w_{ $\beta$}\in vSC_{G}(S)\in(N_{S}\cap N_{T})/SC_{G}(S)\bigoplus_{$\varphi$_{T}}\oplus w_{ $\beta$}w $\alpha$ \mathrm{t}\mathrm{r}^{s}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{$\tau$^{x_{T}vw_{ $\beta$}^{-1}}} $\zeta$
と写像する.この写像の像が  B のコホモロジー環 H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$}) と一致することを確かめ

たい.

そのためには,まずは,上の記述は念頭におきつつも,写像 \mathrm{T}\mathrm{r}_{S}^{B}:H^{*}(S, k)\rightarrow  H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$})
を構成していく.まず,  $\zeta$ \in H^{*}(S, k) が H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$}) に属するためには

(1)  $\zeta$\in H^{*}(S, k)^{N_{S}}
(2) 任意の essential subpair (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) について \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T} $\zeta$ \in H^{*}(T, k)^{N_{T}}

であることが必要十分であることに注意する (定理4.1) .

(S, e_{S}) はSylow B ‐subpairであるから, I_{G}(S, e_{S}) は p'‐群である.よって, H^{*}(S, k)^{N_{S}}\mathrm{I}ま
次のように得られる.

H^{*}(S, k)^{N_{S}}={\rm Im}[H^{*}(S, k)\displaystyle \rightarrow H^{*}(S, k); $\zeta$\mapsto\sum_{gSC_{G}(S)\in I_{G}(s_{es})},g $\zeta$].
そこで

定義5.2写像  $\Delta$ :  H^{*}(S, k)\rightarrow H^{*}(S, k) を  $\Delta$ :  $\zeta$\displaystyle \mapsto\sum_{gSC_{G}(S)\in I_{G}(s_{es})},g $\zeta$ により定義する.

essential subpair についての安定条件を満たす元については次の通りである.essential subpair
のnormalizer の構造 (命題5. 1) により次が成り立つ.以下,記号は命題5. 1のものである.

補題5.  7 (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) をessential subpair とする.
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(1) H^{*}(S, k)^{N_{S}\cap N_{T}}={\rm Im}[H^{*}(S, k)\displaystyle \rightarrow H^{*}(S, k); $\zeta$\mapsto\sum_{gSC_{G}(S)\in(N_{S}\cap N_{T})/SC_{G}(S)}g $\zeta$].
(2)  $\zeta$\in H^{*}(S, k)^{N_{S}\cap N_{T}} ならば \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{R} $\zeta$\in H^{*}(R, k)^{M_{R}}.
(3)  $\zeta$\in H^{*}(S, k)^{N_{S}\cap N_{T}} について

\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T} $\zeta$\in H^{*}(T, k)^{N_{T}}\Leftrightarrow x$\tau$_{ $\Gamma$ \mathrm{e}\mathrm{s}_{T} $\zeta$}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T} $\zeta$.

次の写像が決め手のパーツである.

定義5.3 (T, e_{T})\leq(S, e_{S}) をessential とする.写像  $\Gamma \tau$ :  H^{*}(S, k)\rightarrow  H^{*}(S, k) を

 $\Gamma$_{T}: $\zeta$\mapsto $\zeta$+\mathrm{t}\mathrm{r}^{S}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T^{x_{T}}} $\zeta$

により定義する.

次の命題が鍵となる事実である.証明には補題  5.7(3) の条件を用いる.

命題5.8 (T, e_{T}) \leq (S, e_{S}) がessential ならば \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T}$\Gamma$_{T}(H^{*}(S, k)^{N_{S}\cap N_{T}}) \leq H^{*}(T, k)^{N_{T}} . 特に,

\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T}{\rm Im}$\Gamma$_{T}\circ $\Delta$\leq H^{*}(T, k)^{N_{T}}.

命題5.9 T, U<S を (p, p) 型で T\neq U とする. (T, e_{T}) , (U, e_{U})\leq(S, e_{S}) がともにessential

ならば

$\Gamma$_{U}\circ$\Gamma$_{T}=$\Gamma$_{T}\circ$\Gamma$_{U} :  $\zeta$\mapsto $\zeta$+\mathrm{t}\mathrm{r}^{S}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{T^{x\mathrm{r}}} $\zeta$+\mathrm{t}i^{S}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{U^{x_{U}}} $\zeta$.

定義5 \cdot 4 (T] , e\mathrm{i}) , .. . , (T_{i}, ei)\leq(S, e_{S}) をessential subpairs の全部とする.写像  $\Gamma$_{$\tau$_{1}\circ}\cdots\circ$\Gamma$_{T_{l}}\circ $\Delta$ :
 H^{*}(S, k)\rightarrow  H^{*}(S, k) を \mathrm{T}\mathrm{r}^{B} と定義する.すなわち,  $\zeta$\in H^{*}(S, k) に対して (命題5.9により)

\displaystyle \mathrm{T}\mathrm{r}^{B}( $\zeta$)=($\Gamma$_{T_{1}}\circ\cdots\circ$\Gamma$_{T_{l}}\circ $\Delta$)( $\zeta$)= $\Delta$( $\zeta$)+\sum_{j=1}^{l}\mathrm{t}\mathrm{r}^{S}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{$\tau$_{J}^{x_{T_{j}}}} $\Delta$( $\zeta$) .

命題5.8, 5.9により

命題5.10 {\rm Im} \mathrm{T}\mathrm{r}^{B}\leq H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$}) .

次の図式は可換であることがわかる.

H^{*}(G, B;\searrow S_{ $\gamma$})\rightarrow H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$})|I_{G}(S,es)|\nearrow^{\mathrm{T}\mathrm{r}^{B}}
H^{*}(S, k)

ゆえに,次の結論を得る.

定理5.11 {\rm Im} \mathrm{T}\mathrm{r}^{B}=H^{*}(G, B;S_{V}) .

定理5.12 B のsource 多元環 ikGi が引き起こす写像 t : H^{*}(S, k) \rightarrow  H^{*}(S, k) は \mathrm{T}\mathrm{r}^{B} :

H^{*}(S, k)\rightarrow H^{*}(S, k) と一致し,従って, {\rm Im} t=H^{*}(G, B;S_{ $\gamma$}) が成り立つ.
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