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Abstract

We proposed a simple mathematical model that exhibits various non‐trivial patterns, inspired by
friendship formation in human society. We developed this model just for curiosity and do not have
any background of the study. However, we believe that this model could help understand the essential
mechanism for the emergence of dynamical order in various systems, as well as be used in the design
of artificial systems such as swarm robotic systems.

1 はじめに

本研究では,遊び心で作った秩序形成の数理モデルを紹介する.このモデルは,人間社会における交友関
係の形成崩壊過程に着想を得て作られた.ただの思いつきで作ったモデルなので,研究背景も何もないの

だが,理屈を抜きにして面白い (と筆者らは思う) ので紹介する.

2 モデルおよびシミュレーション結果
実空間内の二次元平面上に N 個の素子が存在している.各素子は,人間社会における一個人だと思えば

良い. i 番目の素子の位置 \mathrm{r}_{*}. の時間発展を以下のように記述する :

\displaystyle \dot{\mathrm{r}}_{i}=\sum_{j\neq i}(k_{:\mathrm{j}}R_{i\mathrm{j}}^{-1}-R_{ij}^{-2})\mathrm{e}_{\mathrm{t}j} (1)
ただし,Rj は i と j の距離, \mathrm{e}匂は i から j の方向への単位ベクトルである.砺は i が j をどれだけ気に
入っているかを示すパラメータであり,右辺第一項は,砺が正の時は j 番目の素子に向かう効果,負の時
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図1: Simulation resuflt when  N=5 . The parameter region where each pattern is observed is indicated

by colour bars. Numbers denote the critical values of k_{m} for the transition between different patterns.

This system is multi‐stable in parameter regions where several colour bars are overlapped. For example,

when -0.512<k_{m}<-0.500 , patterns  $\alpha$,  $\delta$,  $\epsilon$ , and  $\zeta$ are multi‐stable.

は  j 番目の素子から遠ざかる効果を表す.右辺第二項は排除体積効果を表し,これは他人が自分に接近し過

ぎると居心地が悪いと感じる心理に由来している.

上記モデルにおいて,砺の値を変えてシミュレーションしてみたところ,多種多様なパターンが自己組
織的に発現した.動画は http: //\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w} .riec tohoku ac.jp /\sim \mathrm{t}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}/movie. \mathrm{m}\mathrm{p}4 にアップロードしている.是
非ご覧いただきたい (pdf ファイルから上記リンクをコピペしてもダメなようである.上記 URL はご自身
で入力いただきたい).

本モデルで重要な点は,一般に相互作用が非対称 (k_{ij}\neq k_{ji}) である点である.この非対称性が,多様な

パターンの発現の鍵となっていると予想される.

3 少数素子の場合におけるシミュレーション結果および理論解析

わずか一本の単純な式から多種多様なパターンが発現するのは,きわめて非自明で興味深い.そこで,こ

れらのパターンの発現メカニズムを探るため,少数素子 (N=5) の場合についてシミュレーションと理論

解析を行った.砺の値は以下のように設定した.

k_{ij}= \left\{\begin{array}{ll}
k_{p}+k_{m} & (i=1,2\leq j\leq 5)\\
k_{p}-k_{m} & (2\leq i\leq 5,j=1)\\
k_{a} & (2\leq i\leq 5,2\leq j\leq 5)
\end{array}\right.
煽が相互作用の非対称度合いを表していることに注意されたい.粒子の初期位置は乱数で決定し, k_{a}=0.7,

k_{p}=0.9 とし,煽の値を変えてシミュレーションを行った.

3.1 シミュレション結果

シミュレーション結果を Fig. 1, 2に示す.相互作用の非対称性を示すパラメータ k_{m} の値によって,10
通りのパターン (パターン  $\alpha$- $\kappa$ ) が発現していることがわかる.各パターンが発現するパラメータ領域は同

図に示した通りであり,どのパターンが発現するかは素子の初期配置にも依存する.なお,同図において,

1番目の素子は白,2−5番目の素子は黒で表示している (以下それぞれ白素子,黒素子と呼ぶことにする).

以下,各パターンについて簡単に説明する :
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図2: Snapshots for each pattem. The motion of particles is indicated by arrows. Particles surrounded by
a dotted circle move without changing their relative position. Numbers at the bottom of the snapshots

denote the time step. The length of the bars at the bottom of the snapshots denotes the scale size, which

corresponds to a non‐dimensional length of 10.
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 $\alpha$ 1個の黒素子が白素子を追いかけ,残り3個の黒素子と分離する.

 $\beta$ 1個の白素子が黒素子を追いかけ,残り3個の黒素子と分離する.

 $\gamma$ 4個の黒素子がクラスタを形成し,白素子は同クラスタから遠ざかる.

 $\delta$ 4個の黒素子が白素子を追いかける.黒素子がなす四角形の対角線上に白素子が位置する.

 $\epsilon$ 4個の黒素子が白素子を追いかける.黒素子は台形をなし,台形を2等分する直線上に白素子が位

置する.

 $\zeta$ 黒素子が正方形をなし,その中心に白素子が位置する.

 $\eta$ 黒素子が長方形をなし,その中心に白素子が位置する.

 $\theta$ 黒素子が台形をなしてその内部に白素子が位置し,素子間の相対位置を変えずに並進する.

 $\iota$ 黒素子がなす台形の内部を白素子が周期的に往復する.

 $\kappa$ 黒素子がなす四角形の内部を白素子が往復するが,黒素子は徐々に白素子から遠ざかる.

3.2 理論解析
本モデルの背後に潜む力学構造を明らかにするため,各パターンについて解析を行い,その発現メカニズ

ムについて考察した.ここではパターン  $\zeta$,  $\eta$,  $\theta$,  $\iota$ 間の遷移に焦点を絞って説明する.

素子が Fig. 3に示す配置にある状態を考える.  x-y 軸および d_{\mathrm{i}}, d_{2}, d_{3}, d_{4},  $\phi$,  $\psi$ は同図のように定義す
る.さらに,  d_{xp} \equiv  d\mathrm{i} +d_{2}, d_{xm} \equiv  d\mathrm{i} -d_{2}, d_{9\mathrm{P}} \equiv d_{3}+d_{4}, d_{ym} \equiv d_{3} -d_{4} を定義し,それらの時間発展式
を求めると以下のようになる :

d_{xp}=d_{1}+\mathrm{d}_{2} = \dot{x}_{2}-\dot{x}_{5} , (2)

\dot{d}_{xm}=\dot{d}_{1}-\dot{d}_{2} = \dot{x}_{2}-2\dot{x}_{1} 十虚5, (3)

\dot{d}_{yp}=\dot{d}_{3}+\dot{d}_{4} = \dot{y}_{2}+\dot{y}_{5} , (4)

\dot{d}_{ym}=\dot{d}_{3}-\dot{d}_{4} = \dot{y}_{2}-\dot{y}_{5} . (5)

\displaystyle \dot{x}_{1} = \sum_{j\neq 1}f(k_{\mathrm{p}}+k_{m}, R_{1j})\cos \mathrm{e}_{1j} , (6)

\displaystyle \dot{y}_{1} = \sum_{j\neq 1}(k_{p}+k_{m}, R_{1j})\sin \mathrm{e}_{1j} , (7)

\displaystyle \dot{x}_{i} = f(k_{p}-k_{m}, R_{i1})\propto s($\Theta$_{i1})+\sum_{j\neq 1,j\neq i}f(k_{a}, R_{\dot{r}j})\cos \mathrm{e}_{lj}, (i\neq 1) (8)

\displaystyle \dot{y}_{i} = f(k_{\mathrm{p}}-k_{m}, R_{\dot{r}1})\sin($\theta$_{\dot{*}1})+\sum_{j\neq 1,j\neq i}f(k_{a}, R_{i\mathrm{j}})\sin \mathrm{e}_{ij}. (i\neq \mathrm{i}) (9)

ただし, f(k, X)=kX^{-1}-X^{-2}, $\Theta$_{ij} は \mathrm{e}_{ij} の偏角である.Fig. 3より, R_{\dot{r}j}, $\Theta$_{ij} はすべて d_{xp}, d_{xm},

d_{y\mathrm{p}}, d_{9^{m}} の4変数を用いて表すことができるため,(6)-(9) 式を (2)-(5) 式に代入することで,4変数の閉
じた微分方程式系を得る.そこで,得られた微分方程式において \dot{d}_{xp}=\mathrm{d}_{xm}=\dot{d}_{y\mathrm{p}}=\dot{d}_{ym}=0 とした定常

解を数値的に求め,ヤコピ行列の固有値を求めることで,その解の安定性を求めることができる.

Fig. 4, 5に, k_{m} を変えた時の  $\phi$,  $\psi$ の値を示している.  k_{m} の値が増加するにつれ,まずパターン  $\zeta$

( $\phi$= $\pi$/2,  $\psi$= $\pi$/4) が不安定化し,ピッチフオーク分岐によってパターン  $\eta$ ( $\phi$= $\pi$/2,  $\psi$\neq $\pi$/4) へと

遷移する.さらに妬が増加すると,パターン  $\eta$ が不安定化し,ピッチフォーク分岐によってパターン  $\theta$

( $\phi$\neq $\pi$/2,  $\psi$\neq $\pi$/4) へと遷移する.そして,さらに妬が増加するとパターン  $\theta$ の解も不安定化する.
上記線形安定性解析では,パターン  $\theta$ の解が不安定化した後,どのような振る舞いに収束するかを理解す

ることはできない.そこで,ベクトル場を図示し,非線形領域における挙動の理解を試みる.具体的には,
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図3: Configuration of particles considered. The definitions of particle numbers,  x-y coordinate, d_{1}, d_{2},

d_{3}, d_{4},  $\phi$ , and  $\psi$ are shown.

図4: Bifurcation structure for the transition between patterns  $\zeta$ and  $\eta$ . Horizontal and vertical axes

denote  k_{m}. and  $\psi$ . Solid and dashed hnes denote stable and unstable solutions. Cross symbols denote the
simulation results obtained from different imitial conditions.

図5: Bifurcation structure for the transition between patterns  $\eta$ and  $\theta$ . Horizontal and vertical axes

denote  k_{m} and  $\phi$ . Sohd and dashed lines denote stable and unstable solutions. Cross symbols denote the
simulation results obtained from different initial conditions.

77



(a)  k_{m}=0.9

(b) k_{m} = 1.1

(C) k_{m} = 1.4

図6: Time evolution of d_{xp}, d_{xm}, d_{yp} , and d_{ym} for pattem  $\iota$ : (a)  k_{m} = 0.9 , (b) k_{m} = 1.1 , and (c)
k_{m}=1.4.
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図7: Vector fields of Eqs. (10)-(16) : (a) k_{m}=0.85 , (b) k_{m}=0.88 , (c) k_{m}=0.91 , and (d) k_{m}=0.94.

Black solid curves denote null clines. Stable and unstable solutions are denoted by open and filled circles.

Red curves denote the trajectory obtained from Eqs. (10)-(16) with the initial condition d_{xm}=1.0 and

d_{ym}=0.2.

4変数の微分方程式を2変数に縮約してベクトル場を可視化することで, k_{m} が増加するとリミットサイク

ルに収束する (パターン  $\iota$ ) ことを示す.

パターン  $\iota$ では,黒素子がなす台形の内部を白素子が周期的に往復する状態に落ち着くため,落ち着い

た後の挙動は (2)-(9) 式に示す4変数の微分方程式により記述可能である.Fig. 6は,パターン  $\iota$ における
 d_{xp}, d_{xm}, d_{y\mathrm{p}}, d_{ym} の値の時間発展をシミュレーションにより求めたものである.同図から, d_{xp}, d_{yp} の振

幅は d_{xm} と d_{ym} のそれよりも遥かに小さいことがわかる.このことは, d_{xp}, d_{xm}, d_{yp}, d_{ym} の4次元で構

成される相空間のうち, d_{xm}-d_{ym} 平面に平行な平面内でほぼ状態が遷移していることを示している.

そこで,(2)-(9) 式を2変数に縮約する.具体的には, d_{xp}, d_{yp} の時間平均値 \overline{d}_{xp}, \overline{d}_{yp} をシミュレーショ
ンにより求め, d_{xp}, d_{yp} を \overline{d}_{xp}, \overline{d}_{y\mathrm{p}} に置き換えて (6)-(9) 式に代入,さらにその結果を (3), (5) 式に代入
することで,次式を得る :

\displaystyle \dot{d}_{xm} = -f(k_{p}-k_{m}, R_{12})\frac{\overline{d}_{xp}+d_{xm}}{2R_{12}}+f(k_{\mathrm{p}}-k_{m}, R_{15})\frac{\overline{d}_{xp}-d_{xm}}{2R_{15}}
-4f(k_{p}+k_{m}, R_{12})\displaystyle \frac{\overline{d}_{x\mathrm{p}}+d_{xm}}{2R_{12}}+4f(k_{p}+k_{m}, R_{15})\frac{\overline{d}_{xp}-d_{xm}}{2R_{15}} (10)

\dot{d}_{ym} = -f(k_{\mathrm{p}}-k_{m}, R_{\mathrm{i}2})\displaystyle \frac{\overline{d}_{?\mathrm{P}}+d_{ym}}{2R_{12}}+f (k_{p} 一偏 R_{\mathrm{i}5} ) \displaystyle \frac{\overline{d}_{y\mathrm{p}}-d_{ym}}{2R_{15}}
-2f ( k_{a} , R25) \displaystyle \frac{d_{ym}}{R_{25}}-f(k_{a}, R_{23})+f ( k_{a} , R45) (11)
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図8: Snapshots when k_{m} = 1.70 . Symmetry of configuration ae shown in Fig. 3 is broken and white
particle chases one of the four black particles. Numbers denote time step. The length of bars at the

bottom of snapshots denotes the scale size, which corresponds to non‐dimensional length of 10.

R_{12} = \displaystyle \frac{1}{2}\sqrt{(\overline{d}_{xp}+d_{xm})^{2}+(\overline{d}_{yp}+d_{ym})^{2}} (12)

R_{15} = \displaystyle \frac{1}{2}\sqrt{(\overline{d}_{x\mathrm{p}}-d_{xm})^{2}+(\overline{d}_{l\mathrm{P}}-d_{l^{m}})^{2}} (13)

R_{25} = \sqrt{d_{xp}^{\overline{2}}+d_{ym}^{2}} (14)

R_{23} = \overline{d}_{yp}+d_{ym} (15)

R_{45} = \overline{d}_{y\mathrm{p}}-d_{ym} (16)

Fig. 7は,dxm4{ちm 平面に (10)-(16) 式から得られたベクトル場とヌルクラインを図示したものである.
k_{m} =0.85 の時は,2本のヌルクラインが原点のみで交わり,原点が安定点となる.これはパターン  $\eta$ が安

定であることを示している.  km=0.88 では,2本のヌルクラインが3箇所で交わり,そのうち原点以外の

2点が安定点となる.これはパターン  $\theta$ が安定であることに対応する.  k_{m} =0.91 では,再び2本のヌルク

ラインが原点のみで交わり,原点が安定点となる.すなわち,パターン  $\eta$ が安定となる.  km= 0.94 では,

原点が不安定点となり,リミットサイクルに収束する.これはパターン  $\iota$ に対応している.この様子は,パ

ターン  $\theta$- $\iota$ 間にパターン  $\eta$ が安定になる領域が存在した (km = 0.91) 点を除き,パターン  $\eta$_{- $\theta$-} $\iota$ 間の遷移を

概ね良く説明している.  km= 0.91 においてパターン  $\theta$- $\iota$ 間にパターン  $\eta$ が安定になる領域が存在したの

は,  d_{x\mathrm{p}} , dyp を \overline{d}_{x\mathrm{p}}, \overline{d}_{yp} に置き換える近似を施したために,(10)-(16) 式と (2)-(9) 式の間に相違が生じた
ものと考えられる.

(1) 式において妬の値をさらに大きく していくと,パターン  $\iota$ はkm = 1.65 で不安定化を起こす. k_{m} = 1.70

の時の振る舞いを Fig. 8に示す.シミュレーション開始後しばらくは黒素子がなす台形の内部を白素子が
振動するが,時間の経過とともに Fig. 3に示す y 軸対称な配置が崩れ,最終的に白素子は1つの黒素子だ
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けを追いかける (パ \backslash ターン  $\beta$). これは,Fig. 3における  y 軸方向への擾乱に対する安定性が失われている
ことを示唆している.

4 まとめ

筆者が遊び心で作った秩序形成の数理モデルを紹介した.本モデルが実際の交友関係の形成過程の説明

になっているの力1, またそれ以外の何らかの現象の説明になっているのかは,依然として不明瞭である.し

かしながら,これまでに提唱されてきた秩序形成のモデル [1−34] の中で最もシンプルな部類に属する本モ
デルが,多様かつ非自明なパターンが発現するのは大変興味深い.筆者らは,本モデルが非平衡系におけ
る秩序形成のメカニズムを探る上でのプラットフォームとして役立つのではないかと期待している.また,

工学分野において,群ロボットなどへの応用も期待できる.
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