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粗幾何学における距離空間の基本的性質として,漸近次元と性質 \mathrm{A} が挙げられ
る.漸近次元は,被覆次元の粗幾何学的類似としてGromov[6] によって定義され
た.一方,性質 \mathrm{A} は,粗Baum‐Connes 予想が成立するため (に Hilbert 空間へ粗
埋め込み可能であるため) の十分条件として,Yu [19] によって導入された.

漸近次元と性質 \mathrm{A} に関連する性質として,漸近的性質 \mathrm{C} や有限分解複雑性,直
線的有限分解複雑性が知られている.本稿では,これらの性質の粗空間への拡張
に関する Bell, Moran and Nagórko [1] の研究と,そこで提起された問題に対して
得られた結果 ([18]) について解説する.

1. 漸近次元,性質 \mathrm{A} , 漸近的性質 \mathrm{C} , 有限分解複雑性

距離空間 (\mathrm{X} , のの部分集合族 \mathcal{U} が R‐disjointであるとは,任意の異なる U,  U'\in

\mathcal{U} と任意の x\in U, x'\in U' に対して d(x, x') \geq R であるときをいう.点 x\in X と
S>0 に対して

B(x, S)=\{y\in X:d(x, y)<S\}

と表す.Xの部分集合族 \mathcal{U} が条件

\exists S>0\forall U\in \mathcal{U}\exists x\in X(U\subset B(x, S))

を満たすとき, \mathcal{U} は一様有界であるという.

定義1.1 ([6, 1. \mathrm{E}]) . 整数 n に対して,距離空間 (X, d) の漸近次元 (asymptotic
dimension) が n 以下である (asdim X \leq n) とは,任意の R>0 に対して,次の
(1)-(3) を満たす n+1 個の Xの部分集合族疏, \mathcal{U}_{1} , . . . , \mathcal{U}_{n} が存在するときをいう.

(1) \displaystyle \bigcup_{i=0}^{n} 傷はXの被覆である.
(2) 各必は R‐disjointである.
(3) 各必は一様有界である.

asdim \mathrm{X}\leq n かつ asdim X\not\leq n-1 のときasdim X=n と定める.ある整数 n が
存在して asdim \mathrm{X}\leq n であるとき,Xの漸近次元は有限であるという.
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実数全体の集合を \mathbb{R} で,正の整数全体の集合を \mathbb{N} で表す.集合 Xに対して

P\displaystyle \mathrm{i}(X)=\{f:X\rightarrow \mathbb{R}:\sum_{x\in X}|f(x)| <\infty\} と表す.ただし,

\displaystyle \sum_{x\in X}|f(x)|=\sup\{\sum_{i=1}^{n}|f(x_{i})| : x_{1}, . . . , x_{n}\in X, n\in \mathbb{N}\}
である.各 f\in\ell_{1}(\mathrm{X}) に対して,

\displaystyle \Vert f\Vert_{1}=\sum_{x\in X}|f(x)|, supp f =\{x\in X:f(x)\neq 0\}

と表す.

定義1.2 ([19], cf. [10]). 距離空間 (X, d) が性質 \mathrm{A} (property A) を満たすとは,任
意の  $\varepsilon$>0 と R>0 に対して,次の (1)-(3) を満たす写像 a : X\rightarrow\ell_{1}(X);x\mapsto a_{x}
が存在するときをいう1.

(1) 任意の x\in X に対して \Vert a_{x}\Vert_{1}=1.
(2) x, y\in X, d(x,y)<R ならば \Vert a_{x}-a_{y}\Vert_{1}< $\varepsilon$.
(3) S>0 が存在して,任意の x\in X に対して supp a 欧 B(x, S) .

定理1.3 ([10, Lemma 4.3]). 漸近次元が有限な距離空間は,性質 \mathrm{A} を満たす.

漸近次元の有限性と性質 \mathrm{A} の間には,いくつかの粗幾何学的性質が知られてい
る.Dranishnikov [3] は,位相次元論における Haver の性質 \mathrm{C} の粗幾何学的類似
として漸近的性質 \mathrm{C} を定義した.

定義1.4 ([3]). 距離空間 (X, d) が漸近的性質 \mathrm{C} (asymptotic property C) を
満たすとは,任意の正の数の列 \{R_{ $\eta$}\cdot\}_{i=0}^{\infty} に対して, n\in \mathbb{N} と次の (1)-(3) を満たす
有限個の Xの部分集合族偽, \mathcal{U}_{1} , . . , \mathcal{U}_{n} が存在するときをいう.

(1) \displaystyle \bigcup_{i=0}^{n}u はXの被覆である.
(2) 各 u は鳥‐disjoint である.
(3) 各鑑は一様有界である.

明らかに,漸近次元が有限な距離空間は,漸近的性質 \mathrm{C} を満たす.

定理1.5 ([3, Theorem 7.11]). 漸近的性質 \mathrm{C} を満たす距離空間は,性質 \mathrm{A} を満
たす.

一方,Guentner, Tessera and Yu [7] は,多様体の位相的剛性定理の証明のため,
距離空間に対して有限分解複雑を導入した.

1この条件は Yu [19] による定義と異なるが,有界幾何 (bounded geometry) をもつ離散距離空
間において同値である [10, Lemma3.5].
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定義1.6 ([7]). 距離空間 (X, d) の2つの部分集合族 \mathcal{X}, \mathcal{Y} と R>0 に対して, \mathcal{Y}

が \mathcal{X} を R‐分割する (\mathcal{X}\rightarrow y)R とは,任意の A\in \mathcal{X} に対して, A=\cup(\mathcal{Y}_{1}\cup \mathcal{Y}_{2}) を
満たす R‐disjointな y_{1}, \mathcal{Y}_{2}\subset \mathcal{Y} が存在するときをいう.

距離空間 (\mathrm{X}, d) に対して, y_{0=}\{\mathrm{X}\} とおき,プレーヤー \mathrm{A}, \mathrm{B} による次の分解
ゲーム (decomposition game) を考える.

ラウンド i : プレーヤ一 \mathrm{A} は ( \mathcal{Y}_{i-1} を見て) 島 > 0 を出す.プレーヤー \mathrm{B}

は (凡を見て) y_{i-1} を瓦‐分割する Xの部分集合族鮎を出す.

\{X\}=y_{0\cdot\rightarrow^{1}\mathcal{Y}_{1}}^{R} 輿 y_{2} 隼・.. \rightarrow y_{i}R_{ $\eta$} 」R_{n+,\rightarrow^{1}}\ldots.

プレーヤー \mathrm{B} が,あるラウンド k で一様有界な \mathcal{Y}_{k} を出すことができたとき, \mathrm{B}

の勝利とする.そうでないとき) プレーヤー \mathrm{A} の勝利とする.
この分解ゲームにおいてプレーヤー \mathrm{B} に必勝法があるとき,Xは有限分解複雑

性(finite decomposition complexity, FDC) をもつという.

定理1.7 ([8, Theorems 4.1]). 漸近次元が有限な距離空間は,FDC をもつ.

定理1.8 ([8, Theorems 4.6]). FDC をもつ距離空間は,性質 \mathrm{A} を満たす.

よって,次を得る.

漸近的性質 \mathrm{C}

漸近次元有[ 質 \mathrm{A}

Dranishnikov and Zarichnyi [4] は,漸近的性質 \mathrm{C} とFDC の関係を調べるため,
FDC を一般化した直線的有限分解複雑を導入した.

定義1.9 ([4, Definition2.2]). 距離空間 (\mathrm{X}, d) が直線的有限分解複雑性 (straight
finite decomposition complexity, sFDC) をもつとは,任意の正の数の列 {瓦}
に対して, n\in \mathbb{N} と次の (1), (2) を満たす Xの部分集合族の有限列 \{\mathcal{Y}_{i}\}_{i=1}^{n} が存
在するときをいう.
(1) \mathcal{Y}_{0}=\{X\}, \mathcal{Y}_{i-1}\rightarrow^{l}\mathcal{Y}_{i}\forall iR\in\{1, 2, . .., n\}.
(2) 鑑は一様有界.

明らかに,FDC をもつ距離空間は,sFDC をもつ.

定理1.10 ([4, Proposition 3.2]). 漸近的性質 \mathrm{C} を満たす距離空間は,sFDC を
もつ.

定理1.11 ([4, Theorem 3.4], [5, Theorem 4.2]). sFDC をもつ距離空間は,性質
\mathrm{A} を満たす.

従って,次を得る.
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漸近次元有 [

漸近的性質 \mathrm{C}

\mathrm{F}\mathrm{D}\mathrm{C}\Rightarrow 性質 \mathrm{A}

図1.1

注意1.12. 「漸近次元有限 \Rightarrow 漸近的性質 \mathrm{C} 」 および「漸近次元有限 \Rightarrow \mathrm{F}\mathrm{D}\mathrm{C} 」

の逆は,一般には成り立たない.例えば,整数群 \mathbb{Z} の可算直和 \oplus_{n\in \mathrm{N}}\mathbb{Z} は左不変か
つ固有な離散距離をもつ (cf. [12, Proposition 1.2.2]). この距離に関する \oplus_{n\in \mathrm{N}}\mathbb{Z}
の漸近次元は有限でないが ([12, Example 2.6.1]), 漸近的性質 \mathrm{C} を満たし ([17,
Theorem 2.1]), FDC をもつ ([8, Theorem 5.1.2]). それ以外の矢印について,その
逆が成り立つかどうかは分かっていない.漸近的性質 \mathrm{C} とFDC が異なることを

示す例も知られていない.

2. 粗空間

Higson, Pedersen and Roe [9] は, C^{*} 環の \mathrm{K} 群の計算を統一的に行うため,距
離のもつ “遠さを測るための尺度” の一般化として,粗構造(coarse strucure) を導
入した.本稿では,Roe [13] による定義に従う.集合 Xに対して,直積集合 X\times X

における対角集合 \{(x, x):x\in X\} を \triangle x で表し, E, F\subset X\times X に対して

E^{-1}=\{(x, y):(y,x)\in E\},
Eo F=\{(x, y) : \exists z\in X((x, z)\in E \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (z, y)\in F)\}

とする.

定義2.1 ([13, Definition 2.3]). 集合 Xの直積 X \times X の部分集合族 \mathcal{E} が次の
(1) -(5) を満たすとき, \mathcal{E} をXの粗構造 (coarse structure) という.
(1) \triangle x\in \mathcal{E}.

(2) E\in \mathcal{E}, F\subset E ならば F\in \mathcal{E}.

(3) E\in \mathcal{E} ならば E^{-1}\in \mathcal{E}.

(4) E, F\in \mathcal{E} ならば E\circ F\in \mathcal{E}.

(5) E, F\in \mathcal{E} ならば E\cup F\in \mathcal{E}.

集合 Xとその粗構造 \mathcal{E} の組 (\mathrm{X}, \mathcal{E}) を粗空間 (coarse space) という.

粗構造の例としては次がある.以下,位相空間は完全正則なHausdorff空間で
あるとする.

例2.2 ([9], [13, Example 2.5]). 距離空間 (X, d) に対して, X\times X の部分集合族

\displaystyle \mathcal{E}_{d}=\{E\subset X\times X : \sup\{d(x, y) : (x, y)\in E\}<\infty\}
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はXの粗構造である. \mathcal{E}_{d} を距離 d によって定まる有界粗構造 (bounded coarse
structure) という.

例2.3 ([9], [13, Definition 2.28]). 局所コンパクト空間 X とそのコンパクト化
 $\gamma$ X に対して, X\times X の部分集合族

\mathcal{E}_{ $\gamma$ X}=\{E\subset X\times X:\mathrm{C}1_{ $\gamma$ X\times $\gamma$ X}(E)\backslash X\times X\subset\triangle_{ $\gamma$ X}\}

はXの粗構造である.ここで, \mathrm{C}1_{ $\gamma$ X\times $\gamma$ X}(\mathrm{E}) は積空間  $\gamma$ X\times $\gamma$ X における E の閉
包を表す. \mathcal{E}_{ $\gamma$ X} をコンパクト化  $\gamma$ X によって定まる位相的粗構造 (topological
coarse structure) または連続制御粗構造 (continuously controlled coarse
structure) という.

例2.4 ([16], [13, Example 2.6]). 局所コンパクトな距離空間 (X, d) に対して,次
の条件を満たす E\subset X\times X 全体の集合を \mathcal{E}_{d}^{0} で表す.

任意の  $\varepsilon$>0 に対してコンパクト集合 K\subset X が存在して,
任意の (x, y)\in E\backslash (K\times K) に対して d(x, y)< $\varepsilon$.

このとき, \mathcal{E}_{d}^{0} はXの粗構造である ([11, Proposition 2.1]). \mathcal{E}_{d}^{0} を距離 d によって
定まる c_{0} 粗構造 ( C_{0} coarse structure) という.

例2.5 (cf. [13, Example 2.7]). 位相空間 Xに対して,

\mathcal{E}_{D}= {E\subset X\times X : E\backslash \triangle x は X \times X で相対コンパク ト }

はXの粗構造である. \mathcal{E}_{D} を離散粗構造 (discrete coarse structure) という.

E\subset X\times X と A\subset X と x\in X に対して

E[A]=\{y\in X:\exists a\in A((y, a)\in E E[x]=E[\{x\}]

とする.

例2.6 ([13, Example 2.8]). Xを位相空間とする. E\subset X\times X が固有 (proper)
であるとは,任意のコンパクト集合 K\subset X に対して, E[K] と E^{-1}[K] が相対コ
ンパクトであるときをいう.

\mathcal{E}_{1}= {E\subset X\times X:E は固有}

はXの粗構造である. \mathcal{E}_{I} を密着粗構造 (indiscrete coarse structure) という.

3. 粗空間における漸近次元の周辺

距離空間の粗幾何学的性質は,粗空間へ自然に拡張できる.Bell, Moran and
Nagórko [1] は,漸近次元,性質 \mathrm{A} , 漸近的性質 \mathrm{C} , FDC, sFDC の粗空間への拡張
を,それぞれ粗漸近次元,粗性質 \mathrm{A} , 粗性質 \mathrm{C} , 有限粗分解複雑性,直線的有限粗
分解複雑性と呼び,その関係を論じた.
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(X, \mathcal{E}) を粗空間とする. E\in \mathcal{E} に対して Xの部分集合族 \mathcal{U} が E‐disjointであ
るとは,任意の異なる U, U'\in \mathcal{U} に対して (U\times U')\cap E=\emptyset , すなわち,任意の
 x \in  U と x' \in  U' に対して (x, x') \not\in E であるときをいう.Xの部分集合族 \mathcal{U} が

\displaystyle \bigcup_{U\in \mathcal{U}}U\times U\in \mathcal{E} を満たすとき,一様有界 (uniformly bounded) であるという.
\mathcal{U} が一様有界であることは,条件

\exists S\in \mathcal{E}\forall U\in \mathcal{U} ヨx\in X(U\subset S[x])

と同値である.

定義 3.1 ([13, Definition 9.4], cf. [1, Definition 3.1]). 整数 n に対して,粗
空間 (X, \mathcal{E}) の粗漸近次元 (coarse asymptotic dimension) が n 以下である
(asdim c(X, \mathcal{E})\leq n) とは,任意の E\in \mathcal{E} に対して,次の (1)-(3) を満たす n+1 個
のXの部分集合族偽, \mathcal{U}_{1} , . . . , \mathcal{U}_{n} が存在するときをいう.

(1) \displaystyle \bigcup_{i=0}^{n}u はXの被覆である.
(2) 各 u は E‐disjointである.
(3) 各 u は一様有界である.

ある整数 n が存在して asdim c^{X\leq n} であるとき,Xの粗漸近次元は有限である
という.

注意 3.2. 距離空間 (X, d) とその有界粗構造 \mathcal{E}_{d} に対して,asdimX \leq  n と
asdim c(X, \mathcal{E}_{d})\leq n は同値である.

注意3.3. 位相空間 Xの離散粗構造 \mathcal{E}_{D} に対して,asdim c(X, \mathcal{E}_{D})\leq 0 である.実
際 任意に E\in \mathcal{E}_{D} をとると,コンパクト部分集合 K\subset X で E\backslash \triangle \mathrm{x}\subset K\times K を
満たすものがとれる.このとき \mathcal{U}_{0}=\{K\}\cup\{\{x\}:x\in X\backslash K\} とすれば,偽はX
を被覆し, E‐disjointで一様有界である.

注意3.4. 任意の有界閉集合がコンパクトである距離空間を,固有 (proper)な距
離空間という.固有な距離空間 Xの密着粗構造 \mathcal{E}_{I} に対して,asdimc (X, \mathcal{E}_{I})\leq 1
である ([13, Examples 2.30 and 9 \cdot 7]).

定義3 \cdot 5 ([1, Definition 3 \cdot 5], cf. [13, Definition 11.35]). 粗空間 (X, \mathcal{E}) が粗性質
\mathrm{A} (coarse property A) を満たすとは,任意の  $\varepsilon$>0 と E\in \mathcal{E} に対して,次の
(1) -(3) を満たす写像 a:X\rightarrow\ell_{1}(X);x\mapsto a_{x} が存在するときをいう.

(1) 任意の x\in X に対して \Vert a_{x}\Vert_{1}=1.
(2) x, y\in X, (x,y)\in E ならば \Vert a_{x}-a_{y}\Vert_{1}< $\varepsilon$.
(3) S\in \mathcal{E} が存在して,任意の x\in X に対して \mathrm{s}\mathrm{u}_{\mathrm{p}\mathrm{p}}a_{x}\subset S 国.

注意3.6. 性質 \mathrm{A} は様々な特徴付けが知られており ([15] 参照), 粗性質 \mathrm{A} の特徴
付けついては[14] で示されている.
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定義3 \cdot 7 ([1, Definition 3.2]). 粗空間 (X, \mathcal{E} ) が粗性質 \mathrm{C} (coarse property C)
を満たすとは,任意の \mathcal{E} の要素の列 \{L_{i}\}_{i=0}^{\infty} に対して, n\in \mathrm{N} と次の (1)-(3) を満
たす有限個の Xの部分集合族偽, \mathcal{U}_{1} , . . . , \mathcal{U}_{n} が存在するときをいう.

(1) \displaystyle \bigcup_{i=0}^{n} 砧はXの被覆である.
(2) 各傷は L_{i}‐disjointである.
(3) 各必は一様有界である.

定義3.8 ([1, Definition 4.1]). 粗空間 (X, \mathcal{E}) の2つの部分集合族 \mathcal{X}, \mathcal{Y} と L\in \mathcal{E}

に対して, \mathcal{Y} が \mathcal{X} を L‐分割する (\mathcal{X} \rightarrow L \mathcal{Y}) とは,任意の A \in \mathcal{X} に対して, A=

\cup(\mathcal{Y}_{1}\cup \mathcal{Y}_{2}) を満たす L‐disjointな y_{1}, \mathcal{Y}_{2}\subset \mathcal{Y} が存在するときをいう.
粗空間 (\mathrm{X}, \mathcal{E}) に対して, \mathcal{Y}_{0} = \{\mathrm{X}\} とおき,プレーヤー \mathrm{A}, \mathrm{B} による次の分解

ゲーム (decomposition game) を考える.

ラウンド i : プレーヤー \mathrm{A} は( \mathcal{Y}_{i-1} を見て) L_{i}\in \mathcal{E} を出す.プレーヤー \mathrm{B} は
(為を見て) \mathcal{Y}_{i-1} を L_{i}‐分割する Xの部分集合族蕩を出す.

プレーヤー \mathrm{B} が,あるラウンド k で一様有界な \mathcal{Y}_{k} を出すことができたとき, \mathrm{B}

の勝利とする.そうでないとき,プレーヤー \mathrm{A} の勝利とする.
この分解ゲームにおいてプレーヤー \mathrm{B} に必勝法があるとき,Xは有限粗分解複

雑性 (finite coarse decomposition complexity, FCDC) をもつという.

定義3.9 ([1, Definition4.2]). 粗空間 (X, \mathcal{E} ) が直線的有限粗分解複雑性 (straight
finite coarse decomposition complexity, sFCDC) をもつとは,任意の \mathcal{E} の
要素の列 \{L_{i}\} に対して, n\in \mathbb{N} と次の (1), (2) を満たす Xの部分集合族の有限列
\{\mathcal{Y}_{i}\}_{i=1}^{n} が存在するときをいう.

(1) y_{0}=\{X\}, y_{i-1}\rightarrow^{l}\mathcal{Y}_{i}\forall iL\in\{\mathrm{i}, 2, . . . , n\}.
(2) y_{n} は一様有界.

注意3.10. 距離空間 (\mathrm{X}, d) と距離 d によって定まる有界粗構造 \mathcal{E}_{d} に対して, (X, d)
が性質 \mathrm{A} を満たすことと(X, \mathcal{E}_{d} ) が粗性質 \mathrm{A} を満たすこと,(X, d) が漸近的性質

\mathrm{C} を満たすことと(X, \mathcal{E}_{d} ) が粗性質 \mathrm{C} を満たすこと,(X, d) がFDC をもつことと
(X, \mathcal{E}_{d}) がFCDC をもつこと, (X, d) が sFDC をもつことと (X, \mathcal{E}_{d}) がsFCDC を
もつことは,それぞれ同値である.

粗漸近次元有限な任意の粗空間が粗性質 \mathrm{C} を満たし,FCDCをもつ任意の粗空
間が sFCDC をもつことは,定義から直ちに従う.Bell, Moran and Nagórko [1]
は,次を証明した.

定理3.11 ([1, Proposition 4.5]). 粗性質 \mathrm{C} を満たす任意の粗空間は,sFCDC を
もつ.

定理3.12 ([1, Theorem 3.10]). 粗性質 \mathrm{C} を満たす任意の粗空間は,粗性質 \mathrm{A} を
満たす.
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図1.1との比較により,Bell, Moran and Nagórko [1] は次の問題を提起した.

問題3.13 ([1, Question 4.22 sFCDC をもつ粗空間は粗性質 \mathrm{A} を満たすか.

問題3.14 ([1, Question 4.23 粗漸近次元有限な粗空間は FCDC をもつか.

4. 主結果

本稿の主結果は \ovalbox{\tt\small REJECT} 問題3.13に対して肯定的な解答を得たことである.

定理4.1 ([18]) sFCDC をもつ粗空間は,粗性質 \mathrm{A} を満たす.

注意4.2. Dranishnikov and Zarichnyi [4], [5] は,sFDC をもつ距離空間が sFDC
をもつ測地距離空間へ粗埋め込み可能であり ([4, Proposition 3.3]), sFDC をもつ
測地距離空間が性質 \mathrm{A} を満たすことを示すことで定理1.11を証明した.

以下 定理4.1の証明の概略を述べるが 今回の証明では,特別な粗空間に埋め
込むことな \langle , sFCDC をもつ粗空間から,直接,定義3.5の (1)-(3) を満たす写像
a:X\rightarrow\ell_{1}(\mathrm{X}) を構成する (従って,有界粗構造を考えることにより,定理1.11の
別証明を得る). その際に,Chabel, Choban and Nagami [2] による sieve の概念
を用いる.

以下 ,  $\omega$ は非負整数全体の集合を表す.粗空間 (X, \mathcal{E} ) と E\in \mathcal{E} に対して,

 E^{0}=\triangle x, E^{k+1}=E^{k}\circ E, k\in $\omega$

と定める.集合  A \subset  X が A\times A \subset \displaystyle \bigcup_{i\in $\omega$}E^{i} を満たすとき, A を E‐連結 (E-
connected) という.空でない S \subset  X と E = E^{-1} を満たす E \in \mathcal{E} に対して,
「 x\displaystyle \sim y\Leftrightarrow(x, y)\in\bigcup_{i\in $\omega$}E^{i} 」 によって定まる S 上の同値関係を考えることによ

り, S は E‐連結成分に分割される.任意の  i\in $\omega$ に対して,  S 上の E‐連結成分全
体からなる集合族は E^{i}‐disjointである.

定理4.1の証明の概略.(X, \mathcal{E} ) を sFCDC をもつ粗空間とする. (\mathrm{X}, \mathcal{E}) が性質 \mathrm{A}

を満たすことを示すため,任意に  $\varepsilon$ > 0 と E \in \mathcal{E} をとる.必要に応じて E を
\triangle_{X} \cup  E \cup  E^{-1} と入れ替えることにより . \triangle_{X} \subset  E = E^{-1} であるとしてよい.
1/N <  $\varepsilon$ を満たす  N \in \mathbb{N} をとり,各 i \in  $\omega$ に対して  L_{i} = E^{2^{ $\iota$+4}N} とし, \mathcal{Y}0 = \{\mathrm{X}\}
とおく . このとき, i \in \mathrm{N} に対して L_{i-1} \subset  L_{i} である. (\mathrm{X}, \mathcal{E}) はsFCDC をもつ
ので, n \in \mathbb{N} と X の部分集合族 \mathcal{Y}_{1}, \mathcal{Y}_{2} , . . . , y_{n} を,各 i \in \{1, 2, . . . , n\} に対して

\mathcal{Y}_{i-1} \rightarrow^{i}L^{2} 跳であり,かつ鑑が一様有界であるようにとれる.
\mathcal{F}_{0} = \{F_{ $\alpha$} :  $\alpha$ \in A_{0}\} を E-連結成分全体のなす集合族とし,  $\alpha$ \neq  $\beta$ ならば

凡 \neq  F_{ $\beta$} であるように添え字付けられているとする.

事実4.2.1. 各 i\in\{1, 2, . . . , n\} に対して,Xの部分集合族 \mathcal{F}_{i}=\{F_{ $\beta$}: $\beta$\in A_{i}\} と
$\pi$_{i}:A_{i}\rightarrow A_{i-1} が存在して, \mathcal{F}_{i}\prec 慨かつ任意の  $\alpha$\in A_{i-1} に対して次の (\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v}) を
満たす.
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(i) 任意の  $\beta$\in$\pi$_{i}^{-1}( $\alpha$) に対して  F_{ $\beta$}\neq\emptyset かつ  F_{ $\beta$} は E‐連結.
(ii) 任意の  $\beta$,  $\gamma$\in$\pi$_{i}^{-1}( $\alpha$) に対して,  $\beta$\neq $\gamma$ ならば  F_{ $\beta$}\neq F_{ $\gamma$}.

(iii) F_{ $\alpha$}=\displaystyle \bigcup_{ $\beta$\in$\pi$_{l}^{-1}( $\alpha$)}F_{ $\beta$}.
(iv) A_{ $\alpha$}^{0}, A_{ $\alpha$}^{1}\subset A_{i} が存在して, $\pi$_{i}^{-1}( $\alpha$)=A_{ $\alpha$}^{0}\cup A_{ $\alpha$}^{1} かつ各 l\in\{0 , 1 \} に対し \{F_{ $\beta$} :

 $\beta$\in A_{ $\alpha$}^{l}\} は L_{i}^{2}‐disjoint.

注意.上の条件 (iii) を満足する列 \{(\mathcal{F}_{i}, A_{i}, $\pi$_{i})\}_{i\in \mathrm{N}} をXのsieve という [2].

j\leq i を満たす i,j\in\{0, 1, . . ., n\} に対し,写像 $\pi$_{j}^{i} : A_{i}\rightarrow A_{j} を

$\pi$_{j}^{i}= \left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{i}\mathrm{d}_{A_{i}} & \mathrm{i}\mathrm{f} j=i,\\
$\pi$_{j+1}\circ$\pi$_{j+2}0\cdots 0$\pi$_{i-1}\circ$\pi$_{i} & \mathrm{i}\mathrm{f} j<i
\end{array}\right.
で定める.ここで, \mathrm{i}\mathrm{d}_{A}. は A_{i} 上の恒等写像を表す.任意の i \in \{0, 1, . . . , n\} と
 $\beta$\in A_{i} に対して

U_{ $\beta$}=\displaystyle \bigcap_{j=0}^{i}L_{j}[F_{ $\pi$};( $\beta$)].
とする.

以下,しばらくの間 i\in\{1, 2, . . . , n\} と  $\alpha$\in 4_{-1} を固定する.
関数 d_{E}:X\times X\rightarrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\} を

d_{E}(x,y)= \left\{\begin{array}{ll}
\min\{k\in $\omega$:(x, y)\in E^{k}\} & \mathrm{i}\mathrm{f} (x, y)\in\bigcup_{i\in $\omega$}E^{i},\\
+\infty & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right.
で定めると, d_{E} は( \infty を値にとりうる) Xの距離である [1, Proposition 3.6].  F_{ $\alpha$}

が E‐連結であることから, U_{ $\alpha$} も E‐連結である.従って,任意の x, y\in U_{ $\alpha$} に対し
て d_{E}(x, y)\in \mathbb{R} である.

任意の  $\beta$\in$\pi$_{i}^{-1}( $\alpha$) に対して,関数 q_{ $\beta$} : U_{ $\alpha$}\rightarrow \mathbb{R} を

q_{ $\beta$}(x)= \left\{\begin{array}{ll}
\inf\{d_{E}(x, y) :y\in U_{ $\alpha$}\backslash U_{ $\beta$}\} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} x\in U_{ $\alpha$} & \mathrm{i}\mathrm{f} U_{ $\beta$}\neq U_{ $\alpha$},\\
2^{i+3}N \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} x\in U_{ $\alpha$} & \mathrm{i}\mathrm{f} U_{ $\beta$}=U_{ $\alpha$}
\end{array}\right.
で定め,関数 p_{ $\beta$} : X\rightarrow \mathbb{R} を

p_{ $\beta$}(x)= \left\{\begin{array}{ll}
\frac{q_{ $\beta$}(x)}{\sum_{ $\gamma$\in$\pi$_{\mathfrak{i}}^{-1}( $\alpha$)}q_{ $\gamma$}(x)} & \mathrm{i}\mathrm{f} x\in U_{ $\alpha$},\\
0 & \mathrm{i}\mathrm{f} x\in X\backslash U_{ $\alpha$}.
\end{array}\right.
で定める.このとき, x\in U_{ $\alpha$} に対して \displaystyle \sum_{ $\beta$\in$\pi$_{i}^{-1}( $\alpha$)}p_{ $\beta$}(x)=1 であり,  $\beta$\in$\pi$_{i}^{-1}( $\alpha$) と
x\in X\backslash U_{ $\beta$} に対して p_{ $\beta$}(x)=0 である.

さて, \mathcal{F}_{0} は E‐連結成分全体からなる集合族であったため,各  $\alpha$\in A_{0} に対して
U_{ $\alpha$}=F_{ $\alpha$} である.よって, \{U_{ $\alpha$}: $\alpha$\in A_{0}\} は互いに素な Xの被覆である.ここで,
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各  $\alpha$\in A_{0} に対して,写像 p_{ $\alpha$} : X\rightarrow \mathbb{R} を,  x\in  U_{ $\alpha$} のとき p_{ $\alpha$}(x) =1 , それ以外は
p_{ $\alpha$}(x)=0 と定めれば.任意の x\in X に対して \displaystyle \sum_{ $\alpha$\in A_{\mathrm{O}}}p_{ $\alpha$}(x)=1 である.

事実4.2.1における最後の集合族 \mathcal{F}_{n} の各添え字  $\beta$\in A_{n} に対して, y_{ $\beta$}\in U_{ $\beta$} を
1つとり固定する.各 x\in X に対して,関数 a_{x} : X\rightarrow \mathbb{R} を

a_{x}(z)= \left\{\begin{array}{ll}
\sum_{ $\beta$\in A_{n},y_{ $\beta$}=z}\prod_{j=0}^{n}p_{$\pi$_{J}^{n}( $\beta$)}(x) & \mathrm{i}\mathrm{f} z\in\{y_{ $\beta$}: $\beta$\in A_{n}\},\\
0 & \mathrm{i}\mathrm{f} z\in X\backslash \{y_{ $\beta$}: $\beta$\in A_{n}\}
\end{array}\right.
で定める.このとき,写像 a:X\rightarrow\ell_{1}(X);x\mapsto a_{x} は,定義3.5の条件 (1) -(3) を
満たす.ゆえに,Xは粗性質 \mathrm{A} を満たす.口

従って,粗空間に対して次を得る.

<=\Rightarrow
粗性質 \mathrm{c}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}

粗漸近次元有限 sFCDC \Rightarrow 粗性質 \mathrm{A}

?(\mathrm{P}\mathrm{Q}5 $\Phi$ 314)^{ $\lambda$} FCDC
\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}

問題4.3. \mathrm{r}粗性質 \mathrm{C}\Rightarrow sFCDC」 rFCDC \Rightarrow sFCDC 」 rsFCDC \Rightarrow 粗性質

\mathrm{A} 」 の逆が成り立たないことを示す粗空間の例は存在するか.
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