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概要

本稿はRIMS共同研究 「表現論と組合せ論」 における講演内容をまとめたものである.大矢浩徳氏と
の共同研究 [5] に基づき,シューベルト多様体の列から定まる幾何学的に自然な付値と結晶基底の多面体
表示の間の関係について解説する.

1 導入

Newton‐Okounkov 凸体は Okounkov [28, 29, 30] によって導入された後 Kaveh‐Khovanskii [13] および
Lazarsfeld‐Mustata[19] によって系統的な定義がなされた概念であり,トーリック多様体の理論の拡張とし
て注目されている.特筆すべきことはシューベルト多様体のNewton‐Okounkov 凸体と表現論との間に密

接な関係があることである.筆者は内藤聡教授との共同研究 [4] において,シューベルト多様体のある付値
(highest tem valuation) に関する Newton‐Okounkov 凸体が中島‐Zelevin‐sky による結晶基底の多面体表
示と一致していることを見出した; ここで結晶基底の多面体表示は有理凸多面体の格子点集合を用いた結晶
基底の実現であり,柏原作用素の明示的な記述を可能とするものである ([25, 26, 27] 参照). しかしながら
highest tem valuation は多項式の highest term を取り出すという代数的な形で定義されており,自然な幾
何学的解釈を持たない.一方でNewton‐Okounkov 凸体の理論においては部分多様体の列に沿って零点の位

数を測っていくことで得られる幾何学的に自然な付値が存在する.

本稿ではあるシューベルト多様体の列から定まる幾何学的に自然な付値  v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}} と結晶基底の間の関係を

考察する.正確にはある種の正値性を持つ完全基底を考察し,付値 v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}} のこの基底の上での値に対して結

晶基底の言葉を用いた解釈を与える.このような正値性を持つ完全基底の存在は,Khovanov‐Lauda [15, 16]
および Rouquier [31] による簸ヘッケ代数を用いた量子包絡代数の下半三角部分の圏化から保証される.応
用として付値 v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}} に関するシューベルト多様体の Nevhon‐Okounkov 凸体と結晶基底の多面体表示の一

致が示される.

2 Newton‐Okounkov 凸体

ここでは本稿で扱う Newton‐Okounkov 凸体を定義する ([7, 13, 14] 参照). G を \mathbb{C} 上の連結単連結半単
純代数群とし, B\subset G をボレル部分群, T\subset B を極大トーラス, W:=N_{G}(T)/T をワイル群とする; ここ
で N_{G}(\mathrm{T}) は G における T の正規化群である.BrAat分解

G/B=\sqcup Bw^{-}B/Bw\in W
を考える: ここで \overline{w}\in N_{G}(T) は w\in W の代表元である.各 B‐軌道 B\tilde{w}B/B のザリスキー閉包を X(w)
と書き,シューベルト多様体という.シューベルト多様体は定義から既約な射影多様体となっているが,さ
らに正規でもあることが知られている.優整ウェイ ト全体のなす集合を耳 とし,  $\lambda$\in P_{+} に対して G/B 上
の直線束 \mathcal{L}_{ $\lambda$} を

\mathcal{L}_{ $\lambda$}:=(G\times \mathbb{C})/B
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と定める; ここで  B の \mathrm{G}\mathrm{x}\mathrm{C} への右作用は g\in G, c\in \mathbb{C} , および b\in B に対して

(g, \mathrm{c})\cdot b:=(gb,  $\lambda$(b)c)

と定義する.

命題2.1. 集合 \{\mathcal{L}_{ $\lambda$}| $\lambda$\in P_{+}\} は G/B 上の大域切断で生成される直線束全体のなす集合と一致する.

直線束 \mathcal{L}_{ $\lambda$} を制限して得られる X(w) 上の直線束もまた \mathcal{L}_{ $\lambda$} と書くことにする.  $\lambda$\in P_{+} に対して最高

ウェイ ト  $\lambda$ の既約最高ウェイ ト  G‐加群を V( $\lambda$) とし,その最高ウエイ トベクトルを v_{ $\lambda$} とする. w\in W に
対応する Demazure 部分加群を V_{w}( $\lambda$)\subset V( $\lambda$) と書くと,Borel‐Weil 型の定理により大域切断のなす空間
H^{0}(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}) は双対加群 V_{w}( $\lambda$)^{*} :=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{c}(V_{w}( $\lambda$), \mathbb{C}) と同型な B‐加群である ([17, CoroⅡ \mathrm{a}r\mathrm{y} 8.1.26] 参
照 ) . U^{-} \subset G を opposite Borel 部分群 B^{-} の幕単根基とし,共通部分 U^{-}\cap X(w) を考える; ただし自然
な埋め込み

U^{-}\mapsto G/B, u\mapsto u\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} B,

によって U^{-} を G/B の開部分多様体とみなしている.共通部分 U^{-}\cap X(w) は X(w) の開部分多様体であ

り,同時に U^{-} の閉部分多様体にもなっている. \mathfrak{g} を G のリー代数とし, e_{i}, f_{i_{\rangle}}h_{i}\in \mathfrak{g}, i\in I , を Chevalley
生成元とする; ここで I }よディンキン図形の頂点集合である.

定義2.2. 語 \mathrm{i}= (i_{1}, \ldots , i_{r})\in I^{r} が w\in W の簡約語であるとは,次の写像が \mathbb{C}^{r} から U^{-}\cap X(w) への双
有理射を定めることである:

\mathbb{C}^{r}\rightarrow G/B,

(tl, . . . , t_{r} ) \mapsto\exp(t_{1}f_{i_{1}})\cdots\exp(t_{r}f_{i_{r}})\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} B.

\mathrm{i} = (i_{1_{\rangle}}\ldots i_{r}) \in  I^{r} を w \in  W の簡約語とし,対応する双有理射 \mathbb{C}' \rightarrow  U^{-} \cap X(w) を用いて関数体

\mathbb{C}(X(w)) = \mathbb{C}(U^{-} \cap X(w)) を有理関数体 \mathbb{C}(t\mathrm{i}, \ldots, t_{r}) と同一視する. X\geq r+1 := B/B とし,各 1 \leq  k \leq  r

に対して G/B の閉部分多様体 X_{\geq k} を部分集合

\exp(\mathbb{C}f_{i_{k}})\cdots\exp(\mathbb{C}f_{i_{\mathrm{r}}})B/B\subset G/B

のザリ スキー閉包と して定義する.このとき X_{\geq k} はシューベル ト多様体であ り, X_{\geq k} = x(w_{\geq k}) となる
w_{\geq k} \in  W を取ると,語 (i_{k}, \ldots i_{r}) \in  I^{r-k+1} は w_{\geq k} の簡約語になっている.シューベルト多様体の列

B/B=X_{\geq r+1}\subset X_{\geq r}\subset\cdots\subset X_{\geq 2}\subset X_{\geq 1}=X(w)

を考える.この列に沿って零点の位数を測っていくことにより関数体 \mathbb{C}(\mathrm{X}(w)) 上の付値 v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}} が得られる.

以下で付値 v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}} の厳密な定義について説明する.X た+1 の生成点を $\eta$_{\geq k+1} とすると,シューベルト多様
体 X_{\geq k} の正規性から茎 (\mathcal{O}_{X_{\geq k}})_{$\eta$_{\geq k+1}} は離散付値環となっており,有理関数 t_{k}\in \mathbb{C}(\mathrm{X}(w)) はその極大イデ
アルの生成元を定めている.この離散付値環に対応する付値 \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{X_{\geq k+1}}:\mathbb{C}(X_{\geq k})\backslash \{0\}\rightarrow \mathbb{Z} を考える.

定義2.3. \mathrm{i} = (il, . . . , i_{r} ) \in  I^{r} を w \in  W の簡約語としたとき,付値 v_{:}geom: \mathbb{C}(X(w))\backslash \{0\} \rightarrow \mathbb{Z}^{r},

f\mapsto(a_{1}, \ldots, a_{r}) , が次のように定義される:

a_{1}:=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{X_{\geq 2}}(f) , a_{2}:=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{X_{\geq S}}((ft_{1}^{-a_{1}})|x_{\geq 2}) , a_{3}:=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{X_{\geq 4}}(((ft_{1}^{-a_{1}})|_{X_{\geq 2}}\cdot t_{2}^{-a_{2}})|_{X_{\geq 3}}) , . . .

大域切断  $\tau \lambda$\in H^{0}(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}) を G‐加群 H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{ $\lambda$}) における最低ウェイ トベクトルの制限として定義
する.
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定義2.4 ([7, Sect. 3.1.1] および [14, Definition 1.10] 参照). \mathrm{i}\in I^{r} を w\in W の簡約語とし,  $\lambda$\in P+ とす
る.半群 S(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}, v_{j}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}, $\tau$_{ $\lambda$})\subset \mathbb{Z}_{>0}\mathrm{x}\mathbb{Z}^{f} を

S(X(w), \displaystyle \mathcal{L}_{ $\lambda$},v^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}:, $\tau$_{ $\lambda$}):=\bigcup_{k\in \mathrm{Z}_{>0}}\{(k,v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}( $\sigma$/$\tau$_{ $\lambda$}^{k}))| $\sigma$\in H^{0}(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}^{\otimes k})\backslash \{0\}\}
と定義する.さらにこの S(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}, $\tau$_{ $\lambda$}) を含む最小の実閉錐を c(x(w), $\lambda$\subset \mathbb{R}\geq 0^{\mathrm{x}\mathbb{R}^{r}}
とし,集合 \triangle(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda \lambda$}v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}},  $\tau$)\subset \mathbb{R}^{r} を

\triangle(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}, $\tau$_{ $\lambda$}):=\{\mathrm{a}\in \mathbb{R}^{r}|(1, \mathrm{a})\in C(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}, $\tau$_{ $\lambda$})\}

と定める.この集合  $\Delta$(X(w), L_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}, $\tau$_{ $\lambda$}) を Newton‐Okounkov 凸体という.

\mathbb{Z}^{r} 上の全順序 < を次で定義する: (al, . . . , a_{r} ), (aí, . . . , a_{r}' ) \in \mathbb{Z}^{r} に対して,

(ai, . . . , a_{r} ) <(\mathrm{a}_{1}', \ldots, a_{r}') \Leftrightarrow ある  1\leq k\leq r について, a_{1}=a_{1}' , ) a_{k-1}=a_{k-1}', a_{k}<a_{k}'.

この全順序 < を用いて t_{1} , . . . , t_{r} を変数とする単項式たちの間の順序 < を次で定義する:

t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r^{r}}^{a}<t_{1}^{a\'{i}}\cdots t_{r}^{a_{r}'} \Leftrightarrow ( \mathrm{a}\mathrm{l} , . . . , a_{r} ) <(a_{1}', \ldots, a_{f}') .

以上の準備のもとで付値 v_{\mathrm{i}}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}:\mathbb{C}(X(w))\backslash \{0\} (=\mathbb{C}(t\mathrm{i}, \ldots, t,)\backslash \{0\}) \rightarrow \mathbb{Z}^{r} を次のように定める: f,  g\in

\mathbb{C}[t\mathrm{i}, \cdots , t_{r}]\backslash \{0\} に対して v_{\mathrm{i}}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(f/g) := v_{\mathrm{i}}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(f)-v_{:}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(g) とし, f = ct_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r^{r}}^{a} + (higher terms) \in

\mathbb{C}[t\mathrm{i}, \cdots , t,]\backslash \{0\} に対して v_{\mathrm{i}}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(f) := (al, .. . , a_{\mathrm{r}} ) とする; ここで c は 0 でない複素数であり,“higher
terms” は上で定めた順序 < に関して t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r^{r}}^{a} より大きい単項式たちの線形結合である.次は定義より直

ちに従う.

命題2.5. \mathrm{i}\in I^{r} を w\in W の簡約語とする.このとき v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\infty \mathrm{m}}=v_{\mathrm{i}}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} が成り立つ.

3 結晶基底の多面体表示

 $\lambda$\in P+ に対して既約最高ウェイト G‐加群 V( $\lambda$) の q‐類似 V_{q}( $\lambda$) の結晶基底を \mathcal{B}( $\lambda$) とし, \tilde{e}_{i}, \overline{f}_{i} : \mathcal{B}( $\lambda$)\rightarrow

\mathcal{B}( $\lambda$)\cup\{ $\theta$\}, i\in I , をその柏原作用素とする; ここで  $\theta$ は \mathcal{B}( $\lambda$) に含まれていない付加的な元である.

命題3.1 ([12, Proposition 3.2.3] 参照). \mathrm{i}=(i_{1}, \ldots , i_{r})\in I^{r} を w\in W の簡約語とし,  $\lambda$\in P_{+} とする.こ
のとき部分集合

\mathcal{B}_{w}( $\lambda$):=\{\overline{f}_{i_{1}}^{a_{1}}\cdots\tilde{f}_{i_{r}}^{a_{r}}b_{ $\lambda$}|a_{1}, \cdots , a_{r}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}\backslash \{ $\theta$\}
は簡約語 \mathrm{i} の取り方に依らない; ここで b_{ $\lambda$}\in \mathcal{B}( $\lambda$) は最高ウェイトベクトル v_{ $\lambda$}\in V( $\lambda$) に対応する元である.

部分集合 \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) を Demazure 結晶という.次は Demazure 結晶の基本的な性質である.

命題3.2 ( [12, Proposition 3.2.3 (\mathrm{i}\mathrm{i})]) . すべての i\in I, w\in W , および \grave{ $\lambda$}\in P+ に対して

\tilde{e}_{i}\mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\subset \mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\cup\{ $\theta$\}

が成り立つ.

\mathrm{t}:= \displaystyle \sum_{iEI}\mathbb{C}h_{i} \subset \mathfrak{g} とし, \mathrm{t}^{*} :=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}x(\mathrm{t}, \mathbb{C}) をその双対空間, \{$\alpha$_{i} | i \in I\} \subset \mathrm{t}^{*} を単純ルート全体の
なす集合とする. \mathrm{i}= (i_{1}, \ldots, i_{r}) \in  I^{r} を w \in  W の簡約語とし, 1 \leq  k \leq  r, i \in  I,  $\lambda$ \in  P_{+} , および
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\mathrm{a}=(a_{1}, \ldots, a_{r})\in \mathbb{Z}^{r} に対して

$\sigma$_{k}(\displaystyle \mathrm{a}):=a_{k}+\sum_{1\leq j<k}\langle$\alpha$_{i_{j}}, h_{i_{k}}\rangle a_{j}\in \mathbb{Z},

$\sigma$^{(i)}(\mathrm{a}):=\left\{\begin{array}{ll}
\max\{$\sigma$_{k}(\mathrm{a})|1\leq k\leq r, i_{k}=i\} & (i_{k}=i \text{となる} 1\leq k\leq r \text{が存在するとき}),\\
0 & \text{（その他のとき），}
\end{array}\right.
M^{(i)}(\mathrm{a}):=\{1\leq k\leq r|i_{k}=i, $\sigma$_{k}(\mathrm{a})=$\sigma$^{(i)}(\mathrm{a})\},

$\sigma$_{ $\lambda$}^{(i)}(\displaystyle \mathrm{a}):=-\langle $\lambda$, h_{i}\rangle+\sum_{1\leq j\leq r}\langle$\alpha$_{i_{f}}, h_{i}\rangle a_{j}\in \mathbb{Z}
とする.これらの記号を用いて \mathbb{Z}^{r} 上の作用素 \overline{e}_{i}:\mathbb{Z}^{r}\rightarrow \mathbb{Z}^{r}\cup\{ $\theta$\}, i\in I , を次のように定義する:

\overline{e}_{i}\mathrm{a}:= \left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{a}-\mathrm{e}_{\min M(\mathrm{a})}(:\rangle & ($\sigma$^{(i)}(\mathrm{a})>\max\{0, $\sigma$_{ $\lambda$}^{(\mathfrak{i})}(\mathrm{a})-1\} \text{のとき}),\\
 $\theta$ & \text{（その他のとき）};
\end{array}\right.
ここで  $\theta$ は \mathbb{Z}^{r} に含まれていない付加的な元であり, \mathrm{e}_{k}\in \mathbb{Z}^{r} は 1\leq k\leq r に対応する単位ベクトルであ
る,このとき Demazure 結晶 \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) は次のようにして \mathbb{Z}^{r} の中に埋め込まれる.

命題3 \cdot 3 ([25, Theorem 3.2] および [26, Proposition 3.1] 参照).  w\in W の簡約語 \mathrm{i}\in I^{f} および  $\lambda$\in P+

に対して,単射 $\Psi$_{\mathrm{i}}:\mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\mapsto \mathbb{Z}^{r} であって次の条件を満たすものが唯一つ存在する:

(i) $\Psi$_{:}(b_{ $\lambda$})=(0, \ldots, 0) ,

(ii) すべての i\in I および b\in \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) に対して  $\Psi$ i(ẽib) = ẽi  $\Psi$ \mathrm{i}(b) が成り立つ; ただし  $\Psi$_{\mathrm{i}}( $\theta$):= $\theta$ とする.

単射  $\Psi$_{\mathrm{i}}:\mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\leftrightarrow \mathbb{Z}^{r} を柏原埋め込みという.

注意3 \bullet 4. 最長元  w_{0} に対応する Demazure 結晶 \mathcal{B}_{w_{0}}( $\lambda$) は結晶基底 \mathcal{B}( $\lambda$) と 一致している.そのため \mathrm{i}\in I^{r}

が最長元 w_{0}\in W の簡約語のとき,柏原埋め込み $\Psi$_{\mathrm{i}} は \mathcal{B}( $\lambda$) の埋め込みを与えている. i\in I に対して \mathbb{Z}^{r}

上の作用素 \tilde{f}_{i}:\mathbb{Z}^{f}\rightarrow \mathbb{Z}^{r}\cup\{ $\theta$\} を次のように定義する:

\tilde{f}_{i}\mathrm{a}:= \left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{a}+\mathrm{e}_{\max M\mathrm{t}:)(\mathrm{a})} & ($\sigma$^{(i)}(\mathrm{a})>$\sigma$_{ $\lambda$}^{(\mathrm{i})}(\mathrm{a}) \text{のとき}),\\
 $\theta$ & \text{（その他のとき）．}
\end{array}\right.
このときすべての i\in I および b\in \mathcal{B}( $\lambda$) に対して $\Psi$_{\mathrm{i}}(\tilde{f_{i}}b)=\tilde{f}_{i}$\Psi$_{\mathrm{i}}(b) が成り立つ.

定義3.5 ([4, Defimition 2.15] および [26, Sect. 3.1] 参照). \mathrm{i}\in I^{r} を w\in W の簡約語とし,  $\lambda$\in P_{+} とす
る.部分集合 Si ( $\lambda$)\subset \mathbb{Z}_{>0}\times \mathbb{Z}^{f} を

\displaystyle \mathcal{S}_{\mathrm{i}}( $\lambda$):=\bigcup_{k\in \mathbb{Z}>0}\{(k, $\Psi$_{\mathrm{i}}(b))|b\in \mathcal{B}_{w}(k $\lambda$)\}
と定義し, \mathcal{C}_{\mathrm{i}}( $\lambda$)\subset \mathbb{R}_{\geq 0}\times \mathbb{R}^{r} を S_{\mathrm{i}}( $\lambda$) を含む最小の実閉錐とする.さらに集合 $\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$)\subset \mathbb{R}^{r} を

$\Delta$_{:}( $\lambda$):=\{\mathrm{a}\in \mathbb{R}^{r}|(1, \mathrm{a})\in \mathcal{C}_{\mathrm{i}}( $\lambda$)\}

と定める.この集合 $\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$) を 中島‐Zelevinsky 多面体という.

例3.6. G=SL_{3}(\mathbb{C}) とし, V( $\lambda$)=5[_{3}(\mathbb{C}) をその随伴表現とする.このとき [25, Theorem 4.1] により,最
長元 w_{0}\in W の簡約語 \mathrm{i}=(1,2,1) に対して 中島‐Zelevinsky 多面体 $\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$) は次で与えられる (図1参照):

$\Delta$_{:}( $\lambda$)=\{(a_{1}, a_{2}, a_{3})\in \mathbb{R}^{3}|0\leq a_{1}\leq 1, 0\leq a_{3}\leq 1, a_{1}\leq a_{2}\leq a_{3}+1\}.
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図1: $\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$)

また各 \mathrm{a}\in$\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$)\cap \mathbb{Z}^{3} に対して ẽl, \overline{e}_{2} の作用は次で与えられる:

\{
(a\mathrm{i}-1, a_{2}, a_{3}) ( a\displaystyle \mathrm{i}\geq\max\{2a\mathrm{i}-a_{2}+a_{3},1\} のとき),

ẽia = (a\mathrm{i}_{\rangle}a_{2}, a_{3}-1) (2a\displaystyle \mathrm{i}-a_{2}+a_{3}>\max\{a\mathrm{i},0\} のとき),
 $\theta$ (その他のとき),

\overline{e}_{2}\mathrm{a}= \left\{\begin{array}{ll}
(a\mathrm{i}, a_{2}-1, a_{3}) & (a_{2}>a\mathrm{i} \text{のとき}),\\
 $\theta$ & \text{（その他のとき）．}
\end{array}\right.
簡約語 \mathrm{i}=(1,2,1) を用いて関数体 \mathbb{C}(G/B)=\mathbb{C}(X(w_{0})) を有理関数体 \mathbb{C}(t_{1}, t_{2}, t3) と同一視する.このと

き次の集合は \mathbb{C}‐部分空間 \{ $\sigma$/$\tau$_{ $\lambda$} | $\sigma$\in H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{ $\lambda$})\}\subset \mathbb{C}(G/B) の \mathbb{C}‐基底を与える:

\{1, t_{1}+t_{3}, t_{2}, t_{1}t_{2}, t_{2}t_{3}, t_{1}t_{2}(t_{1}+t_{3}), t_{2}^{2}t_{3}, t_{1}t_{2}^{2}t_{3}\}.

命題2.5より,この基底の上での v_{:}geom の値は次の表のようになる.

これらの値がなす集合は中島‐Zelevinslq’ 多面体 $\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$) の格子点全体がなす集合と一致している.

中島‐Zelevinsky 多面体 \triangle_{\mathrm{i}}( $\lambda$) は次のようにDemazure 結晶 \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) の実現を与えている; これを結晶基
底の多面体表示という.

命題3 \cdot 7 ([4, Corollaries 2.20, 4.  3 (3) ] 参照). \mathrm{i}\in I^{r} を w\in W の簡約語とし,  $\lambda$\in P+ とする.このとき
$\Delta$_{:}( $\lambda$) は有理凸多面体であり, $\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$)\cap \mathbb{Z}^{r}=$\Psi$_{\mathrm{i}}(\mathcal{B}_{w}( $\lambda$)) が成り立つ.

注意3.8. 組 (\mathrm{i},  $\lambda$) についてのある条件の下では,[25, Theorem 4.1] および [26, Proposition 3.1] により
$\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$) を与える明示的な線形不等式系を構成することができ,この場合の命題3.7はその系として従う.

命題3.7の証明では Newton‐Okounkov 凸体の理論を用いる.ここでその証明について簡単に説明する.
\mathbb{Z}^{r} 上の全順序 \prec を次で定義する: (al, . . .,  a_{r}), (aí, \cdots ,  a_{r}' ) \in \mathbb{Z}^{r} に対して,

(a\mathrm{i}, \ldots, a_{r})\prec(a_{1}', \ldots, a_{r}') \Leftrightarrow ある  1\leq k\leq r について, a_{r}=a_{r}' , .. . , a_{k+1}=a_{k+1}', a_{k}<a_{k}'.

この全順序 \prec を用いて  t_{1} , . . . , t_{r} を変数とする単項式たちの間の順序 \prec を次で定義する:

 t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r}^{a_{r}} \prec 亭  t_{r}^{a_{r}'} \Leftrightarrow (\mathrm{a}\mathrm{i}, \ldots, a_{f})\prec ( \mathrm{a}í, . . . , a_{r}').
以上の準備のもとで付値 v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}} : \mathbb{C}(X(w))\backslash \{0\} (=\mathbb{C}(t_{1}, \ldots, t_{r})\backslash \{0\})\rightarrow \mathbb{Z}^{r} を次のように定める: f,  g\in

\mathbb{C}[t\mathrm{i}, . . . , t_{r}]\backslash \{0\} に対して v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{j}\mathrm{g}\mathrm{h}}(f/g) := v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}}(f)-v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}}(g) とし, f = d_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r^{r}}^{a} + (lower terms) \in

\mathbb{C}[t\mathrm{i}, . . . , t_{r}]\backslash \{0\} に対して v:high (f) := -(a_{1}, \ldots , a_{r}) とする; ここで c は 0 でない複素数であり,‘lower
terms’

\rangle

は上で定めた順序 \prec に関して  t_{1}^{a_{1}}\cdot t_{r^{r}}^{a} より小さい単項式たちの線形結合である.

39



定理3.9 ([4, Corollary 4.2]). i\in I^{r} を w\in W の簡約語とし,  $\lambda$\in P_{+} とする.このとき

$\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$)=- $\Delta$(X(w), L_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}},$\tau$_{ $\lambda$})

が成り立つ; ただし Newton‐Okounkov 凸体  $\Delta$(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{j}_{9^{\mathrm{h}}}}, $\tau$_{ $\lambda$}) は定義2.4と同様に定義する.

定理3.9および Newton‐Okounkov 凸体の凸性を用いて命題3.7が証明される.本稿の目的は定理3.9に

おける highest term valuation v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}} をより幾何学的に自然な付値 v_{:}geom に取り換えることである.
\mathrm{u}^{-} を U^{-} のリー代数とし, \mathcal{B}(\infty) を普遍包絡代数 U(\mathrm{u}^{-}) の q‐類似 U_{q}(\mathrm{u}^{-}) の結晶基底とする.このと

き自然な全射  $\pi \lambda$ :  U(\mathrm{u}^{-})\rightarrow V( $\lambda$) , u\mapsto uv_{ $\lambda$} , に対応して,全射  $\pi \lambda$:\mathcal{B}(\infty)\rightarrow \mathcal{B}( $\lambda$)\cup\{ $\theta$\} が存在する.

命題3.10 ( [10, Theorem 5 (\ddot{\mathrm{u}})]) .  $\lambda$\in P+ に対して

\tilde{\mathcal{B}}( $\lambda$):=\{b\in \mathcal{B}(\infty)| $\pi \lambda$(b)\neq $\theta$\}

とすると, $\pi$_{ $\lambda$} は \overline{\mathcal{B}}( $\lambda$) から \mathcal{B}( $\lambda$) の上への全単射を誘導する.

命題3.10より, w\in W および  $\lambda$\in P_{+} に対して

\overline{\mathcal{B}}_{w}( $\lambda$):=\{b\in \mathcal{B}(\infty)| $\pi \lambda$(b)\in \mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\}

とすると,制限写像 $\pi$_{ $\lambda$}:\tilde{\mathcal{B}}_{w}( $\lambda$)\rightarrow \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) は全単射である. w\in W に対して,

\displaystyle \mathcal{B}_{w}(\infty):=\bigcup_{ $\lambda$\in P_{+}}\tilde{\mathcal{B}}_{w}( $\lambda$)
とする.このとき全単射  $\pi \lambda$:\tilde{\mathcal{B}}_{w}( $\lambda$)\rightarrow \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) を通して,柏原埋め込み $\Psi$_{\mathrm{i}}:\mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\rightarrow \mathbb{Z}^{r} は単射 $\Psi$_{:} : \mathcal{B}_{w}(\infty)\leftrightarrow

\mathbb{Z}^{r} を誘導する.

注意3.11. \mathrm{i}=(i\mathrm{i}, \ldots, i_{f})\in I^{r} を w\in W の簡約語とし, \mathcal{C}_{\mathrm{i}^{\circ \mathrm{p}}} を w^{-1} の簡約語 \mathrm{i}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}:= ( i_{r} , . . . , ii) に関する
ストリング多面錐とする; C_{\mathrm{i}^{\circ \mathrm{p}}} は有理凸多面錐であることが知られている ([3, Sect. 3.2, Theorem 3.10] 参
照 ) . \mathrm{a}=(a\mathrm{i}, . . . , a_{r})\in \mathbb{R}^{r} に対して \mathrm{a}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}:=(a_{r}, . . . , \mathrm{a}\mathrm{i}) とし, \mathcal{C}\subset \mathbb{R}^{r} に対して \mathcal{C}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}:=\{\mathrm{a}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}|\mathrm{a}\in \mathcal{C}\} とす

る.このとき像 $\Psi$_{\mathrm{i}}(\mathcal{B}_{w}(\infty)) は有理凸多面錐 \mathcal{C}_{\mathrm{i}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}}^{\mathrm{o}\mathrm{p}} の格子点全体のなす集合と一致する ([27, Sect. 2.4] 参照).

4 正値性を持つ完全基底

結晶基底の多面体表示と付値 v_{:}^{\mathrm{g}\infty \mathrm{m}} に関する Newton‐Okoun‐kov 凸体を結び付けるため,ある種の正値
性を持つ完全基底を考察する.

. 普遍包絡代数 U(\mathrm{u}^{-}) は次で定める余積  $\Delta$ , 余単位射  $\varepsilon$ , および対踪  S により Hopf 代数となる: i\in I に
対して,

 $\Delta$(f_{i})=f_{i}\otimes 1+1\otimes f_{i},  $\varepsilon$(f_{i})=0, S(f_{i})=-f_{i}.

また \mathrm{e}_{i}\in \mathbb{Z}^{I} を i\in I に対応する単位ベクトルとすると, f_{i} の次数を e_{i} とすることで U(\mathrm{u}^{-}) は \mathbb{Z}_{\geq 0}^{I}‐次数
付き \mathbb{C}‐代数となる:

U(\displaystyle \mathrm{u}^{-})=\bigoplus_{\mathrm{d}\in \mathrm{Z}_{\geq 0}^{I}}U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{d}}.
\mathbb{Z}_{\geq 0}^{I} ‐次数付き \mathbb{C}- ベク トル空間としての双対

U(\displaystyle \mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r}}^{*}=\bigoplus_{\mathrm{d}\in \mathrm{Z}_{\geq 0}^{I}}U(\mathfrak{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r},\mathrm{d}}^{*}:=\bigoplus_{\mathrm{d}\in \mathrm{Z}_{\geq 0}^{1}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{C}}(U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{d}}, \mathbb{C})
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を考えよう. U(\mathfrak{u}^{-}) がHopf 代数であることから,その双対 U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r}}^{*} にも自然な Hopf 代数の構造が入ってい
る.一方で座標環 \mathbb{C}[U^{-}] も以下で定まる Hopf 代数の構造を持っている: f\in \mathbb{C}[U^{-}] および u, u\mathrm{i}, u_{2}\in U^{-}

に対して,

\triangle(f)(u_{1}, u_{2})=f(u_{1}u_{2}) ,  $\varepsilon$(f)=f(1) , S(f)(u)=f(u^{-1}) .

このとき座標環 \mathbb{C}[U^{-}] はHopf 代数として U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r}}^{*} と同型であることが知られている ([6, Proposition 5.1]
参照). U(\mathrm{u}^{-}) 上の \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}-involution * を f_{i}^{*}=f_{i}, i\in I , により定義し, \mathbb{C}[U^{-}] 上の involution * をその双対
とする.

定義4.1 ([2, Definition 5.30] および Í8, Definition 4.5, Theorem 4.19] 参照). 座標環 \mathbb{C}[U^{-}] の \mathbb{C}‐基底
\mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}=\{---\mathrm{u}\mathrm{p}(b) |b\in \mathcal{B}(\infty)\} が完全基底であるとは,次の条件を満たすことである:

(i) すべての b\in \mathcal{B}(\infty) に対して ---\mathrm{u}\mathrm{p}(b)\in U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r},\mathrm{d}(b)}^{*} ; ただし \mathrm{d}(b)=(d_{i})_{i\in I} は就 (b)=-\displaystyle \sum_{i\in I} も  $\alpha$ :
により定義する,

(\mathrm{i})' \overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b_{\infty})(e)=1 ; ここで e\in U^{-} は単位元であり, b_{\infty}\in \mathcal{B}(\infty) は 1\in U_{q}(\mathrm{u}^{-}) に対応する元である,

(ii) (\mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}})^{*}=\mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}},

(iii) すべての i\in I, b\in \mathcal{B}(\infty) , および k\in \mathbb{Z}\geq 0 に対して

f_{i}^{k.\mathrm{u}\mathrm{p}}\underline{=}(b)\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}} 三up (\displaystyle \overline{e}_{i}^{k}b)+_{b^{l}\in \mathcal{B}(\infty)_{j}}\sum_{ $\varepsilon$.(b')< $\varepsilon$.(b)-k}\mathbb{C}^{\underline{=}\mathrm{u}\mathrm{p}}(b') ;

ただし筥up ( $\theta$):=0 とする.

例4.2. Lusztig [20, 21, 22] および柏原 [9, 10] は U(\mathfrak{u}^{-}) のある特別な \mathbb{C}‐基底 \{G^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(b) |b\in \mathcal{B}(\infty)\} を \mathfrak{g} に
付随する量子包絡代数 U_{q}(\mathfrak{g}) を用いて構成した.この基底を標準基底または下側大域基底といい,双対基底

\{G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b) | b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subset \mathbb{C} ÍU‐ ] を双対標準基底または上側大域基底という.[11, Proposition 5.3.1] および
[12, Theorem 2.1.1] により,上側大域基底 \{G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b) |b\in \mathcal{B}(\infty)\} は完全基底となっている ([4, Proposition
2.8 (1)] 参照).

例4 \cdot 3.  G がsimply‐laced のとき,Lusztig [23] は半標準基底と呼ばれる U(\mathfrak{u}^{-}) の特別な \mathbb{C}‐基底を構成し
た.Í23, Sect. 2.9, Theorem 3.8] より半標準基底の双対基底は完全基底となっており,これを双対半標準基
底という.

例4 \cdot 4. Khovanov‐Lauda [15, 16] および Rouquier [31] はKhovanov‐Lauda‐Rouquier 代数 または腋
ヘッケ代数と呼ばれる 艮次数付き代数の族 {Rd | \mathrm{d}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{I} } を導入した.この族を用いて量子包絡代数
U_{\mathrm{q}}(\mathfrak{g}) の下半三角部分 U_{q}(\mathrm{u}^{-}) を圏化することができる.正確には G_{0} ( R_{\mathrm{d}} ‐gmod) を有限次元易次数付き
R_{\mathrm{d}} ‐加群がなす圏の Grothendie&群としたとき,直和

\displaystyle \bigoplus_{\mathrm{d}\in \mathrm{Z}_{\geq 0}^{I}}G_{0}(R_{\mathrm{d}}-gmod)

はある誘導関手から定まる \mathbb{Z}[q, q^{-1}]‐代数の構造を持っており ([15, Proposition 3.1] 参照), U_{q}(\mathrm{u}^{-}) のある
\mathbb{Z}[q, q^{-1}]‐form \overline{U}_{\mathrm{q},\mathrm{Z}}(\mathrm{u}^{-}) と同型になっている ([8, Sect. 5.1] および [15, Proposition 3 \cdot 4, Theorem 3.17] 参

照 ) ; ここで直和 \oplus_{\mathrm{d}\in \mathrm{Z}_{\geq}^{I}} 。 G_{0} ( R_{\mathrm{d}}‐gmod) への q の作用は次数シフトにより与えられる.また \mathbb{Z}[q, q^{-1}]‐form
\tilde{U}_{q,\mathrm{Z}}(\mathrm{u}^{-}) の q=1 による特殊化は座標環 \mathbb{C}[U^{-}] と一致する.ここで直和 \oplus_{\mathrm{d}\in \mathrm{Z}_{>}^{i}} 。 G_{0} ( R_{\mathrm{d}} ‐gmod) には自己
双対な易次数付き単純加群全体のなす集合により定まる \mathbb{Z}[q, q^{-1}]‐基底が存在する ; これを KLR‐基底と呼
ぶことにする.KLR‐基底の q=1 による特殊化は完全基底となっていることが知られている ([8, Lemmas
3.13, 5.3] および [18, Sect. 2.5.1] 参照); ここで定義4.1の条件 (ii) はRd のある自己同型  $\sigma$ による  R_{\mathrm{d}}‐加
群の twist がinvolution * と対応することから従っている ([15, Sect. 2.1] および [24, Sect. 12] 参照).
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定義4.1の条件 (i), (i) , (ii) を満たす \mathbb{C}‐基底 \mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}=\{^{\underline{=}\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty) } \subset \mathbb{C}[U^{-}] を取り,その双対基
底 \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}}= {−−low |b\in \mathcal{B}(\infty) } \subset U(\mathrm{u}^{-}) を考える.このとき \mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}} が完全基底であることと, \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}} が次の
条件 (血 \mathrm{i})^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} を満たすことは同値である:

(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} すべての i\in I, b\in \mathcal{B}(\infty) , および k\in \mathbb{Z}\geq 0 に対して

 f_{i-}^{k.-1\mathrm{o}\mathrm{w}}-(b)\displaystyle \in \mathbb{C}--(\tilde{f_{i}}^{k}b)+\sum_{i(b^{J})> $\varepsilon$.(b)+k}\mathbb{C}_{-}^{-1\mathrm{o}\mathrm{w}}-(b');b' $\epsilon$ B(\infty); $\varepsilon$
ただし \underline{=}1\mathrm{o}\mathrm{w}( $\theta$):=0 とする.

条件 (iii)1ow を満たすとき, \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}} は下側完全基底であるという.

注意4 \cdot 5. Baumann [1| が導入した ( bases of canonical type” の定義はここでの下側完全基底の定義より
若干強いものになっている.“bases of canonical type” の定義では (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} の式における \overline{=}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(\tilde{f_{\dot{\mathrm{t}}}}^{k}b) の係数
にある条件が課されている.

完全基底 \{\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b) | b \in \mathcal{B}(\infty)\} \subset \mathbb{C}[U^{-}] は既約最高ウエイ ト G‐加群 V( $\lambda$) の \mathbb{C}‐基底を誘導する

ことが知られている.以下で詳しく説明する. \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}} = \{\overline{=}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(b) | b \in \mathcal{B}(\infty)\} \subset  U(\mathfrak{u}^{-}) を完全基底

\mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}} = \{--(b) | b \in \mathcal{B}(\infty)\} \subset \mathbb{C}[U^{-}] の双対基底とする.自然な全射 $\pi$_{ $\lambda$} : U(\mathrm{u}^{-}) \rightarrow  V( $\lambda$) を用いて,

b\in\tilde{\mathcal{B}}( $\lambda$) に対して巳10 $\tau$ \mathrm{v} $\lambda$($\pi$_{ $\lambda$}(b)):=$\pi$_{ $\lambda$}(_{-}^{-1\mathrm{o}\mathrm{w}}-(b) ) \in V( $\lambda$) と定義する.

命題4.6 ([5, Proposition 3.16 (1)] 参照).  $\lambda$\in P_{+} とする.

(1) \{-- $\lambda$(b)|b\in \mathcal{B}( $\lambda$)\} は V( $\lambda$) の \mathbb{C}‐基底である.

(2) すべての b\in \mathcal{B}(\infty)\backslash \tilde{\mathcal{B}}( $\lambda$) に対して  $\pi$(--1\mathrm{o}\mathrm{w}(b))=0 である.

本稿では次の正値性条件を満たす完全基底を考察する.

(\mathrm{P})_{1} すべての i\in I および b\in \mathcal{B}(\infty) に対して (-f_{i})\displaystyle \cdot---\mathrm{u}\mathrm{p}(b)\in\sum_{b\in \mathcal{B}(\infty)}\mathbb{R}0^{-\mathrm{u}\mathrm{p}}- が成り立つ;

(\mathrm{P})_{2} すべての i\in I および b\in \mathcal{B}(\infty) に対して筥up (\displaystyle \tilde{f}_{i}b_{\infty})\cdot---\mathrm{u}\mathrm{p}(b)\in\sum_{b'\in \mathcal{B}(\infty)}\mathbb{R}\geq 0\mathrm{E}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b') が成り立つ.

例4.7. G がsimply‐laced の場合には,[21, Theorem 11.5] により上側大域基底 \{G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\} は正
値性条件 (\mathrm{P})_{1} および (\mathrm{P})_{2} を満たしている.

例4.8. 一般の G に対しては KLR‐基底の q = 1 による特殊化が正値性条件 (\mathrm{P})_{1} および (\mathrm{P})_{2} を満

たす完全基底の存在を保証することが知られている ([15, 16] 参照). 以下で詳しく説明する.KLR‐基底
\{[S(b)]|b\in \mathcal{B}(\infty)\} は自己双対な各次数付き単純加群全体のなす集合 \{S(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\} により定まって

いる.写像

(-f_{i})\cdot:U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r}.\mathrm{d}}^{*}\rightarrow U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r},\mathrm{d}-\mathrm{e}}^{*}: および

[S(\tilde{f}_{i}b_{\infty})]_{q=1}\cdot:U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r},\mathrm{d}}^{*}\rightarrow U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r},\mathrm{d}+\mathrm{e}}^{*}.

を考えると,これらはそれぞれある制限関手 {\rm Res}:R_{\mathrm{d}}-gmod \rightarrow R_{\mathrm{d}-\mathrm{e}_{i}} ‐gmod およびある誘導関手 \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}:R_{\mathrm{d}}-gmod \rightarrow

 R_{\mathrm{d}+\mathrm{e}}.‐gmod と対応している ([8, Sect. 5.1] および [15, Sects. 2.6, 3.1] 参照). ここですべての i\in I およ
び b\in \mathcal{B}(\infty) に対して,Grothendieck 群 G_{0} ( R_{\mathrm{d}\mp \mathrm{e}} :‐gmod) において次が成り立つ:

[{\rm Res}(S(b))]=\displaystyle \sum_{b\in \mathcal{B}(\infty).m\in \mathrm{Z}}c_{i,b}^{(m,b')}[S(b')[m]] および

[\displaystyle \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}(S(b))]=\sum_{b'\in \mathcal{B}(\infty),m\in \mathbb{Z}}d_{i,b}^{(m.b')}[S(b')[m]] ;
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ただし S(b^{r})[m] は S(b') の次数棚1を m だけずらしたものである.係数 c_{i,b}^{(m,b')} および d_{i,b}^{(m} ’め はそれぞ
れ {\rm Res}(S(b)) および \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}(S(b)) の組成列における S(b')[m] の重複度であり,特に非負の整数となっている.

q=1 による特殊化は次数付けを無視することに対応するので次が成り立つ:

(-f_{i})\displaystyle \cdot[S(b)]_{q=1}=\sum_{b\in \mathcal{B}(\infty)}(\sum_{m\in \mathrm{Z}}c_{i,b}^{(m,b')})[S(b')]_{q=1} および

[S(\displaystyle \overline{f}_{i}b_{\infty})]_{q=1}\cdot[S(b)]_{q=1}=\sum_{b'\in \mathcal{B}(\infty)}(\sum_{m\in \mathbb{Z}}d_{i,b}^{(m,b')})[S(b')]_{q=1}.
特に係数 \displaystyle \sum_{m\in \mathrm{Z}}c_{i,b}^{(m,b')} および \displaystyle \sum_{m\in \mathbb{Z}}d_{i,b}^{(m,b')} は非負の整数である.

各 b\in \mathcal{B}(\infty) に対して筥\mathrm{u}\mathrm{p}w(b)\in \mathbb{C}[U^{-}\cap X(w)] を ---\mathrm{u}\mathrm{p}(b)\in \mathbb{C}[U^{-}] の制限とする.正値性条件 (\mathrm{P})_{1} を満

たす完全基底は次のようにシューベルト多様体および Demazure加群と compatible になっている.

命題4 \cdot 9 (  $\beta$ , Corollary 3.20, Proposition 4.4] および [12, Sects. 3.1, 3.2] 参照). \mathrm{t}_{-}^{-\mathrm{u}\mathrm{p}}-(b) |b\in \mathcal{B}(\infty) } \subset

\mathbb{C}[U^{-}] を正値性条件 (\mathrm{P})_{1} を満たす完全基底とする.このときすべての w\in W に対して次が成り立つ.

(1) \{^{\underline{=}\mathrm{u}\mathrm{p}}w(b) |b\in \mathcal{B}_{w}(\infty)\} は座標環 \mathbb{C}[U^{-}\cap X(w)] の \mathbb{C}‐基底である.

(2) すべての b\in \mathcal{B}(\infty)\backslash \mathcal{B}_{w}(\infty) に対して菖\mathrm{u}\mathrm{p}w(b)=0 である.

(3) すべての  $\lambda$\in P_{+} に対して, \{\overline{=}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} $\lambda$(b)|b\in \mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\} はDemazure 加群 V_{w}( $\lambda$) の \mathbb{C}‐基底である.

\{\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subset \mathbb{C}[U^{-}] を正値性条件 (\mathrm{P})_{1} を満たす完全基底とし, w\in W および  $\lambda$\in P_{+} に対し
て \{\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}} $\lambda$,w(b)|b\in \mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\}\subset H^{0}(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$})=V_{w}( $\lambda$)^{*} を \{\overline{=}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} $\lambda$(b)|b\in \mathcal{B}_{w}( $\lambda$)\} の双対基底とする.このと

きすべての b\in\tilde{\mathcal{B}}_{w}( $\lambda$) に対して

\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}} $\lambda$,w($\pi$_{ $\lambda$}(b))/$\tau$_{ $\lambda$}\in \mathbb{C}^{\times\underline{=}_{w}}\mathrm{u}\mathrm{p}(b)
が成り立つ.

5 主結果

次が本稿の主結果である.

定理5.1. \{\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subset \mathbb{C}[U^{-}] を正値性条件 (\mathrm{P})_{1} および (\mathrm{P})_{2} を満たす完全基底とし, \mathrm{i}\in I^{r} を
w\in W の簡約語,  $\lambda$\in P_{+} とする.

(1) すべての b\in \mathcal{B}_{w}(\infty) に対して v^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}\mathrm{i}(^{\underline{=}\mathrm{u}\mathrm{p}}w(b) ) =$\Psi$_{:}(b) が成り立つ.

(2) すべての b\in \mathcal{B}_{w}( $\lambda$) に対して v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\circ \mathrm{m}}(---\mathrm{u}$\lambda$^{\mathrm{P}}w(b)/$\tau$_{ $\lambda$})=$\Psi$_{\mathrm{i}}(b) が成り立つ.

(3)  $\Delta$(X(w), \mathcal{L}_{ $\lambda$}, v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}{}_{)}T_{ $\lambda$})=$\Delta$_{\mathrm{i}}( $\lambda$) .

ここでは証明の要点のみ説明する. \mathrm{i}\in I^{r} を w\in W の簡約語とし,対応する双有理射 \mathbb{C}^{r}\rightarrow U^{-}\cap X(w)
を用いて座標環 \mathbb{C}[U^{-}\cap X(w)] を多項式環 \mathbb{C}[t_{1}, . . . , t_{r}] の部分 \mathbb{C}‐代数と同一視する.

命題5.2. \{^{\underline{=}\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subset \mathrm{q}U^{-}] を正値性条件 (\mathrm{P})_{1} を満たす完全基底とする.このときすべての

b\in \mathcal{B}_{w}(\infty) に対して次が成り立つ:

-w-\displaystyle \mathrm{u}\mathrm{p}\in\sum_{a_{1},\ldots,a_{r}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}}\mathbb{R}_{\geq 0}t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r}^{a_{r}}.
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Proof. \mathbb{C}‐代数の埋め込み \mathbb{C}[U^{-}\cap X(w)]\leftrightarrow \mathbb{C}[t\mathrm{i}, . . . , t_{f}] は自然に埋め込み \mathbb{C}[U^{-}\cap X(w\geq k)]\mapsto \mathbb{C}[t_{k}, . . . , t_{f}]
を誘導している.簡約語 \mathrm{i} に対応する双有理射 \mathbb{C}^{r} \rightarrow  U^{-}\cap X(w) の定義より,すべての f(tk, . . . t_{r} ) \in

\mathbb{C}[U^{-}\cap X(w\geq k)]\subset \mathbb{C}[t_{k}, . . . , t_{r}] に対して次が成り立つ:

f_{i_{k}} . f(t_{k}, \displaystyle \ldots,t_{r})=-\frac{\partial}{\partial t_{k}}f(t_{k}, \ldots, t_{r}) . (1)

従って  b\in \mathcal{B}_{w}(\infty) および a\mathrm{i} , . . . , a_{r} \in \mathbb{Z}\geq 0 に対して A_{b}^{(a_{1,}\ldots,a_{r})} \in \mathbb{C} を 菖 \mathrm{u}\mathrm{p}w(b) \in \mathbb{C}[t\mathrm{i}, . . . , t_{f}] における
t_{1}^{a_{1}}\cdots t_{r}^{a_{\'{Y}}} の係数とすると,次が成り立つ:

A_{b}^{(a_{1},\ldots,a_{r})}=\displaystyle \frac{(-1)^{a_{1}+\cdots+a_{r}}}{a_{1}!\cdots a_{r}!}$\eta$_{r,r+1}(f_{i_{r}}^{a_{r}} . ($\eta$_{r-1,r}(\cdots($\eta$_{2,3}(f_{i_{2}}^{a_{2}} . ($\eta$_{1,2}(f_{i_{1}}^{a_{1}} . \overline{=}_{w}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)))))\cdot\cdot
ここで $\eta$_{k,k+1}:\mathbb{C}[U^{-}\cap X(w_{\geq k})]\rightarrow \mathbb{C}[U^{-}\cap X(w_{\geq k+1})] は制限写像である.この等式と正値性条件 (\mathrm{P})_{1} お

よび命題4.9(2) により, A_{b}^{(a_{1},\ldots,a_{r})}\in \mathbb{R}\geq 0 が成り立つ.口

補題5.3. \{\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b) |b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subset \mathbb{C}[U^{-}] を正値性条件 (\mathrm{P})_{2} を満たす完全基底とする.このときすべての

i\in I, b\in \mathcal{B}(\infty) , および k\in \mathbb{Z}_{\geq 0} に対して次が成り立つ:

--\displaystyle \mathrm{u}(\tilde{f_{i}}^{k}b_{\infty})\cdot\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)\in\sum_{b^{J}\in \mathcal{B}(\infty)}\mathbb{R}_{\geq 0^{\underline{=}}}\mathrm{u}\mathrm{p}(b')
.

Proof. すべての i\in I および k\in \mathbb{Z}\geq 0 に対して U(\mathrm{u}^{-})_{\mathrm{g}\mathrm{r},k\mathrm{e}_{i}}^{*}=\mathbb{C}_{-}^{-\mathrm{u}\mathrm{p}}-(\overline{f}_{i}^{k}b_{\infty}) である.そのため \overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(\tilde{f}:b_{\infty})^{k} 欧
\mathbb{C}^{\mathrm{x}}\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(\tilde{f}_{i}^{k}b_{\infty}) が成り立つ.ここで正値性条件 (\mathrm{P})_{2} より \underline{=}\mathrm{u}\mathrm{p}(\tilde{f}_{i}b_{\infty})^{k} \in \mathbb{R}>0\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(\tilde{f}_{i}^{k}b_{\infty}) となるため,再び

(\mathrm{P})_{2} を用いることにより主張が示される.口

命題2.5, 5.2, 補題5.3および v_{\mathrm{i}}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} の定義から次が成り立つ.

命題 5_{\bullet}4. \{\mathrm{E}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b) | b \in \mathcal{B}(\infty)\} \subset \mathbb{C}[U^{-}] を正値性条件 (\mathrm{P})_{1} および (\mathrm{P})_{2} を満たす完全基底とし, b, b' \in \mathcal{B}(\infty)
に対して

\displaystyle \underline{--}\mathrm{u}\mathrm{p}(b) .\overline{=}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b') \in \sum C_{b,b'}^{(b'')_{\underline{=}}\mathrm{u}\mathrm{p}}(b'')
b''\in \mathcal{B}(\infty)

と書く . このとき w \in  W の簡約語 \mathrm{i}= (i\mathrm{i}, \ldots, i_{r}) \in  I^{r}, b \in \mathcal{B}_{w}(\infty) , および k \in \mathbb{Z}\geq 0 に対して

v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}(^{-\mathrm{u}\mathrm{p}}--w(\tilde{f}_{i_{1}}^{k}b_{\infty}))+v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}(^{-\mathrm{u}\mathrm{p}}--w(b))=v_{:}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}(^{-\mathrm{u}\mathrm{p}}--w(\overline{f}_{i_{1}}^{k-\mathrm{u}\mathrm{p}}b_{\infty})\cdot--w(b))

=\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\{v_{\mathrm{i}}^{\mathrm{g}\infty \mathrm{m}}(--w(b'))|b'\in \mathcal{B}_{w}(\infty), C_{\overline{f}_{\mathrm{s}_{1}}^{k}b_{\infty},b}^{(b')}\neq 0\}
が成り立つ: ここで ‘可 \mathrm{n}” は \mathbb{Z}^{r} 上の全順序 < に関する最小元を表す.

帰納法を用いた主結果の証明において,命題5.4がinduction step の議論の鍵となる.
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