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Abstract

筆者は中島啓氏との共同研究 [KN] で, W=6_{n}\ltimes(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{n} に付随する有理Chered‐
nik 代数の spherical 部分代数と,Jordan 簾に付随する量子 Coulomb 枝が同型である
ことを証明した.この結果について解説する.

1 イントロダクション

Coulomb 枝は理論物理学で研究されてきた対象だが,近年中島 [N] によってその数学

的定義が提唱された.続いて Braverman‐Finkelberg‐ 中島 [BFNI] は,cotangent 型と呼

ばれる場合に Coulomb 枝のアフィン代数多様体としての定義を与えた.[BFNI] の定義は
convolution 代数の手法を用いたもので,同時にその量子化 (座標環の非可換変形) も構成

される.

Jordan 簸に付随する場合の Coulomb 枝は,物理の研究では \mathbb{C}^{2n}/W (但し W= \mathfrak{S}_{n} \ltimes

(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{n}) であることがde Boer‐堀‐大栗‐Oz [dBHOO] によって知られており,[BFNI] の

定義がこの結果を再現することは [BFN2] で示された.従って,Jordan簾に付随する場合
の量子 Coulomb 枝は \mathbb{C}^{2n}/W の量子化を与える.

一方, \mathbb{C}^{2n}/W の量子化は,Etingof‐Ginzburg [EG] によって有理 Cherednik 代数を用い

て構成されていた.[KN] の主結果は,二つの量子化が同型な代数を与えることを証明し,
パラメータの対応を決定したことである.

2 \mathbb{C}^{2n}/W の量子化 :有理 Cherednik 代数

n と l を1以上の整数とし, W = \mathfrak{S}_{n} \ltimes (\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{n} を n 次対称群と位数 l の巡回群との

wreath 積とする Etingof‐Ginzburg [EG] に従い, \mathbb{C}^{2n}/W の量子化を導入する.
 $\zeta$ を1の原始  l 乗根とし, $\zeta$_{i} \in (\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{n} を第 i 成分の生成元とする. W の \mathfrak{h}=\oplus_{i=1}^{n}\mathbb{C}y_{i}

への作用を次で定める.

 $\sigma$(y_{i}) =y_{ $\sigma$( $\iota$)} ( $\sigma$\in \mathfrak{S}_{n}) , $\zeta$_{i}(y,.) =$\zeta$^{-1}y_{i}, $\zeta$_{i}\prime(y_{i})=y_{i} (j\neq i)

この作用から,自然に W の \mathfrak{h} \oplus \mathfrak{h}^{*} \cong \mathbb{C}^{2n} への作用が定まる.{防} \subset \mathfrak{h} の双対基底を

数理解析研究所講究録
第2077巻 2018年 36-39

36



\{x_{\mathrm{z}}\}\subset \mathfrak{h}^{*} とする.このとき

\mathbb{C}[\mathfrak{h}] = \mathbb{C}[x_{1}, . . . , x_{n}], \mathbb{C}[\mathfrak{h}^{*}] = \mathbb{C}[y_{1}, . . . , y_{n}]

である. s_{ij} \in \mathfrak{S}_{n} を (i, j) の置換とする.

W に付随する有理 Cherediiik 代数 \mathrm{H}_{n,l} とは, \mathbb{C}W , \mathbb{C} [り], \mathbb{C}[\mathfrak{h}^{*}] で生成され次の定義関
係式を持つ \mathbb{C}[\hbar, c, c_{1}, . . . , c_{l-1}] 上の代数である.

?1)x_{i}w^{-1} =w(x_{i}) , wy_{i}w^{-1} =w(y_{x}) (w\in W)

[y_{i}, x_{\mathrm{z}}] =-h+c\displaystyle \sum_{j\neq i}\sum_{k=0}^{l-1}s_{ij}$\zeta$_{i}^{k}$\zeta$_{j}^{-k}+\sum_{m=1}^{l-1}c_{m}$\zeta$_{i}^{m}
[y_{i;}x_{J}] =-c\displaystyle \sum_{k=0}^{l-1}$\zeta$^{k}s_{ig}$\zeta$_{i}^{k}$\zeta$_{j}^{-k} (i\neq j)

e= \displaystyle \frac{1}{\# W}\sum_{g\in W}g\in \mathbb{C}W を W の自明表現に対応する幕等元とする.

\mathrm{S}\mathrm{H}_{n,l}=e\mathrm{H}_{n,l}e

を \mathrm{H}_{n,l} のspherical 部分代数と呼ぶ. \mathrm{S}\mathrm{H}_{n,l} は \mathbb{C}^{2n}/W の量子化を与える.すなわち

\mathrm{S}\mathrm{H}_{n,l}/ ( \hslash, c , \mathrm{c}\mathrm{l} , . . . , c_{l-1} =0 ) \cong \mathbb{C}[\mathfrak{h}\oplus \mathfrak{h}^{*}]^{W}=\mathbb{C}[\mathbb{C}^{2n}/W]

が成り立つ.

3 量子 Coulomb 枝

Braverman‐Finkelbcrg‐ 中島 [BFNI] は, \mathrm{C} 上の簡約代数群 G とその \mathbb{C} 上の有限次元表現
\mathrm{N} のペア (G, \mathrm{N}) から,可換 \mathbb{C} 代数とその非可換変形を構成した.本稿では G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) ,

\mathrm{N}=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{C}^{n})\oplus(\mathbb{C}^{n})^{\ominus l} の場合を扱うが,以下で説明する構成の部分は (同変パラメータの

数を除いて) 一般の (G , N) で成立する.
n と l を1以上の整数とし, G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) , \mathrm{N}=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{C}^{n}) (‐D (\mathbb{C}^{n})^{\oplus l} (随伴表現とベクト

ル表現 l {固の直和) とする. \mathcal{K}=\mathbb{C}((z)) \supset \mathcal{O}=\mathbb{C}[[z]] とし,

G_{\mathcal{K}}=G(\mathcal{K}) \supset G_{\mathcal{O}} =G(\mathcal{O}) , \mathrm{N}_{\mathcal{O}} =\mathrm{N}\otimes_{\mathbb{C}}\mathcal{O}

とする.

\mathcal{R}=\{(gG_{\mathcal{O}}, x) \in G_{\mathcal{K}}/G_{\mathcal{O}} \times \mathrm{N}_{\mathcal{O}} |g^{-1}x\in \mathrm{N}_{\mathcal{O}}\}

と定義する. \mathcal{R} はSteinberg 多様体のループ群における類似物である.
\mathcal{R} は次に挙げる \mathbb{C}^{\times} 作用を持つ.
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\bullet \mathcal{K}=\mathbb{C}((z)) への \mathbb{C}^{\times} 作用 z\mapsto tz (t\in \mathbb{C}^{\times}) から定まるもの.これを \mathbb{C}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}^{\times} で表す (loop
rotation).

\bullet \mathrm{N}=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{C}^{n})\oplus(\mathbb{C}^{n})^{\oplus l} の各直和成分ごとの \mathbb{C}^{\times} のスカラー作用から定まるもの.

これらをすべて合わせて, \mathcal{R} への \overline{G}=G_{\mathcal{O}} $\lambda$ \mathbb{C}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}^{\times}\times (\mathbb{C}^{\times})^{l+1} 作用を考える Braverman‐

Finkelberg‐ 中島 [BFNI] は, \mathcal{R} の \tilde{G} 同変 Borel‐Moore ホモロジー群を構成し,結合
的な積 (convolution 積) を定義した. \mathcal{A} = H_{*}^{\tilde{G}}(\mathcal{R}) は,1点の同変コホモロジー環

H_{\mathbb{C}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}^{\times}\times(\mathbb{C}^{\times})^{l+1}}^{*}(\mathrm{p}\mathrm{t}) 上の代数である.トーラス作用の同変パラメータを \hslash, c , zi, . . . , zl と
する.つまり,1点の同変コホモロジー環を H_{\mathbb{C}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}^{\times}\times(\mathbb{C}^{\times})^{l+1}}^{*}(\mathrm{p}\mathrm{t}) \cong \mathbb{C}[h_{i}c, z\mathrm{i}, . . . , zi] と同一

視する.

定理3.1 ([\mathrm{B}\mathrm{F}\mathrm{N}2])
\mathcal{A}/ (h, c , zl, . . . , z_{l} =0 ) \cong \mathbb{C}[\mathbb{C}^{2n}/W]

である.

一般の (G_{1}.\mathrm{N}) に対しては, \tilde{G}=G_{\mathcal{O}^{ $\lambda$}}\mathbb{C}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}^{\times} に関する同変ホモロジー群 \mathcal{A}=H_{*} rot ( \mathcal{R} )
G_{\mathcal{O}}\mathrm{x}\mathbb{C}^{\times}

上に積が定義される.これは H_{\times\tilde{\mathrm{u}}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}}^{*} (pt) \cong \mathbb{C}[\hslash] 上の非可換代数だが,[BFNI] によって
\mathcal{A}/ (h = 0) (つまり H_{*}^{G_{\mathcal{O}}}(\mathcal{R}) のこと) は可換であることが示された. {\rm Spec} H_{*}^{G_{\mathcal{O}}}(\mathcal{R}) を

Coulomb 枝と呼び, \mathcal{A}=H_{*}^{G_{\mathcal{O}^{ $\lambda$}}\mathbb{C}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}}^{\times}}(\mathcal{R}) を量子 Coiilomb 枝と呼ぶ.

Coulomb 枝は理論物理学の研究に起源を持つ.上で述べた Coulomb 枝の数学的定義は,

ペア (G, \mathrm{N}) からアフィン代数多様体とその量子化を組織的に構成する手続きを与えたもの

と思うことができる.

4 主定理

これまでに見たように, \mathbb{C}^{2n}/W の量子化が二つの全く異なる方法で与えられる.[KN] で
は,この二つの代数の間の同型を構成し,量子化のパラメータを同定した.

定理41 (小寺‐中島 [KN]) G=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{C}) , \mathrm{N}=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{C}^{n})\oplus(\mathbb{C}^{n})^{\oplus l} のとき

\mathcal{A}\cong \mathrm{S}\mathrm{H}_{n,l}

であり,パラメータの対応は

z_{k}=-\displaystyle \frac{1}{l} ((l-k)h+\sum_{rn=1}^{l-1}\frac{1-$\zeta$^{ $\gamma$ nk}}{1-$\zeta$^{7n}}c_{m})
で与えられる.
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