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Abstract

K 理論的なシューベルト カルキュラスの一般的な問題意識を説明する.2002年に

出版された A. Buch の結果が epoch‐niakiiig である.その後の15年間にどのような
結果が得られたかについて簡単に説明する.最後に,我々が最近得た結果を述べる.

1 一般旗多様体

古典的なシューベルト カルキュラスはグラスマン多様体に対して展開された.その自然

な一般化として一般旗多様体のシューベルト カルキュラスを研究する.そのための基本設

定と記号は以下の通りである.

\bullet  G : 連結複素半単純線型代数群

\bullet  B : G のボレル部分群 (連結極大可解閉部分群)

\bullet  T : B に含まれる極大トーラス

\bullet  B^{-} : B の 「反対」 ボレル部分群,つまり T=B\cap B^{-} となるボレル部分群.

\bullet  W=N_{G}(T)/T : ワイル群と長さ関数 \ell :  W\rightarrow \mathbb{N}.

\bullet  P : 放物型部分群 P\supset B.

\bullet  P に付随して単純ルートの集合 I=\{$\alpha$_{1} , . . . ,  $\alpha$掃の部分集合  I_{P} が定まる.1元集合
I_{P} = \{ $\alpha$ 緑が対応するのは極大放物部分群  P であり,このとき P=P_{k} と書く.ま
た I_{B} =I である.

\bullet  W_{P}\subset  W : s_{i} (i\in I\backslash I_{P}) \# こよって生成される部分群.

\bullet  W^{P} := {w\in W|\ell(ws_{i}) =\ell(w)+1 for all i\in I\backslash I_{P} }.
\bullet 全単射  W/W_{P}\cong W^{P} がある.

シューベルト多様体

シューベルト多様体は W^{P} の元ごとに定義される既約な閉部分多様体である.

\bullet  w \in  W^{P} に対して e_{w} =\dot{w}P\in  G/P と定義する.
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\bullet  G/P=\sqcup_{w\in W^{P}}B^{-}e_{w}. B^{-}e_{w}\cong \mathbb{C}^{\dim G/P-l(w)}.
\bullet  X_{w} =\overline{B^{-}e_{wv\geq $\tau$\downarrow)}}=\sqcup B^{-}e が Schubert variety.

例1.1 (Grassmannian case)

\bullet  G/P=Gr(d, n)= the Grassmannian of d‐spaces in \mathbb{C}^{n}.

\bullet  G=SL_{n}(\mathbb{C}) . W=S_{n}. I_{P} =\{$\alpha$_{d}\} \subset I=\{$\alpha$_{1}, . . . , $\alpha$_{n-1}\}.
\bullet  W_{P}\cong S_{d} \times S_{n-d}.

\bullet  W^{P}= {w\in S_{n} |w(i) <w(i+1) for i\neq d}.
\bullet  W^{P}\cong \mathcal{P}_{d,n} :=\{ $\lambda$= ($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{d}) \in \mathbb{Z}^{d} |n-d\geq$\lambda$_{1} \geq. . . \geq$\lambda$_{d} \geq 0\}.
\bullet  w(i)-i=$\lambda$_{d-i+1} . Denote the Schubprt structure constants by c_{ $\lambda,\ \mu$}^{ $\nu$}.

例1.2 (LG(n))

\bullet  G=Sp_{2n}(\mathbb{C}) . P=P_{\{ $\alpha$\}}.  $\alpha$ : the unique long simple root.

\bullet \} a symplectic form on \mathbb{C}^{2n}.

\bullet  G/P=\{L\subset \mathbb{C}^{2n} | \dim(L)=n, \{u, v\} =0 (u,  v\in  $\Gamma$

=LG(n) : the Lagrangian Grassmannian.

\bullet  W=S_{n} \ltimes \{\pm 1\}^{n}, W_{P} = S_{n} であって, W^{P} は

S\mathcal{P}_{n} :=\{ $\lambda$\in \mathbb{Z}^{n} |n\geq\exists r\geq 0n\geq$\lambda$_{1} >. . . >$\lambda$_{r}>0, $\lambda$_{r+1} =\cdots=$\lambda$_{n}=0\}

と同一視される. S\mathcal{P}_{n} の元を strict partition と呼ぶ.

例1.3 (OG(n))

\bullet  G=SO_{2n+1}(\mathbb{C}) . F=P_{\{ $\alpha$\}}.  $\alpha$ : the unique short simple root.

\bullet \rangle a non‐degenerate symmetric bilinear form on \mathbb{C}^{2n+1}.

\bullet  G/P=\{V\subset \mathbb{C}^{2n+1} | \dim(V)=n, \{u, v\rangle =0 (u, v\in V)\}
=\mathrm{O}G(n) : the maximal orthogonal Grassmannian.

\bullet  W^{P} はやはり S\mathcal{P}_{n} と同一視される.

2 K 理論的なシューベルトカルキュラス

K 理論的なシューベルト カルキュラスの基本問題を述べる.

\bullet  K^{0}(G/P) : G/P 上の局所自由層のなす Grothendieck 群.テンソル積によって環構

造を持つ.

\bullet  K_{0}(G/P) : G/P 上の連接層のなす Grothendieck 群

\bullet  G/P は非特異なので K^{0}(G/P)\cong K_{0}(G/P) と同一視できる.

64



\bullet シューベルト多様体の構造層が基底を与える :

 K_{0}(G/P)=\displaystyle \bigoplus_{w\in W^{P}}\mathbb{Z}[\mathcal{O}_{X_{w}}].
\bullet  K 理論的シューベルト カルキュラス

[\displaystyle \mathcal{O}_{X_{1l)}}]\cdot[\mathcal{O}_{X_{ $\tau$}},] =\sum_{u\in W^{P}}(-1)^{\ell( $\tau \iota$)-l(?l))-\ell(?J)}c_{w,v}^{u}[\mathcal{O}_{X_{u}}].
構造定数 c_{w_{:}v}^{u} は非負整数であることが知られている. \ell(u) =\ell(w)+\ell(v) ならば c_{w}^{u} は

コホモロジー環 H^{*}(G/P) のシューベルト構造定数と一致する. K 理論の場合は \ell(u) >

\ell(w)+\ell(v) であっても c_{w,v}^{u} は一般には零でない.

以下のような結果が知られている.

\bullet  K_{0}(Gr(d, n Buch [1], 集合値の semistandard tableaux を用いて記述される.短

い別証明が I.‐Shimazaki [7] によって与えられている.
\bullet  K_{0}(OG(n)) :  $\mu$= (k) (a row) 「Pieri 規則」 の場合は: Buch‐Ravikumar [2] が証明

した.一般の場合は Thomas‐Yong [13] によって予想が与えられClifford‐Thomas‐

Yong [4] によってその予想が示された.より新しい別な記述が Pechenik‐Yong [8] に
よって与えられている.

\bullet  K_{0}(LG(n)) :  $\mu$ = (k) ( \mathrm{a} row) ’Pieri 規則」 の場合は: Buch‐Ravikumar [2] が証明

した.ピエリ規則の別証明が I.‐Näriise‐Niimata [6] によって与えられている.
‐ 搬の場合は予想さえ得られていない.

この講演の目的は K_{0}(OG(n)) の構造定数の新しい記述の予想を与えることである.特別

な場合 (ピエリ規則) が主定理である.

3 Pragacz の結果と Stembr |\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e} の規則

LG(n)_{i}\mathrm{O}G(n) のコホモロジー環のシューベルト構造定数に関して知られていることを説

明する.

\bullet  LG(n) と OG(n) の場合は同一視 W^{P} \cong S\mathcal{P}_{n} ができることを思い出す.

\bullet Pragacz [9]: [X_{ $\lambda$}]_{LG} は Schur Q 関数 Q_{ $\lambda$}(x) によって表現され, [X_{ $\lambda$}]\mathrm{o}c は P 関数

P_{ $\lambda$}(x) = 2^{-r_{ $\lambda$}}Q_{ $\lambda$}(x) によって表現される.ここで r_{ $\lambda$} は  $\lambda$ の零でない成分の個数で

ある.特に

 c_{ $\lambda,\ \mu$}^{ $\nu$}(LG) =2^{r_{ $\lambda$}+r_{ $\mu$}-r_{\mathrm{v}}}c_{ $\lambda,\ \mu$}^{ $\nu$}(OG)

である.
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\bullet  P 関数の構造定数 c_{ $\lambda,\ \mu$}^{ $\nu$} の組合せ的記述は Stembridge [12] によって与えられた.そ
こでは marked shifted tableaux (後述) という組合せ的対象が用いられた.

\bullet 新しい対象 decomposition tableaux (L. Serrano [10]) による別な規則が最近示
された (S. Cho [3]) 以下に詳しく述べる.

3. \mathrm{i} Schur P‐functions

アルファベッ トとして 1' < 1 < 2'<2<. . . <n' <n を考える.  $\lambda$=($\lambda$_{1} >. . . >$\lambda$_{r} >

0) をstrict partition とする.シフトされたヤング図形は,ヤング図形を各行を右に1 マス

ずつシフトしたものである.それにアルファベットを以下のように書き入れる :

T x^{T}=x_{1}^{1}x_{2_{\backslash }^{X}3}^{26} の4^{X}5

以下の条件が成り立つとき T をmarked shifted tableau と呼ぶ :

\bullet 上から下 | ら右に弱い意味で増加する.

\bullet ゆるされない.

\bullet 対角線上 イムのある文字は入らない.

次のことが大切である :

\bullet  P 関数の表示 (Sagan [11], Worley [14])

P_{ $\lambda$}(x)
:=T :marked shifted

 $\Sigma$
tableau of shape  $\lambda$^{X^{T}}

\bullet  Q_{ $\lambda$}(x) = 2^{r_{ $\lambda$}}P_{ $\lambda$}(x) はI. Schur (1911) によって S_{n} の射影表現の指標を求めるため

に導入された.

3.2 Decomposition \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{u}\times

Cho [3] は  P 関数の構造定数を decomposition tableaux によって記述した.

\bullet \{ 1, . . . , n\} に関するワード w\mathrm{i} w_{r} がhook word であるとは w\mathrm{i} <. . . < w_{s} \geq

\mathrm{t}1)_{s+1} \geq\cdots\geq w_{r} となる s があることである.

\bullet ワード  w\mathrm{i}. w_{r} がdecomposition tableau であるとは正整数の減少列  $\mu$=($\mu$_{1} >

>$\mu$_{l} > があって w を

w=w^{(l)} . w^{(l-1)}\cdots w^{(1)} with length of w^{(x)} =$\mu$_{i},
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と分解した時に 1 \leq  i \leq  l-1 について w^{(i+1)}w^{(i)} のなかで w^{( $\iota$)} がhook subword

であって最大の長さを持つものであることをいう.

 $\mu$ をdccomposition tablcau の形 (shapc) と呼ぶ.例えば,  w=121|1233 は形  $\mu$= (4,3)

のdecomposition tableau である.

ワード w に対して1が現れる個数,2が現れる個数,...を並べてできる \mathrm{N}^{n} の元を w の

コンテントと呼んで  $\omega$ (切で表す.

Serrano は形が  $\lambda$ のdecomposition tableaux に渡る和として  P_{ $\lambda$}(x) が \displaystyle \sum x^{ $\omega$(w)} と表さ

れることを示した.

3.3 Cho の規則

\displaystyle \mathcal{S}\mathcal{P}=\bigcup_{n\geq}{}_{1}S\mathcal{P}_{n} とおく.

定義3.1  $\lambda$ を strict partition とする.ワード  w = w\mathrm{i}. w_{r} が  $\lambda$‐good であるとは

 $\lambda$+ $\omega$(w\mathrm{i}\ldots w_{j}) \in S\mathcal{P} がすべての j \geq  1 に対して成り立つことをいう.

w= 121|1233 は(2, 1)‐good decomposition tableau である :

日 -\rightarrow\subset $\Gamma$\rightarrow 田‐ \rightarrow [田 \rightarrow 1 [田 -\rightarrow 2 旺P -3\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}-\rightarrow 3[\ovalbox{\tt\small REJECT}

定理3.2 (Cho [3]) P 関数の構造定数 c_{ $\lambda,\ \mu$}^{ $\nu$} は  $\mu$ 上の decomposition tableaux であって
 $\lambda$‐goodかつコンテントが  $\nu$- $\lambda$ であるものの総数と一致する.

4  OG(n) の K 理論的ピエリ規則

予想の定式化 :

\bullet 集合値のワード (set‐valued word) とは \{ 1, . . . , n\} の空でない部分集合 w_{\mathrm{t}} の列

w_{1}\cdots w_{r} である.

\bullet 集合値のワード  w\mathrm{i}\cdots w_{r} が集合値の decomposition tableau であるとは w\mathrm{i} \mathrm{x}

\times w_{r} が一定の形  $\lambda$ のd  $\iota$ ) であることである.

\bullet 集合値のワード  w_{1}\cdots  w_{r} の線型化は各 w_{i} の元を大きい順に読んで,えられたワー

ドを繋げることによって得られるワードのことである.

\bullet  $\lambda$ を  S\mathcal{P}_{n} の元とする.集合値 decomposition tableau は  $\lambda$‐goodであるというの

は,その線型化が Cho の意味で  $\lambda$‐goodであることである.

予想4.1 (Cho‐l.‐Nakasuji)  $\lambda$,  $\mu$,  $\nu$\in \mathcal{S}\mathcal{P}_{n} とする. K_{0}(OG(n)) の構造定数 c_{ $\lambda,\ \mu$}^{ $\nu$} は,  $\mu$ 上
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の集合値 decomposition tableaux であって  $\lambda$‐goodかつコンテントが  $\nu$- $\lambda$ であるものの
個数と一致する.

 K 理論的 P 関数 GP_{ $\lambda$}(x) (I.‐Narusc [5]) を用いて予想を証明することを考えている.

この予想と Clifford‐Thomas‐Yong [4] やPechenik‐Yong [8] の結果との関係はわかってい
ない.

定理4.2 ( \mathrm{p}_{|\mathrm{e}\mathrm{r}|} rule (Cho‐I.‐Nakasu」 \mathrm{i}) ) 予想は  $\mu$= (k) の場合に正しい.

Buch‐Ravikumar [2] の KOG‐tableaux と  $\lambda$‐good な集合値 decomposition tableaux
との間の全単射はわかっている.

本研究は科研費  15\mathrm{K}04832 の補助を受けて行われた.
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