
29

複数の零点を指定した場合の最近接多項式

—2重根を持つ場合—

The nearest polynomial with two or more given zeros

—The case where a double root is given—

北見 宗士 関川 浩
SOSHI KITAMI HIROSHI SEKIGAWA

東京理科大学大学院 東京理科大学
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Abstract

与えられた1変数実係数多項式  f と実数  z に対し,  z を2重根として持つ最近接多項式  \tilde{f} の構成法お
よび  f と  \tilde{f} の問の距離を表す式を与える.ただし,距離は2 ノルムで測るものとする.

Abstract

Foı a given real univaliate polynomial  f and a real number  z , we givc a construction method of
the nearest polynomial  \overline{f} with a double root at  z and a distance formula between  f and  \overline{f} , where the
distance is measured by 2‐norm.

1 はじめに

最近接多項式とは,ある性質を満たす多項式の中で,与えられた多項式に最も近いものである.観測デー

タや計算の誤差などによって係数がずれ,本来の性質をみたさなくなった多項式を復元するときなどに利用
される.注目する性質は,与えられた点で零点をもつこと,重複零点をもつこと,多項式が2本以上の場合に

最大公約多項式が1次以上であること,などが挙げられる [1]. 本論文では,重複零点をもつ,という性質を
取り上げ,相異なる2つの零点を指定した場合にすでに知られている結果を,重複零点を指定した場合に拡
張する.

本論文の構成は次の通りである.第2章では最近接多項式の定義をし,先行研究である零点を1つ指定し

た場合の Stetter の定理,相異なる零点を2つ指定した場合の櫻井の結果,そして櫻井の結果を簡潔に表現し

た朝田の結果について説明する.第3章ではまず,櫻井の方法を重複零点の場合に拡張し,与えられた多項

式と最近接多項式との距離を表す式 (以後,距離公式と呼ぶ) を導出する.次に,櫻井の距離公式において1
つの零点を他方の零点に近づけた際の極限を考える.その結果,導出した距離公式と極限値が一致すること

を述べる.また,導出した距離公式をより簡潔な表現に改める.最後にまとめと今後の課題について述べる.
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2 先行研究

この章では,先行研究である Stetter の定理,櫻井および朝田の結果について説明する.

2.1 最近接多項式の定義

以下,  K は複素数体  \mathbb{C} または実数体  \mathbb{R} とする.  \mathbb{P}_{n} を高々  n 次の  K 係数1変数多項式全体がなす  K 上

の線形空間 (  n+1 次元) とし,多項式  f= \sum_{\dot{f}^{=0}}^{n}a_{j}x^{j}\in \mathbb{P}_{n} に対する  \mathbb{P}_{n} 上のノルム  \Vert f\Vert は,係数ベクトル
(ao, . . . ,  aののノルム  \Vert(a0, \ldots, a_{n})^{T}\Vert とする.ただし,  ( ao, . . . ,  a_{n})^{T} は (ao, . . . ,  a_{n} ) の転置を表す.このと
き,最近接多項式を以下で定義する.

定義1 (最近接多項式)
相異なる衿を重複度 mj 以七の零点とする多項式のうち  (j=1, s) ,  \Vert\overline{f}-f\Vert が最小となる  \overline{f}\in \mathbb{P}_{n} を
零点  z_{1},  z_{s} , 重複度  m_{1},  m, に関する  f\in \mathbb{P}_{n} の最近接多項式という.

この設定のもとで最近接多項式は必ず存在することに注意.ただし,一意性は保証されない.

例1

ノルムは  \infty ノルムとし (定義3参照),  n\geq 2 とする.  \tilde{f}\in \mathbb{P}_{n} が,零点  0 , 重複度2に関する  f= \sum_{j=0}^{n} aj   x^{j}\in

 \mathbb{P}_{n} の最近接多項式のとき,   \Vert\overline{f}-f\Vert_{\infty}=\max(|a_{0}|, |a_{1}|) である (この値を  d とおく). よって,  (a_{0}, a_{1})\neq(0,0)
のとき  g= \sum_{j^{=2}}^{n},  bjxj\in \mathbb{P}_{71}.  (|b_{j}-a_{j}|\leq d) は  0 を重複度2以上の零点としてもち,  \Vert g-f\Vert_{\infty}=d だから,  g

も  f の最近接多項式である.すなわち,この場合,最近接多項式は無限に存在する.

2.2 Stetter の定理

零点を1つ指定した場合,最近接多項式について Stetter の定理が知られている.まず双対ノルムを定義
する.

定義2 (双対ノルム)
 \Vert  \Vert を  K^{m} 上のノルム,  v\in K^{m} とする.以下の  \Vert  \Vert^{*} を  \Vert  \Vert の双対ノルムという.

  \Vert v\Vert^{*}:=\sup_{U\in K^{n},u\neq 0}\frac{|v^{T}u|}{\Vert u\Vert}=\sup_
{U\in K^{\gamma\prime\iota},\Vert U\Vert=1}|v^{T}u|
双対ノルムの双対はもとのノルムにもどることに注意  (  \Vert u\Vert^{**} :=\sup_{v\in K^{m},v\neq 0}\frac{|v^{T}u|}{||v||^{*}}=
\Vert u\Vert ) .

定義3 (  p ノルム)
  1\leq p\leq\infty をみたす  p に対し,  K^{m} 上の  p ノルム  \Vert  \Vert_{p} を以下のように定義する.

 \Vert(x_{1}, \ldots, x_{m})^{T}\Vert_{p}:=\{\begin{array}{ll}
\sqrt{|x_{1}|^{p}++|x_{m}|^{p}}   (1\leq p<\infty)
\max(|x_{1}|, \ldots, |x_{m}|)   (p=\infty)
\end{array}
 p と  q の関係を   \frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1(1\leq p_{\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}
q\leq\infty) とするとき,  (\Vert\cdot\Vert_{p})^{*}=\Vert\cdot\Vert_{q} が成立する.ただし,   \frac{1}{\infty}=0,   \frac{1}{0}=\infty
とみなす.

与えられた多項式を  f(x)= \sum_{\dot{j}^{=0}}^{n} aj ♂  =a^{T}x\in \mathbb{P}_{n} とする.多項式  g(x)= \sum_{\dot{j}^{=0}}^{\gamma)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}  (aj +\triangle a_{j})x^{j}=
 (a+\triangle a)^{T}x\in \mathbb{P}_{n} に対して,  s=1,  m_{1}=1 の場合,以下の定理が成り立つ.ただし,  a=  ( aÚ  a.)^{T},
 \triangle a=(\triangle a_{0}, \ldots, \triangle a_{n})^{T},  x=(1, x, x2, . . . , x^{n})^{T} とする.
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定理1 (Stetter の定理 [1])
 f\in \mathbb{P}_{n} と定数  z\in K が与えられたとき,  g\in \mathbb{P}_{n} が  g(z)=0 をみたすならば以下の不等式が成立する.

  \Vert\triangle a\Vert\geq\frac{|f(z)|}{\Vert z\Vert^{*}}
ただし,  z=  (1, z, z2, . . . , z')^{T} とする.また,  \Vert\triangle a\Vert=\Vert g-f\Vert となることに注意.さらに,等号が成立する
多項式  \overline{f} が存在し,これが零点  z , 重複度1に関する  f の最近接多項式である.

2.3 櫻井の結果

ここでは  K=\mathbb{R},  2 ノルムに限定する.なお,2 ノルムの双対ノルムもまた2 ノルムになる.2 ノルムの場
合,最近接多項式が 一 意であることは容易に示せる.相異なる2つの零点を指定し,重複度をそれぞれ1以
上としたとき  (s=2, m_{1}=m_{2}=1) , 次の定理が成り立つ.

定理2 (櫻井 [2])
 f\in \mathbb{P}_{n} , 定数  z_{1}\neq z_{2}(\in \mathbb{R}) が与えられたとき,  g\in \mathbb{P}_{n},  g(z_{1})=g(z_{2})=0 ならば以下の不等式が成り立つ.

 \Vert g-f\Vert_{2}\geq\sqrt{\frac{\sum_{j=0}^{n}(z_{21}^{j}f(z_{1})-\tilde{z}
^{j}f(z_{2}))^{2}}{\sum_{k--0}^{n}\sum_{f--0}^{n-k}(z_{1}^{j}z_{2}^{f}(z_{1}^{k}
-z_{2}^{k}))^{2}}} . (1)

 g が零点  z_{1},  z_{2} , 重複度1, 1に関する  f の最近接多項式のとき等号が成立する.

2.4 朝田の結果

2.3と同じ条件のもとで,櫻井の結果を簡潔な形に表したものが以下の式である.

定理3 (朝田 [3])

 z_{1}=(1, z_{1}, z_{1}^{2}, \ldots, z_{1}^{n})^{T},  z_{2}=(1, z_{2}, z_{2}^{2}, \ldots, z_{2}^{n})^{T} とし,零点  z_{1},  z_{2}(z_{1}\neq z_{2}) , 重複度1, 1に関する  f\in \mathbb{P}_{n}
の最近接多項式を  \overline{f} とする.このとき次式が成立する.

  \Vert\tilde{f}-f\Vert_{2}=\frac{||f(z_{1})z_{2}-f(z_{2})z_{1}||_{2}}
{\sqrt{||z_{1}\Vert_{2}^{2}||z_{2}\Vert_{2}^{2}-(z_{1}\cdot z_{2})^{2}}}.
ここで,分母は  z_{1},  z_{2} で決まる平行四辺形の面積であることに注意.

3 主結果

この章では多項式は実係数  (K=\mathbb{R}) , ノルムは2 ノルムに限り,零点1つ,重複度2以上の場合を扱う.

3.1 距離公式の導出

高々  \ovalbox{\tt\small REJECT}\gamma\iota 次の実係数1変数多項式全体がなす  7t+1 次元の実線形空間  \mathbb{P}_{n} 上で内積を次のように定義する.

定義4 (内積)
 f(x)=a_{n}x^{n}+\cdots+a_{0},  g(x)=b.x^{n}+\cdots+b\'{U}  \in \mathbb{P}_{n} に対して,  f と  g の内積を以下のように定義する.

 f\cdot g=(a_{0}, \ldots, a_{n})\cdot(b_{0}, \ldots, b_{n})=a_{0}b_{0}+\cdots+a_
{n}b_{n}.
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なお,2 ノルム  \Vert  \Vert_{2} はこの内積から誘導される.

[2] の計算法にそって距離公式を導く . 指定された重複度2以上の零点勿を持つような高々  n 次の実係
数1変数多項式全体は,  \mathbb{P}_{n} の  n-1 次元の実線形部分空間をなす.これを琉とし,  V_{2} を巧の直交補空間
とするとき,  \mathbb{P}_{n}=V_{1}\oplus V_{2} と直和分解で表すことができる.  f\in \mathbb{P}_{n} は  f=f_{i}+f_{2}(f_{i}\in V_{1}, f_{2}\in V_{2}) と一

意に書くことができる.このとき,  f_{1} は最近接多項式となり ,  f_{2} のノルムを表す式が距離公式となる.
 \mathbb{P}_{n},  \mathbb{P}_{n-2} の基底をそれぞれ  \{1, x, x^{2}, . . . , x^{n}\},  \{1, x, x^{2}, . . . , x^{n-2}\} ととる.線形写像   h\mapsto(x-z_{1})^{2}h(h\in

 \mathbb{P}_{n-2}) によって  \mathbb{P}_{n-2} と琉は同型であるので,巧の基底  \{v_{1}, v_{2}, . . . , v_{n-1}\} を次のようにとる.なお,以下
では多項式とその係数ベクトルを同一視する.

 v_{i}= (  (X-z_{1})^{2}x^{\dot{x}-1} の係数ベクト)  \ovalbox{\tt\small REJECT} )

 V_{2} の基底を  \{v_{n}, v_{n+1}\},  v_{n}=  ( so,  s_{1} , . . . ,  s_{n}),  v_{n+1}=(t_{0}, t_{1}, . . . t_{n}) とすると,巧の基底と直交すること
から,  i=1,2 , . . . ,  n-1 に対し,

 v_{i}  v_{n=}s_{i+1} — 2  z_{1}s_{i}+z_{1}^{2}s_{i-1}=0,

 v_{i}  v_{n+1}=t_{i+1} — 2  z_{1}t_{i}+z_{1}^{2}t_{i-1}=0.

初期値を  s_{0}=0,  s_{1}=1 と  t\'{U}=-1,  t_{1}=0 として,この関係式より

 v_{n}= (0,1,2_{Z_{1}}, . . . , 71z_{1}^{n-1}) , (2)

 v_{n+1}= (-1, 0, z_{1}^{2}, . . . , (n -- 1)z_{1}^{n}) . (3)

が成り立つ.

 f(X) を  (X-z_{1})^{2} で割り  j 商を  q(x) , 剰余を  sx+t とする.つまり ,  f(X)=(X - z_{1})^{2}q(x)+sx+t , 剰

余を  \backslash X+t=g_{1}+g_{2}(g_{1}\in V_{1}, g_{2}\in V_{2}) と分解すると  f_{2}=g_{2} である.  f を  X について微分すると,

 f^{f}(x)=2(X -- z_{1})q(x)+(X-z_{1})^{2}q'(x)+S であるから,  S,  t は

 s=f'(z_{1}) , t=f(z_{1})-z_{1}f'(z_{1}) ,

である.  sx+t の係数ベク トルを  v_{1} , . . . ,  v_{n+1} の線形結合で表す.

 (t, S, 0, . . . , 0)=c_{1}v_{1}+ +c_{n+1}v_{n+1} (4)

このとき,  z_{1} に関する  f の最近接多項式  f^{\sim}=f-(c_{n}v_{n}+c_{n+1}v.+1)(=f_{1}) であり ,  f との距離

 \Vert\tilde{f}-f\Vert_{2}=\Vert c_{n}v_{n}+c_{n+1}v_{n+1}\Vert 2(=\Vert f_{2}
\Vert_{2}) (5)

である.

また,(4) 式の両辺と  v_{n},  v_{n+1} の内積を取ることにより ,  c_{n},  c_{n+1} は以下のように表すことができる.

 c_{7L} \prime=-\frac{(v_{n+1}.v_{n+1})s.+(v_{n}.v_{n+.1})t}{(v_{n}.v_{n+1})^{2}
-(v_{n}v_{n})(v_{n+1}v_{n+1})},
 c_{n+1}= \frac{(v_{n}v_{n+1})s.+(v_{n}.v_{n})t}{(v_{n}.v_{n+1})^{2}-(v_{n}v_{n}
)(v_{n+1}v_{n+1})}.

 c_{\gamma t}.,  c_{n+1} を上記の距離の式 (5) に代入して以下を得る.

 \Vert\overline{f}-f\Vert 2=\sqrt{\frac{\sum_{j^{=0}}^{n}(jz_{1}^{j-1}f(z_{1})-
z_{1}^{j}f^{/}(z_{1}))^{2}}{\sum_{k_{-}^{-0}}^{n}\sum_{f--0}^{n-k}(k\cdot z_{1}^
{2_{f}}z_{1}^{k-1})^{2}}} . (6)

Mathematica を用いて上記過程の検算および簡略化を行なった (図1).以上をまとめて定理4が得られる.
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定理4

 f^{\sim}\in \mathbb{P}_{n} を重複度2以上の重複零点  z_{1}\in \mathbb{R} に関する  f\in \mathbb{P}_{n} の最近接多項式とする.

 \bullet z_{1}\neq\pm 1 のとき

 \Vert\overline{f}-f\Vert_{2}=\sqrt{\frac{\nu}{\delta}}.
ここで,

 \nu=  (z_{1}^{2} — 1  )(  (n^{2}z_{1}^{2n+4} -- (2n^{2}+2n - 1) z_{1}^{2n+2}+(n+1)^{2}z_{1}^{2\prime} -- 
z_{1}^{2} -- 1)f(z_{1})^{2}
‐  2z_{1}  (z_{1}^{2} — 1  )  (nz_{1}^{2n+2}-(n+1)z_{1}^{2\prime}+1)f(z_{1})f'(Z1)

 +(z_{1}^{2}-1)^{2}(z_{1}^{2n+2}- 1)f'(Z_{1})^{2}) ,

 \delta= ((z_{1}^{2n+2} -- 1) +(n+1)(z_{1}^{2} -- 1)z_{1}^{n})((z_{1}^{2n+2} -- 
1) -- (n+1)(z_{1}^{2} -- 1)z_{1}^{n}) .

 \bullet z_{1}=\pm 1 のとき

 \Vert\overline{f}-f\Vert 2=\sqrt{\frac{2n(2n+1)f(Z_{1})^{2}\mp 12nf(z_{1})f'(z_
{1})+12f'(z_{1})^{2}}{n(n+1)(n+2)}}.
3.2 極限値

定理2で示した (1) 式の右辺において  z_{2} を  z_{1} に近づけた極限値が,定理4で示した式と一致することを
述べる.そのままでは   \frac{0}{0} 形の不定形なので,極限値を計算するために,(1) 式の右辺根号内の分子,分母を以
下のように変形する.

(分子)  =   \sum(z_{2}^{\dot{j}}f(Z_{1}) -z_{1}^{j}f(Z_{2}))^{2}
 j=0

 = (z_{2}-z_{1})^{2} \sum^{n}\frac{(z_{2}^{f}f(Z_{1})-f(Z_{2})z_{2}^{\dot{f}}+
f(Z_{2})Z_{2}^{\dot{j}}-z_{1}^{j}f(Z_{2}))^{2}}{(z_{2}-z_{1})^{2}}
 j=0

 = (z_{2}-z_{1})^{2} \sum_{j=0}^{n} (-z_{2}^{\dot{f}}\frac{f(z_{2})-f(Z_{1})}{z_
{2}-z_{1}}+f(Z_{2})\frac{z_{2}^{f}-z_{1}^{j}}{z_{2}-z_{1}})2
 = (z_{2}-z_{1})^{2} \sum_{j=0}^{n} (-z_{2}^{\dot{j}}\frac{f(Z_{2})-f(Z_{1})}{2-
Z1}Z+f(Z_{2})\sum^{j}z_{2}^{j-l}z_{1}^{l-1})2,í  = l

 n n-k

(分母)  =   \sum\sum  (z_{1}^{\dot{j}}z_{2}^{j} (z_{1}^{k} -z_{2}^{k}))^{2}
 k=0j=0

 n n-k

 =   \sum\sum (  Z縄 (  z_{2}^{k}  -Z_{1}k ))
 2

 k=0j=0

 =  \sum_{k=0}^{n}\sum_{j=0}^{n-k} (z_{1}^{f}z_{2}^{j}(Z2-z_{1})\sum^{k}z_{2}^{k
-l}z_{\~{I}}^{l-1})2 1=1

 = (Z2-Z1)^{2} \sum_{k=0}^{n}\sum_{j=0}^{n-k} (Z_{1}^{f}Z_{2}^{\dot{f}}
\prime\sum^{k}z_{2}^{k}-l_{z_{{\imath}}^{l-1}})2, l=1
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したがって,  z_{2} を  z_{1} に近づけると,   \frac{f(z_{2})-f(z_{1})}{z_{2}-z_{1}} が  f'(z_{1}) になることに注意して,

  \frac{\sum_{j=\'{U}}^{n}(-.z_{2}^{j}\frac{f(z_{2})-f(1)}{z_{2}-z_{1}}+f(z_{2})
\sum_{l=1}^{\dot{f}}}{\sum_{k=0}^{71}\sum_{j=0}^{n-k}(z_{1}^{j}z_{2}^{j}\sum_{l=
1}^{k}z_{2}^{k-l}z_{1}^{l-\`{i}})^{2}}arrow\frac{\sum_{j=0}^{n}(-z_{1}^{j}f'.(z_
{1})+f(z_{1})\sum_{l=1}^{j}z_{1}^{j-l}z_{1}^{l-1})^{2}}{\sum_{k=\'{U}}^{n}
\sum_{j=\'{U}}^{n-k}(z_{1}^{2j}\sum_{l=1}^{k}z_{1}^{k-l}z_{1^{-1}}^{f})^{2}}
 =\underline{\sum_{j=0}^{n}(-z_{1}^{j}.J'(z_{1})+f(z_{1})\sum_{l=1}^{\dot{j}}
z_{1}^{\dot{j}-1})^{2}}

  \sum_{k=0}^{n}\sum_{j=0}^{71.-k}(z_{1}^{2j}\sum_{l=1}^{k}z_{1}^{k-1})^{2}

 = \frac{\sum_{j=0}^{n}(jz_{1}^{j-1}f(z_{1})-z_{1}^{j}f'(z_{1}))^{2}}{\sum_{k=0}
^{n}\sum_{\dot{f}^{=0}}^{n-k}(kz_{1}^{2_{\dot{j}}}z_{1}^{k-1})^{2}}
となり,(6) 式の根号内を得る.この式を簡略化したものが定理4となることに注意.なお,NIathematica を

用いて極限値を計算することもできる (図2).

3.3 簡潔な距離公式

定理4を朝田の方法にそって書き直す.  z_{1}=(1, z_{1}, \ldots, z_{1}^{n}) ,  z_{1}^{f}=(0,1, \ldots, nz_{1}^{n-1}) とする.任意の  g\in V_{1}

に対し,

 g\cdot z_{1}=9(z_{1})=0, g\cdot z_{1}'=g'(z_{1})=0

なので,  z_{1},  z_{1}'\in V_{2} である.ここで,(2), (3) 式より,以下の式が成り立つ.

 v_{n}=z_{\^{I}}', v_{n+1}=z_{1}z_{1}'-z_{1}.

これを  c_{n},  c_{n+1} の式に代入し,(5) 式を計算すると,以下の定理5を得る.

定理5

 z_{1}=(1, z_{1}, z_{1}^{2}, \ldots, z_{1}^{n})^{T},  z_{1}'=(0,1, z_{1}, \ldots, nzi^{-1})^{T} とし,  \tilde{f}\in \mathbb{P}_{n} が重複度2以上の重複零点  z_{1}\in \mathbb{R} に関
する  f\in \mathbb{P}_{n} の最近接多項式のとき,次式が成立する.

  \Vert f^{-}-f\Vert_{2}=\frac{||f'(z_{1})z_{1}-f(z_{1})z_{1}^{f}\Vert_{2}}
{\sqrt{||z_{1}||_{2}^{2}||z_{1}\Vert_{2}^{2}-(z_{1}\cdot z_{1})^{2}}}.
ここで,分母は  z_{1},  z_{1}' で決まる平行四辺形の面積であることに注意.

4 おわりに

実係数1変数多項式,重複度2以上の実零点を指定した場合かつ2 ノルムの条件下で,櫻井の結果を拡張
することができた.加えて,朝田の定理と同様にベクトルを用いた簡潔な表現に改めた.

本研究の今後の課題について述べる.今回は実係数,実零点に限って研究を進めてきた.しかし,複素係
数1変数多項式や複素零点が与えられた場合がまだ残されている.また,2 ノルムに限り議論してきたが,
Stetter による定理1のように,任意のノルムに対する複数の零点を指定した場合の最近接多項式の考察も

残っている.ただし,  \infty ノルムについては一部の結果が Sekigawa によって得られている [4].
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畷  1B8

 Element[z , Realsl ;
陳素 映鋤唄域

Eleebent [  z1 , Reals] ;
擦素 映数鰻域

Eleenent[z2, Realsl;
陳素 [数鰻域

Elemrnt  [n , Integersl ;
 \lfloor要素  \lfloor彊敗領域

f【  z】;

 s\cdot f'[z] ;

 t . f【  zl-z\bullet s ;

vnVn −  Slp1.i.fy[単  k^{Sun[(i_{t}z^{A}(I-1))^{\alpha}2}, \{i, e, n\}1] ;
VnlVnl  s[\bullet i_{\overline{m}}^{Su[}((i-1)

 \bullet  z^{A}i\}^{\alpha}2,  \{i , e, n\}|1 ;

VnVnl B SimpU  fyu^{Sum[}  (i\bullet z^{A}(i-1))r((i-1 }  ez^{A}i }  , \{i , e, n\} ]];火 単な

《  \bulletVnVn18Vn  \iotaVnである.》

h凶  \triangleright(\bullet Cn の分母  \bullet 》

Cndenoni nator  - Simpli fy tVnVnl  A2- VnVn  \bullet VnlVnl] ;
 m単な形式に

《  \bullet Cnの分子  \bullet )
Cnnunerato  r . Slmptl fy [VnlVnl  \bullet s ◆ VnVnl  \bullet t】;

頃単な形式に

Cn  z Sinplt fy [  - Cnnumerator/Cndenomi nato  r];
旧単な形式に

 lg\triangleright 《  \bullet Cnlの分冊.cnの分s.)
Cnldenomi nator ssiuPli fy [  VnVnl^{\lambda}2- VnVn r VnlVnl];

頃単な形式に

《  \bullet Cnlの分子.》
Cnlnuleerator  s Simplify tVnVnl  \bullet  s* VnVn  \bullet  t1 ;

旧単な形式に
 Cnl . SimpU fy [ Cnlnunerator/ Cnldenomi nator] ;

旧単な形式に

 \Psi\triangleright(\bullet I1\cdot I1_{-}2の二乗.⑧
ans . S$mpli fy[VnVn  \bullet Cn  \prime 2\iota 2\bullet Cn  \bullet Cnl  \bullet VnVnl  \bullet VnlVnl  \bullet  Cn1^{A}2 ]

胆1単な形式に

 \alpha\pi v((-\iota*z^{2})((-1-z^{2}*(\iota*n\rangle^{2}z^{2\mathfrak{n}}*(1-2 n‐2  n^{2}|z^{2\bullet 2n}*n^{2}z^{l\bullet 2\mathfrak{n}}1f[z1^{2}-

2  z (  -l+z^{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} (1− 《  1+n )  z^{2n}*nz^{2\cdot 2\mathfrak{n}} .  f 【  z]f'[z]*(-l\star z^{2})^{2}(-l+z^{2*2\mathfrak{n}})f[z]^{2} )  )/
 (1-(1*n\rangle^{2}z^{2n}*2n(2*n)z^{2\cdot 2n}-(1*n)^{2}z^{4\cdot 2n}*z^{4\cdot 
2n})

図1: Mathematica による (6) 式の検算および簡略化
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(  \bullet櫻井の式から極限値を求める.以下は式の根号内についての計算  \bullet 》

sDenomi nator  m Simpli fy  [ \sum(\mathfrak{x}^{-} (zl \prime j\bullet z2^{\lambda}j\bullet (zl \wedge k- 
z2 \wedge k\})\lambda 2)] ;
[単な形式に  \varepsilon  \varepsilon

sNumerator  m Simpli fy  [ \sum(z2^{A}j \bullet f[z1]-z1^{\hslash}j\sim f [z2]\}A2] ;
[単な形式に9

sf  s FullSimpli fy  [ \frac{sNumerator}{sDeno\min ator}] ;
 \lfloor完全}こ  M 約

 (\bullet z2 to  z1 ,》

  \lim\Leftrightarrow Limit [sf,  z2arrow zl , Assumptions . n  > O&& zl  >0u z2 〉  e , Analytic  arrow True]
 \lfloor極限  \lfloor仮定の指定  \alpha

 ((-1+z1^{2})
 ( (  -1-z1^{2}+(1*n)^{2}z1^{2n}+(1-2 n‐2  n^{2})z1^{2+2n}*n^{2}z1^{4\cdot 2n} )  f[z1 】  2_{-2} zl  (-1*z1^{2})

(  1-(1+n)z1^{2} “  +nz1^{2\cdot 2n} )  f [  z1]  f’[  z1]  *(-1+z1^{2})^{2}(-1+z1^{2\cdot 2n})f'[z1]^{2}))/
 ((-1+(1*n)z1^{n}-(1\div n)z1^{2*\mathfrak{n}}*z1^{2+2n}) (  -1-(1+n 》  zl^{n}*(1*n)z1^{2*\mathfrak{n}}\div z1^{2+2n}) )

図2: Mathematica による定理2(1) 式の極限値の計算
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