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SubdirectProduct 群の作る

coherent configuration の計算

Computation of coherent configurations

formed by SubdirectProduct groups

宮本泉 *
IZUMI MIYAMOTO

Abstract

Let G be a transitive  g1^{\cdot}|oup and let  \sigma be an automorphism of  G . We compute the coheıent
configuration formed by the SubdirectProduct group  \{(g, g^{\sigma})|g\in G\} . There exist some interesting
examples among such coherent configurations, while those formed by  GaI^{\cdot}e tl

 \cdot

iviaı. We computed such
SubdirectProduct gıoups for many transitive  gr.oups of small degree. We arc interested in such cases
that the automorphism groups of the coherent configuration and of the group  G itself are coincident
with each other.

1 はじめに

 G は集合  \Omega=\{1, 2, , n\} 上の置換群,  \Omega^{2}=\{(i, j)|i, j\in\Omega\} とする。  G の  \Omega^{2} への成分ごとの作用の
orbit 全体が cohecent configuration [2] となる。

 \Omega 上可移な群  G とその自己同型  \sigma を使って、  G と同型な SubdirectProduct 群  \{(g, g^{\sigma})|g\in G\} を構成す
る。この群は、  \Omega\cup\Omega のコピー上の orbit 2個の置換群となる。

 G の作る cohe  (ent configuration が白明なものであっても、前述のように構成した  G のSubdirectProduct

群が興味深い coherent configuration となる例がある。そこで、多くの次数の小さい可移な群に対して Sub‐

directP(oduct 群を計算し、その coherent configuration を調査する実験を行った。実験結果において、とく
に、その自己同型群がもとの群  G と同型となる場合の考察を行った。
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2 置換群

1 2 3

2 3

番号の移し方 : 巡回置換表示 : (1, 3, 2)

アミダくじをつなげて  \sqrt{} )

(1, 3, 2)  = (1, 2) (2, 3) :群の計算

アミだくじ“全体” (置換全体) でできる群とその元の個数

Sym  (n)=\langle(1,2) , (2, 3),  \cdot\cdot\cdot ,  (n-1, n)\rangle (対称群)

 (i, i+ \^{I}) たち : 生成元

 |Sym(n)|=n! (“注” : おなじくじでも横線の入れ方はいろいろある)

いろいろな置換群 (特定のアミダくじたちで生成される群)

 G=  \langle g_{1},  g_{2} , ,   g_{r}|9i\in Sym  (n)\rangle

[定義] 置換群の orbit : 群の作用によって番号の移る範囲。

[{列] Sym (3)  =  \langle (1, 2),  ( 2,   3)\rangle

(1, 2) (2, 3)
1  arrow 2  arrow  3 orbit は  \{\Omega\} (個数1個)

[例]   C_{3}=\langle(1,3,2)\rangle

1  (1, 3,2)arrow 3(1,3,2arrow 3 orbit }  \ovalbox{\tt\small REJECT}\{\Omega\}((

[定義] 置換群の orbit が1個となるとき、可移という。
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3 coherent configuration

置換群の考察において、可移でないときは、通常、orbit ごとの可移群を調べることをする。本発表では、

可移でない群の orbit 間の関係に注目している。そのために、  \Omega 上の置換群の  \Omega^{2} への作用を見る。

 \Omega^{2} 上の orbit :  \Omega^{2}=\{[i, j]|i, j\in\Omega\} へは各成分ごとに作用させる。

 [\mathfrak{l}F^{1}\rfloor] Sym(3)  = {(ı, 2),  (2,3)\rangle 3 1 2

[1, 1]
 (arrow[2,2]1,2)(arrow[3.3], (2,3)1

番目の
 o(b1t)  3|,  1| 3[1, 2]  arrow [2, 1]  arrow [3, 1]

 ( 2,   3)\downarrow
[1, 3]  arrow[2,3]arrow[3,2] (  2 番目のorbit)

orbit は{  \{[1,1],  [2,2],  [3,3]\} と  \{[1,2] , , [3, 2]}} になり、個数2個となる。
[例]   C_{3}=((1,3,2)\rangle (1,3,2)  (1,3,2)^{2}  (1,3,2)^{3}=()
 [1,1]arrow[3,3]arrow[2,2], (  1 番目のorbit)
 [ 1,  2]arrow[3,1]arrow[2,3] , (2番目のorbit)  | [ 2,  1]arrow[1,3]arrow[3,2] (  3 番目のorbit)

orbit は

{  \{[1,1],  [2,2],  [3,3]\},  \{[1,2],  [2,3],  [3,1]\} および  \{[2,1],  [3,2] , [1,3]}} になり、個数3個となる。

orbit の行列表示 :

orbit に、適当に、1番目のorbit、2番目のorbit と番号付けをして、  [i, j]\in\Omega^{2} が  k 番目のorbit に入る

とき、  [i, j] 成分の値を  k とするように行列を定義する。上に挙げた例の行列は下のようになる。

 1 2 3 1 2 3

 [\{F^{1}\rfloor]Sym(3) :  321  (\begin{array}{lll}
1   2   2
2   1   2
2   2   1
\end{array}) [例]  C_{3} :  321  (\begin{array}{lll}
1   2   3
3   1   2
2   3   1
\end{array})
[定義]  \Omega 上の置換群の  \Omega^{2} 上の orbit の行列表示をもって、置換群の作る coherent configuration とする。とく

に、置換群の  \Omega 上の orbit の個数が1個、すなわち、  \Omega 上で可移のときの置換群が作る coherent configuration

を association  scheme[3] という。

前述の例は association scheme となっているÛ

本研究では、置換群の orbit 間の関係を考察することを目的としている。そのときに、orbit が2個で、各

orbit ‐h faithful な場合が基本となると考えて、そのような群を SubdirectProduct によって構成して実験を

行う。

2つの自明な例 :  \Omega=\{1,2,3,1', 2^{f}, 3'\}
 [ (7^{1}\rfloor] G= \langle (1,2)(1', 2'), (2,3)(2', 3'))\cong Sym(3)

 \Omega 上の orbit : 2個
3 3’ 1 1’

 \{\{1,2,3\}, \{{\imath}\prime, 2\prime, 3^{f}\}\}

 \Omega^{2} 上の orbit : 8個  |  |,  | (\{1,2,3\} と  \{1', 2', 3'\} で

同じ作用なので)
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 [\{7^{1}\rfloor]  \Omega=\{1,2,3,3', 2', 1'\} 3  3' ’ 1  \prime 1'

 G=\langle(1,2)(1', 2^{f})
,  |  | ,  |  |(2, 3)  (2', 3^{f})\rangle

 \cong Sym(3)

2つの例の行列表示は番号の並べ方が違うだけ (共役) となっている。

 1 2 3 1' 2^{f} 3' 1 2 3 3' 2' 1'

 332211 (_{8}^{1}6822 868221 688221 443775 434757 443577) 332211 (_{8}^{1}6822 
868221 886221 443577 434757 344775)
[注] これらの例では、それぞれの置換の {1, 2, 3} 上の作用から、  \{1', 2', 3'\} 上の作用が1つだけ定まり、

また、逆も同様となっている。このようなとき、各0rbit 上faithful という。

[例]  G=\langle(1,2,3,4,5,6,7)(1', 2^{1},3', 4', 5', 6', 7^{l}),  (1,2)(3,6)(1', 2')(4', 7')\rangle

1 2 3 4 5 6 7 1’ 2’ 3’ 4’ 5’ 6’ 7’

 643252'4'3'16'75'1'7'[_{5}^{1}333333575757 33333375175755 33333355715577 
33333355175577 33333355575717 33333355755177 33333377555751 46444662888888 
64644482868888 46664448888288 64464688848288 44466468888288 46644486888882 
46444668888288J
この例の作り方 : GAP‐ システム [1] を使う。
GAP‐ システムの可移置換群のデータのうちのTransitiveGroup(7, 5) 2 (困に SubdirectProducts を使ってでき
る群の Ì つ。  \Omega=\{1,2, , 7, 1', 2', , 7'\} として、見やすい番号付けをした。

TransitiveGroup(7, 5)  =  ((1,2,3,4,5,6,7),  (1,2)(3,6)\rangle
 \cong  \{ (1, 2,3, 4, 5, 6, 7),  (1,2)(4,7)\}\cong G

 G の  \Omega 上の orbit は2{固、{1 , 2, , 7},  \{1', 2^{f}, , 7'\} となり、  G の各 orbit上の作用はTcansitiveGcoup(7, 5)
と同じになる。したがって、  G は各  o(bit 上で、TcansitiveGroup(7, 5) と同じassociation scheme を作る。それ
らは下のようになる。このような  \Omega^{2} 上の orbit の行列表示を、単位行列になぞらえて  I と示すことにする。
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1 2 3 4 5 6 7 1’ 2’ 3’ 4’ 5’ 6’ 7’

 6437521 (_{3}^{3}333\mathfrak{Z}1 3333331 3333331 3333331 3333331 3333331 
3333331) 6'4'3'5'2'71^{f}(8888882 8888828 8888882 8882888 8888882 8888882 
8888882]
これらは7次対称群 Sym(7) の作る association scheme と同じになる。したがって、association scheme から
はTransitiveGroup  (7,5) は得られない。しかし、TransitiveGroup(7, 5) をorbit 2個の SubdirectProduct 群と
して表すことによって、それが作る coherent configuration として T(ansitiveGroup(7, 5) が得られる。その説
明を次に示す。

1’ 2’ 3’ 4’ 5’ 6’ 7’ 1  f  2'  3'4'  5^{f}6'  7^{f}

 4365271  (4644664 4464646 4464664 4664464 4446646 4446646 4664446)  6543271(666
6 6  6\backslash 

6 6

6 6 6

6 6 6

 6 6 6

6 6

6  6 /

 \{ 1, 2, ,  n\}\cross\{1', 2', \cdots, n'\} 上の orbit の作る行列は、7点上の射影平面のつくる対称2デザインとなっ

ていることが分かる。実際、TransitiveGroup  (7,5)\cong PSL(3,2) である。

orbit の個数の少ない coherent configuration について、  \{ 1, 2, ,  n\}^{2} と  \{1', 2', , n'\}^{2} の上での orbit 2
(困、  \{ 1,2,  \cdots ,  n\}\cross\{1', 2', \cdots , n^{f}\} の上での orbit 2{同、したがって、  \{1', 2', \cdots , n'\}\cross\{1,2, \cdots , n\} 上での
orbit も2個となるときは、一般に、すなわち、置換群から作られるものではないときでも、容易に、対称

2デザインが得られると知られている。このcoherent configuration を対称2  \overline{T}^{\backslash }\backslash ザイン型ということにする。

4 実験方法

GAP‐ システムの置換群のデータ

TransitiveGroup  (|\Omega| , num  ) (  |\Omega|\leq 30 の可移な群すべてのデータ)
PrimitiveGroup  (|\Omega|, num)  (|\Omega|<2500)
そのなかで、  \Omega のサイズが小さいとき、本実験では、TransitlveGroup に対して、  \Omega のサイズが小さい方か
ら順に調べることにした。

実験方法として、群の直積も含む、すべての SubdlrectProduct 群を構成する SubdirectProducts では、条

件が広すぎて計算が終わらない。そこで次の手順で、データの群  H と同型な 0rbit 2個の置換群  G (のすべ
て  ) を構成する。

AutomorphismGroup(H) :  H の自己同型群

lnnerAutomorphismsAutomorphismGroup :

AutomorphismGroup のなかで、自明な coherent configuration を与えることが分かっている部分群
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RightTransversal :

AutomocphlsmGroup のなかで、自明でない coherent configuration を与える可能性のあるものの代表
なを、lsConjugatorlsomorphism で、自明なものかどうかを判別できる。

SubdirectProduct(  H,  H , id, aut) :

id は恒等写像、   aut\in RightTransversal でorbit 2{同の群  G を構成

 \Rightarrow G のorbit から coherent configuration の行列、それらの同型類、および、「自己同型群」 を計算

このとき、自明なものかどうかは、行列を見ればすぐ分かる。

SubdirectProduct 群たちの同型類も考えられるが、その計算はいくつかの場合について実験するにとと

めた。

自己同型群の計算には、  assoclat_{1}on scheme の構成実。験を行ったときに作った GAP‐ 言語によるプログラ

ムを応用した。

5 実験結果

次数  |\Omega|\leq 16 まで実験済 (計算結果は未整理)
 T(ansitiveGroup の個数

 |\Omega| 5 6 7 8 9 10  11 12 13 14 15 16 17 18

個数 5 16 7 50 34 45 8 301 9 63 104 1954 10 983

自己同型群として得られる群の個数

AS 3 8 4 21 12 13 4 59 6 16 24 206

(as) 25 222
CC  0  0 1 6 3 1 1 15 1 4 3 171

AS : 可移な群の作る assocatlon scheme の個数

(as) : association scheme の個数
 CC : 本実験の方法で作られる coherent configuration の自己同型群として得られる群の個数

計算結果の整理について

coherent configuration の自己同型群は、cohe  (ent configuration の示す  \Omega^{2} 上の orbit をもつ最大の群とし
て与えられる。多くの場合で  G\subset\wedge 自己同型群が成立するので、ここから元の群  H (の1つ) が復元可能かど
うかという疑問が残っている。したがって、cohe  (ent conflguration の同型類の分類だけで十分かどうかが不
明である。

計算が困難だった場合
 H  |H|  | RightTransversal  | (Nocmalizer)

TransitiveGroup(ı6, 3) 16 20160 1
TransitiveGroup(16, 197) 128 40230 30

TransitiveGroup(16, 325) 128 43008 256

TransitiveGroup(16, 1125) 1024 36864 1024

対処方法

Normalizer(Sym  (\Omega),  H ) は Conjugatorlsomorphism を与える  AphG の部分群となる (逆も
真  ) 。この部分群を利用すると、多くの場合で、RightTransversa1の個数を減らすことができる。
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サイズの大きいときの実験例 :  |\Omega|=64

PrimitiveGroup(64, i) NrPrimitiveGcoups(64)  =74 なので、  i=1,2 , , 74。
association scheme の自己同型群になる群 16 {圃

coherent configuration の自己同型群として得られる群1(圃 (対称2デザインを与える)
(自明でない coherent configuration としては 3 {同)

本実験に関連する GAP のコマンドについて

 SubdirectProduct\underline{s} は、群  H と群  K との準同型写像の  \ovalbox{\tt\small REJECT}_{C}1ass ” の代表による SubdirectProduct の全体を構

成する。つまり、本実験より一般的な条件の群が構成される。しかし、  \ovalbox{\tt\small REJECT}\approx c1ass ” でまとめた結果であるにも

かかわらず、可移群すべてを対象にしたとき、計算が終わらないことが多かった。出力される群の個数が多

くなりすぎるようである。そこで、条件を本実験のように設定することとした。ただし、元の群が単純群の

ときには、上の一般的な設定の計算で十分である。本実験のあと、perfect な群のときで一般的な設定では
計算できて、本実験の方法では計算が終わらない例が見つかっている。

以下に、関連する GAP のコマンドを挙げる。

AllHomomorphismClasses:群  H から  K への準同型写像の  K‐共役  \mathfrak{l}-c1ass^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\uparrow} の代表全体の構成。  (Automo\vdash

phism より一般的な設定になっている。)
AllAutomorphisms : 群  H から  H への  \Pi\overline{o}_{R}^{F^{1}J} 写像の全体の構成。  (^{--}dass ’‘ にまとめられていない。) その個

数は lAutomorphismGcoupl になる。

6 計算例

coherent configuration の行列表示について右上部分と左上部分のみを示すことにする。
1  n  1'  n'

 n1:.1^{f}:  ( EiA2iT B\lrcorner_{i}fi.\}^{-} ) 右G(([i \Lambda転‐,B‐‐ \backslash 上j \hat{}の発 \ovalbox{\tt\small REJECT}\llcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}]
 \Omega

ととt \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}J‐2左L列[のi1 \rfloor下,O, \downarrowの \ovalbox{\tt\small REJECT}jBで, \Lambda関o] \square 関rはでは(b) '\not\simeqt \ovalbox{\tt\small REJECT}i  \ovalbox{\tt\small REJECT}t—[)i,致j’]  \Rightarrowと
 [j', i]

で一致左上と右下では、元の群  H と同じ

 n'
 H の作る assoclation scheme になる

 G の  o(bit が2個のとき、その coherent configuration の行列の型の例を示す。
一般の場合 自明な場合 対称2デザイン型

 (\begin{array}{ll}
A   B
tB   C
\end{array})(\begin{array}{ll}
A   I
I   A
\end{array}) ,  (\begin{array}{ll}
A   J
tJ   C
\end{array})(\begin{array}{ll}
I   B
tB   I
\end{array})
 I : 単位行列型、  J : all 1行列型 (  \Omega^{2} のこの部分の orbit が1個) (本実験では、  A=C )
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 [\{7^{1}\rfloor]  t8n22=T(ansitiveG(oup(8,22) 、Subdi(ectProduct 群2{圃

左上 (2個同じ)  =(64361  6643{\imath}  43455  44551  44655  44655  36651  36651 ] t左両8n方上31
 \Omega

Dと1、「
 1

分もそ
 \backslash 

のassociation s chemet8n22,|t8n22|=32のorder [は  |t8n3l|=64

4 4 1 3 6 6 5 5 の自己同型群 Aut(AS) は

5 5 6 6 1 3 4 4 全体の coherent configuration
5 5 6 6 3 1 4 4 の自己同型群 Aut(CC) は、

右上  =(89988877  99887878  89988778  99887887  88889797  88889977  88889977  98888977],  (99799777  99977977  99997777  99977779  99797797  99997777  99979777  99997777]
 [ffi1\rfloor]  t8nl5 :  |t8nl5|=32 , Aut(AS)  =t8n35,  |t8n35|=128 , Aut(欧  C )  =t8nl5

左上  =(44355551  43455551  44355551  44355551  44355551  35555441  44355551  44555531] , 右上  =(121210108866  101012126868  101()12126688  101012126886  10{\imath} 012128686  1212{\imath} 0106868  121210106886  101212106868]
[例)  t8n23 :  |t8n23|=48 , Aut(AS)  =t8n44,  |t8n44|=384 , Aut(CC)  =t8n23

左上  =(43444441  34444414  44434144  44344441  44444341  44444341  44444431  44444431\backslash ,  i5\perp=(99575757  99577557  99557757  99575757  59757957  99575775  57599757  95577957]

93



94

 [\{F^{1}\rfloor]  t8n39 :  |t8n39|=192 , Aut(AS)  =t8n44 (左上は直前の例と同じ),Aut(CC)  =t8n39

右上  =(57577575  55575777  55575777  75575775  55577577  55775577  55757775  55757577]
 [ffi1\rfloor]  t8n29 :  |t8n29|=64,  \Vert Aut(CC)  |  =64 , Aut(AS)  =t8n35,  |t8n35|=128
(  \ovalbox{\tt\small REJECT} f主)  t8nl9,  |t8nl9|=32 からでも同型な coherent configuration が得られる。

左上 (  44355551  44355551  34455551  44355551  43455551  44355551  44355551  34455551] 右上  (88668866  86688668  86686886  68868668  86868686  68668886  86866868  68688686]
実例について、  \Omega 内の番号の並べ方を整理して、見易いと思える形になるようにしている。見易い形にす

るとき、行列個々に対して、番号の並べ替えをいろいろと試して見易いかどうかを調べているので、多くの

場合について一括して見ることは困難になっている。現状では、この状況のに改善の見通しがない。

ここに挙げることができた少数の例では、左上部分から、もとの群は {1, 2} および{1, 2, 3, 4} をブロッ
クとすることが分かる。右上部分には共通のパターンが表れている。いつれも、パターンのサイズが2の倍

数で行列全体のサイズも小さい2の倍数となっている。今後、3の倍数の場合なども見る必要があると考え

ている。
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